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Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge  ; 
Par  M    J    LIOU VILLE 


«...  Voici  un  théorème,  que  vous  trouverez  peut-être  intéressant, 
concernant  la  fonction 

définie  à  l'ordinaire  comme  exprimant  le  nombre  des  classes  de  formes 
quadratiques  lunaires,  primitives  ou  non,  de  déterminant  —  k,  dont 
un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

»  Soit  m  un  nombre  impair  quelconque  donné.  Décomposons-le 
autant  de  fois  qu'il  nous  sera  possible  en  une  somme  de  deux  carrés, 
en  sorte  que  l'on  ait,  en  nombre  entiers, 

m  =  a2-i-  /\b'\ 

a  étant  impair  et  positif,  tandis  que  b  peut  être  pair  ou  impair,  positif 
ou  négatif,  ou  encore  égal  à  zéro;  puis  cherchons  la  somme 

(0  ^(«"-W 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Janvier  1S69.  I 
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pour  l'ensemble  (le  toutes  les  décompositions.  Il  faudra,  bien  entendu, 
supposer  cette  somme  nulle,  s'il  n'existe  aucune  décomposition  de  m 
de  l'espèce  indiquée. 

»   D'autre  part,  considérons  celte  autre  somme 


2)  £(-')'  iF{tim-i*)t 


dans  le  terme  général  de  laquelle  i  désigne  successivement  les  entiers 
impairs 

i,  3,  5,   7, . .  .,  w, 

dont  le  dernier  w  est  tel  qu'au  delà  on  cesserait  d'avoir 

[\in  —  r  >  o; 

a  est  donc  le  plus  grand  entier  impair  inférieur  à  i  \jm. 

•  Cela  posé,  notre  théorème  consiste  en  ce  que  les  sommes  (i)  et  (2) 
sont  égales  entre  elles.  En  d'autres  termes,  on  obtient  toujours,  sous 
les  conditions  énoncées, 

équation  qui  pourrait  encore  s'écrire 

2(^)iF(4m-i')=]£(a»-4Aa), 

en  employant  une  notation  de  Legendre,  généralisée  par  Jacobi,  au 
moyen  de  laquelle  on  a 

Quand  l'équation 

m  =  a1  -+-  l\b2 
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t'si   impossible  en   nombres   entiers,  il   faudra   supposer,  comme  on 
l'a  dit, 

on  aura  donc  alors,  plus  simplement, 

l  —  i 

(B)  £(_i)~z\F(4m-i2)  =  o, 

ou,  si  l'on  veut, 

•        2(:=l)tF(4/»-;2)  =  o. 

Il  en  sera  ainsi,  par  exemple,  toutes  les  fois  que  l'entier  donné  m  se 
trouvera  =  3(mod.  4)»  et  dans  d'autres  cas  encore;  mais  la  formule 

(A)  £(-  if^iF^m  -  r)  =  £(«»  -  4^2) 

est  la  seule  formule  générale;  elle  ne  comporte  aucune  exception. 

»   Ajoutons   ici    quelques   applications   numériques,   en    rappelant 
d'abord  que,  d'après  la  table  construite  pour  la  fonction 

F(k) 
par  un  procédé  direct,  indépendant  de  notre  formule  (A),  on  a  : 
F(3)  =  i,   F(i.)  =  3,  Fd9)=3,  F(27)  =  4,  F(35)  =  6,   F(43)  =  3. 
»  Soit  d'abord  m  =  i.  Comme  on  a 

I  =  I-  -4-  4-0% 


l'équation  (À)  donnera 
ce  qui  est  exact. 


f(3)=i, 


i .. 
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»  Soit  ensuite 

m  =  3. 

Il  n'y  aura  alors  aucune  décomposition  possible  de  m  en  une  somme 
de  deux  carrés,  et  la  formule  (B)  propre  à  ce  cas  donnera 

F(n)-3F(.)=o, 
partant 

F(ïi)  =  3, 
ce  qui  est  exact. 

»   Prenons  à  présent  m  =  5.  Comme  on  a 

il  nous  viendra  ici 


^(^_4^)  =  2(l  _4)^ 


6. 


L'équation  (A)  exige  donc  que 

F(i9)-3F(.i)  =  -6, 
c'est-à-dire  que 

F(.9)  =  3; 

et  cela  est  effectivement  vrai. 

»   Soit  maintenant  m  =  y.  L'équation 

7  =  a2  -t-  l\b2 

étant  impossible,  nous  devons  avoir,  d'après  la  formule  (B),  à  laquelle 
la  formule  (A)  se  réduit  alors  : 

F(27)  -  3F(i9)  +  5F(3)  =  o, 

«l'on 

F(27)=  3.3-5.1  =4, 
ce  qui  est  exact. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

»   Soit  encore  m  =  9.  On  aura  cette  fois 

9  =  32-+-  4.0-, 
et  il  n'y  a  pas  d'autre  manière  d'écrire 

9  =  a2  -i-  4//-. 
conformément  à  ce  qui  a  été  convenu  plus  haut.  Ici  donc,  on  .1 

La  formule  (A)  exige  donc  que 

F(35)-  3F(î7)+  5F(ïi)  =  9; 

partant,  d'après  les  valeurs  déjà  vérifiées  de 

F(i.) 
et  de 

il  nous  viendra,  comme  il  le  faut, 

F(35)  =  6. 
i)   Pour  dernier  exemple,  faisons 

m  =  1 1 . 
L'équation 

11  =  a2  ■+■  4^a 

étant  impossible,  la  formule  (A)  se  réduira  a  la  formule  (B)  et  nous 
donnera 

F(43)-3jF\35)  +  5F(i9)  =  o; 


d  où 
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F(43)  =  3, 


valeur  exacte,  connue  toujours. 

»  Vous  penserez  peut-être  que  j'insiste  un  peu  trop  longuement  sur 
des  vérifications  numériques  faciles;  mais  l'importance  que  j'attache 
cl  que  vous  attacherez  aussi,  je  l'espère,  à  la  formule  générale  (  A)  me 
servira  d'excuse.  » 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

Théorème  concernant  les  nombres  entiers        5(mod.  i  ■> 
Par  M.  J     LIOl  VILLE 


Il  s'agit  encore  cette  fois  de  la  {onction 

F(k) 

par  laquelle  s  exprime  le  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques 
binaires  (primitives  ou  non)  de  déterminant  k,  dont  un  au  moins 
des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

Soient  m  un  entier  donné  =5(mod.   12),  d   nu   quelconque  des 
diviseurs  de  m  et  â  le  diviseur  conjugué  à  d,  en  sorte  que  l'on  ait 

m  =  Jâ. 

Introduisons  la  notation  connue 


i) 


de  Legendre,  en  lui  attribuant  la  signification   plus  étendue  admisi 
depuis  Jacobi,  et  calculons  la  somme 


Ensuite  considérons  cette  autre  somme 

où  l'on  devra  prendre  pour  i  les  valeurs  impaires  1,  5,  7,  11,..., 
toutes  premières  à  3  (circonstance  que  j'indique  par  un  accent  sur  le 
signe  sommatoire),  en  s'arrètant  au  moment  où  l'entier  placé  sous  le 
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signe  F  deviendrait  négatif;  je  dis  V  entier,  car  dans  les  circonstances 
où  l'on  se  place  la  division  par  3  s'effectue  toujours. 

Cela  étant,  notre  théorème  consiste  en  ce  que  la  somme  (i)  est 
quadruple  de  la  somme  (2).  En  d'autres  termes,  on  a  toujours,  sous 
les  conditions  énoncées  : 

Je  me  bornerai  aux  deux  exemples  les  plus  simples,  en  faisant 
m  =  5 ,  puis  m  —  17. 

Pour  m  =  5,  la  formule  (A)  donne  F('i)  =  1,  résultat  exact.  Pour 
m  —  [7,  on  en  déduit 

F(ii)h-F(3)  =  £(i7-i)  =  4, 

partant  F(ii)  —  3,  ce  qui  est  exact  aussi.  Le  lecteur  peut  continuer 
tant  qu'il  lui  plaira  ces  vérifications  faciles. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


■  ■.•«..,,,  % 


MÉMOIRE   SUR  LES   LIGNES  SPIRIQUES: 

Par   M.    DE    LA    GOLKNERIE. 


AVANT-PROPOS. 

Les  lignes  spiriques  ou  sections  planes  du  lore  ont  anciennement 
occupé  les  Géomètres,  comme  on  le  voit  dans  les  savantes  Notices 
historiques  que  MM.  Quetelet  et  Chasles  ont  données  sur  ces  cour- 
bes [*];  mais,  jusque  dans  ces  dernières  années,  on  s'était  borné  à 
étudier  leurs  diverses  formes.  C'est  principalement  à  cet  ordre  de  re- 
cherches que  se  rapporte  le  Mémoire  de  M.  Pagani  couronné  pat 
l'Académie  de  Bruxelles  en  1824. 

Depuis  cette  époque,  MM.  Yvon  Villarceau.  J.-A.  Serret,  Garlin, 
Cornu,  Mannheim  et  Darboux  ont  trouvé  des  théorèmes  importants 
sur  les  spiriques  [**].  Enfin  leur  théorie  a  élé  enrichie  des  résultats  con- 
sidérables obtenus  par  MM.  Salmon,  Moutard,  Darboux,  Laguerre  et 
Crofton  sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points 
doubles  à  l'infini  sur  un  cercle,  car  les  spiriques  sont  une  variété  de 
ces  lignes  [***]. 


[*]  M.  Quetelet,  Mémoires  couronnés  par  V  Académie  de  Bruxelles,  t.  V;  Corres- 
pondance mathématique,  t.  II.  —  M.  Chasles,  Aperçu  historique,  Note  I. 

[**]  M.  Yvon  Villarceau,  Comptes  rendus,  1848,  2e  série.—  M.  Serret,  Journal  de 
Mathématiques,  1843.  —  MM.  Gari.in,  Cornu,  Darboux,  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, i854,  i85g,  1861,  1864.  —  M.  Mannheim,  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques,  1860,  et  Journal  de  V École  Polytechnique,  XI/  cahier,  p.   -4. 

[***]  M.  Salmon,  Signer  plane,  curoes,  i85a,  p.  17a.  —  M.  Moutard,  Bulletin  de  la 
Société  Philomathique,  1860.  —  M.  Darboux,  Comptes  rendus,  1"  août  1 864 ;  Anna/es 
de  r École  Normale,  i865,  1866  —  M.  Lacuerre,  Comptes  rendus,  cj  janvier  r865. 
—  M.  Crofton,  The  London  matliematical  Society,  1867.—  Koir  aussi  l  Étude  des  sur- 
faces algébriques  publiée  par  M.  Bertrand  dans  le  Journal  des  Savants,  1867. 
Tome  XIV  (z*  série).  —  Janvier  1SG9.  2 
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Je  me  propose  de  faire  connaître  plusieurs  propriétés  nouvelles  des 
spiriques,  et  de  présenter  une  classification  de  ces  courbes. 


INTRODUCTION. 

Cette  Introduction  se  compose  de  deux  Parties.  La  première  com- 
prend la  théorie  d'une  involution  spéciale  du  quatrième  ordre  qui  nous 
sera  fort  utile  pour  la  discussion  des  spiriques.  Dans  la  seconde,  j'éta- 
blis quelques  théorèmes  relatifs  aux  anallagmatiques  d'un  ordre  quel- 
conque. Un  grand  nombre  de  propriétés  de  la  spirique  sont  des  corol- 
laires de  ces  théorèmes,  et  j'ai  pensé  qu'il  convenait  de  les  démontrer 
tout  d'abord  sous  leur  forme  la  plus  générale. 

PREMIÈRE    PARTIE. 

THÉORIE    D'UNE  INVOLUTION   SPÉCIALE   DU   QUATRIÈME   ORDRE    [*]. 

§  l.  -      Involution  sur  une  droite. 

Définition  et   détermination  des  centres  d'inversion  d'un  groupe 
de  quatre  points  en  ligne  droite. 

1.  Dans  une  involution  quadratique,  deux  points  d'un  groupe  sont 
réciproques  par  rapport  au  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment 
compris  entre  les  points  doubles;  le  point  central  est  le  centre  d'in- 
version. D'après  cela,  il  paraît  convenable  d'appeler  centres  d'inversion 
d'un  groupe  de  quatre  points  en  ligne  droite  a,,  <72,  a3,  at,  les  points 
centraux  O',  O",  O"  des  involutions  quadratiques  des  quatre  points 
pris  deux  à  deux  des  trois  manières  possibles. 


]  Sur  les  involutions  d'ordre  quelconque,  on  peut  consulter  principalement 
M.  Poncelet,  Traité  des  Propriétés  projectiles,  t.  II,  IVe  section.  —  M.  de  Jonquières, 
Annal i  tli  Matematica,  i85g.  —  M.  Ckemona,  Comptes  rendus,  24  juin  1861;  Intro- 
duzione  ad  utia  tcoria  geometrira  dette  curre  plane,  1862.  —  M.  Chasles,  Comptes 
rendus,   18  novembre  1861.   —   M.  Salmon,  Modem  higher  algebra,   l86(>,  p.    1 45. 
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On  a 

0'a{.0'a2       0'a3.0'at  =  o, 

0"a,.{)"a3  -  ()"ci.,.0"a,^  ,,, 
0'ai.O"aA  -  0"Vv, .  0"'tf3       ... 

En  désignant  par  x,,  x2,  .r3,  x,,  les  abscisses  des  quatre  points  du 
groupe,  et  par  X',  X",  X"  celles  des  centres  d'inversion,  mesurées  les  unes 
et  les  autres  à  partir  d'une  origine  fixe,  on  obtient,  à  l'aide  des  rela- 
tions précédentes, 

/    \  \i  _  'i  '-        x .  r .  \n  _  -''i^z        x-i  xt  Klff  ^  Xi&f  —  jc  .  i 

.r,  -+-  .t.,  —  x3  —  xt  .r,  -f-  x3  —  x2  —  .r,  '  .r,  -+-  x,  —  x,  —  x3 

l'appellerai  X  l'abscisse  de  l'un  quelconque  des  centres  d'inversion. 

2.  Nous  aurons  souvent  besoin  de  connaître  les  abscisses  des  centres 
d'inversion  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  du  quatrième 
degré  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  quatre  points  du  groupe. 
Pour  faire  cette  détermination,  je  supposerai  d'abord  que  l'origine  est 
au  centre  des  moyennes  distances  de  ces  derniers  points;  alors  l'équa- 
tion n'a  pas  de  second  terme 

(2)  x"  -+-  qx2  +ra+  t  =  o. 

Je  pose 

OC  1    - t~~   OC  2   —   Cf  ■         OC  3    ~~ r~   OL  4    —    1)  ^ 
*-JL  |   ia.  2   **  i         •-*"  3  **■  4        *   *-* 

J'exprime  X'  et  les  coefficients  de  l'équation  (2),  en  fonction  des  quan- 
tités b,  c,  b',  c'  ;  j'ai  alors  en  supprimant  l'accent  de  X' 

c f  ' 

X  =  ._,,)     o  =  b  ■+-  b',     q  —  bb'  +  c  +  c', 

s  —  —  bc'  —  b'c,     t  =  ce'. 

J'élimine  d'abord  b1 ',  puis  c',  et  j'obtiens 

2.. 
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portant  dans  la  troisième  de  ces  équations  la  valeur  de  h  et  développant, 
<in  a  successivement 

4*=(f-»-n),--aX*' 

(3)  >.a  +  ±L^r  _ZX-i  =  o. 

6  et  c  étant  la  somme  et  le  produit  des  abscisses  x,  et  jr,,  ces  quantités 
sont  données  par  l'équation 


(4) 


oc-  -   l/4-  ^'+'/fl  +  4  +  '  -4=  \ 


=  \  =  o. 


L'équation  (3j  fait  connaître  les  abscisses  des  centres  d'inversion  et 
résout  ainsi  le  problème  que  je  m'étais  proposé.  J'ai  calculé  l'équa- 
tion (4)  pour  montrer  que  la  fonction  (i)  conduit  à  une  résolution 
facile  de  l'équation  du  quatrième  degré.  Je  reviendrai  sur  ce  sujet 
(nos  25-27). 

3.  Je  vais  maintenant  examiner  le  cas  où  l'origine  des  abscisses 
n'est  pas  au  centre  des  moyennes  distances  des  points  du  groupe.  Au 
lieu  de  l'équation  (a),  nous  avons  l'équation  plus  générale 

(5)  jci  —  l\px*  -+-  q.x2  -+-  sx  ■+- 1  =  o. 

Je  fais  disparaître  le  second  terme  en  posant  ,r  =  x,  +  \>  : 

x\  —  (6p-  —  q)  x\  —  (6p3  —  ipq  —  s)  xt  —  3/>4  -f-  qp-  -+-  sp  -+-  t  =  o. 

L'origine  étant  transportée  au  centre  des  moyennes  distances,  je 
peux  appliquer  la  formule  (3);  j'obtiens  ainsi  pour  déterminer  les  ab- 
scisses X,  des  points  O',  O",  O'"  l'équation 

p  -u.  4V  —  i6/>'y  —  4 y  —  4'  +  r  ^  2 


1  2  (8/>3  —   2ptJ  —  S  )  ' 

m 


+  V-ï  *.+i(V 


11  laut  maintenant  revenir  à  la  première  origine,  et  pour  cela  rem- 
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placer  X,  par  (X  —  p).  On  trouve,  après  quelques  réductions  faciles, 

l  (8p*  -  2/x/  -  s )  X3  -+-  (ps  —  2p-<j  —  >A  -+-  q-  I  ) 
(6) 


Propriété  fondamentale  de  V involution  spéciale. 

4.  Je  suppose  que  l'on  veuille  déterminer  les  points  d'un  groupe 
ilont  on  connaît  les  trois  centres  d'inversion  O',  O",  O'". 

En  prenant  sur  la  droite  une  origine  fixe,  on  peut  représenter  les 
centres  d'inversion  et  les  points  du  groupe  par  les  équations 

(7)  axs  -+-  bx-  -h  ex  -+-  d  =  o, 

(  5  )  x*  —  bpx3  -+-  qx-  ■+■  sx  -+-  t  =  o. 

Les  coefficients  de  la  première  sont  connus,  et  il  s'agit  d'obtenir  ceux 
de  la  seconde. 

Les  centres  d'inversion  du  groupe  (  5  )  sont  donnés  par  l'équation  6  ; 
nous  devons  donc  avoir,  en  désignant  par  k  un  coefficient  indéter- 
miné, 

8^:i  -  2pq  —  s  —  ka, 

ps  —  2p-i/  —  2t  -t-  q—  =  kb, 

\pt  —  2p-s  +  -£-  =  kt\ 

s2 

-77  —  2p2 1  =  kd. 

Les  cinq  inconnues  p,  q,  s,  t,  k  ne  sont  soumises  qu'à  quatre  équa- 
tions; nous  pouvons  donc  nous  donner  une  de  ces  quantités,  par 
exemple  l'abscisse  p  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  du 
groupe. 
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Éliminant  k,  on  obtient 

[\\)b  2C  -f-  t"/rt  —  o, 

4/->c  -t-  8rf  -f-  sa  =  o, 
ï<p3  —  2/?cy       .y)(Y  —  (-77  --  a/;2^)  a  =  o. 

On  déduit  de  ces  équations 

^pb  -\-  ic  ^pc  -+-  8(/  c:  —  4^"'         4  A"' 

'  o  «  a-  a 

L'équation  du  groupe  cherché  est  par  conséquent 

(8)  (ix*  —  2CJC2  —  8dx  -+■  - — l\p  (ax:>  -h  b.r-  -+-  ex  -+-  d)  =  o. 

">.  p  est  un  coefficient  arbitraire;  en  conséquence,  et  d'après  la 
forme  de  l'équation,  nous  voyons  qu'il  y  a  une  infinité  de  groupes  de' 
quatre  points  dont  trois  points  donnés  sont  les  centres  d'inversion,  et 
que  ces  groupes  forment  une  involution. 

En  général,  dans  une  involution  du  quatrième  ordre  les  centres 
d'inversion  varient  pour  les  différents  groupes;  mais,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  reconnaître,  quand  deux  groupes  de  quatre  points  ont 
leurs  centres  d'inversion  communs,  tous  les  groupes  de  /'involution 
qu'ils  déterminent  ont  les  mêmes  centres  d'inversion. 

Les  centres  d'inversion  forment  avec  le  point  de  l'infini  un  des 
groupes  de  l' involution.  Comme  d'ailleurs  on  peut  les  construire  quand 
un  des  autres  groupes  est  connu,  l'involution  spéciale  que  je  considère 
est  déterminée  par  un  seul  groupe  de  quatre  points.  Ainsi,  eu  égard  à 
l'équation  (  3),  l'involution  qui  comprend  le  groupe  (2)  est  représentée 
par  l'équation 

(9)  x*  •+-  <P?2  ■+-  sx  -f- 1  —  f\p  (x3  -+- x-  —  \x  —  g  j  =  o. 
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Détermination  des  points  d'un  groupe  de  V involution  spéciale  quand 
on  connaît  Lan  d'eux,  ou  le  centre  </<•  leurs  moi  cimes  distances 
Involutions  composantes 

6.  Je  considère  les  trois  involutions  quadratiques  qui  ont  pour 
points  centraux  O',  0",  ()"',  et  auxquels  appartiennent  respectivement 
les  trois  couples  O"  et  O",  O'"  et  O',  O'  et  O".  Ces  involutions  sont  com- 
plètement déterminées. 

Je  prends  arbitrairement  un  point  rt,  sur  la  droite,  et  je  construis 
les  points  a,2,  a3,  a.,  qui  lui  sont  conjugués  dans  les  trois  involutions. 
On  a 

0'ai.O'ai  =  O'O".  O'O", 

0"at.O"as  =  ()"()'".  0"0\ 

0"a,.OmaÀ  =--  0*"0'.0'"0". 

Les  deux  dernières  égalités  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

0"a,  (0'a3  -  O'O")  =  -  0'U".0"0'", 
(0"at  -  0"0 ')(0'a,  -  O'O")  =  O'0'.O'O". 

Éliminant  0"a,  entre  ces  relations,  j'obtiens 
OVf3.0'rt,  =  O'O".  O'O". 

Cette  équation  montre  que  les  points  a3  et  a,,  sont  conjugués  dans  la 
première  involution. 

On  reconnaît  de  la  même  manière  que  a.,  et  ak,  a.2  et  a3  sont  respec- 
tivement conjugués  dans  les  deuxième  et  troisième  involutions;  d'où 
il  suit  qu'un  quelconque  des  points  a,,  a2,  a3,  ak  est  conjugué  des 
trois  antres  dans  les  trois  involutions  quadratiques,  et  que  leurs 
centres  d'inversion  sont  O',  O",  O".  Nous  avons  ainsi  un  moyen  très- 
simple  de  déterminer  les  trois  points  qui  sont  conjugués  à  un  point 
donné  dans  une  involution  spéciale  du  quatrième  ordre  dont  on  con- 
naît les  centres  d'inversion. 

J'appellerai  involutions  composantes  les  involutions  quadratiques 
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qui  viennent  d'être  définies.  En  considérant  l'une  d'elles,  je  dirai  que 
deux  couples  de  points,  ou  deux  segments,  sont  conjugués,  lorsqu'ils 
appartiennent  à  un  même  groupe  de  Pinvolution  du  quatrième  ordre. 
Les  segments  a,  a«  et  a  xa,t  sont  conjugués  dans  la  première  involution 
composante. 

7.  Je  désigne  les  points  doubles  des  trois  involutions  composantes 
par  e'  et  /',  e"  et  /",  é"  et  /'". 

O"  et  O"  forment  un  couple  de  la  première  involution,  et  sont  par 
conséquent  conjugués  harmoniques  des  points  e'  et  J  ' .  Il  suffit  donc 
pour  avoir  ces  derniers  points  de  construire  le  segment  qui  a  son  mi- 
lieu en  O',  et  qui  est  conjugué  harmonique  de  0"0'". 

On  obtient  de  la  même  manière  les  points  doubles  de  la  seconde 
involution,  et  ceux  delà  troisième. 

8.  Je  suppose  maintenant  que  l'on  connaisse  les  trois  centres  d'in- 
version, et  le  centre  G  des  moyennes  distances  des  points  qui  com- 
posent un  groupe,  et  je  vais  me  proposer  de  déterminer  ces  points. 

En  prenant  le  centre  G  pour  origine,  les  points  du  groupe  et  les 
centres  d'inversion  peuvent  être  représentés  par  les  équations  (2) 
et  (3).  Je  conserverai  toutes  les  notations  du  n°  1. 

Je  rapporte  les  points  du  groupe  à  l'une  des  involutions  compo- 
santes, à  la  première;  ils  y  déterminent  deux  segments  conjugués  a,  a2 
etfl,(ij,  dont  les  milieux  al2  et  <734  sont  situés  de  part  et  d'autre,  et  à 
égales  distances  du  centre  G. 

En  vertu  de  l'équation  (4)  nous  aurons 


-Gfl„  =  -+-Ga„  =  iy^. 

X',  X",  X"  étant  les  abscisses  des  centres  d'inversion,  leur  produit  est 
de  signe  contraire  et  égal  an  dernier  tei  me  de  l'équation  (3)  : 

s  =  8X'X"X'". 
La  quantité  X  sous  le  radical  est  la  première  de  ces  abscisses,  c'est- 
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à-dire  X';  l'expression  trouvée  devient  en  conséquence 


(10)  -  Gat2  =  -+-  Ga3,  =  vGO"  GO". 

Il  résulte  tle  cette  équation  que  les  milieux  «,,  et  a3,,  sont  conjugués 
harmoniques  des  points  O'  et  O".  Comme  d'ailleurs  on  connaît  le  nu- 
lieu  G  cl ti  segment  a{2  a3i,  on  peut  facilement  construire  ses  extrémités. 

Le  segment  a,  a2  appartenant  à  la  première  involution  composante 
est  conjugué  harmonique  du  segment  é  f .  Nous  avons  son  milieu  <2I2, 
nous  pouvons  donc  le  déterminer.  On  opère  de  la  même  manière  poul- 
ies points  a3  et  a,.,. 

9.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  segments  analogues  a 
«)2rt34,pour  les  différents  groupes  de  l'involution  spéciale,  sont  con- 
jugués harmoniques  de  0"0'";  ils  forment,  par  suite,  une  involution 
quadratique  dont  O"  et  O"  sont  les  points  douhles. 

Dans  l'une  quelconque  des  trois  involutions  composantes ,  les  milieux 
des  segments  conjugués  Jorment  une  involution  quadratique  dont  les 
points  doubles  sont  les  points  centraux  des  deux  autres  involutions 
composantes. 

Points  doubles  de  l'involution  spéciale. 

10.  En  appliquant  la  construction  exposée  au  n°  8,  on  trouve 
immédiatement  que  le  groupe  dont  le  centre  des  moyennes  distances 
coïncide  avec  le  point  O',  se  compose  des  deux  points  douhles  é 
^f'.  De  même  les  couples  de  points  douhles  e"  et  y,  e"  et  /'"  for- 
ment chacun  un  groupe  de  l'involution  du  quatrième  ordre. 

D'après  un  théorème  dû  à  M.  de  Jonquières,  une  involution  de 
l'ordre  n  possède  2  (m  —  i)  points  douhles.  Une  involution  du  qua- 
trième ordre  a  par  conséquent  six  points  douhles.  Dans  l'involution 
spéciale  du  quatrième  ordie  les  six  points  doubles  sont  réunis  deux 
par  deux  en  trois  groupes,  et  coïncident  avec  les  points  doubles  des 
involutions  composantes. 

Le  point  e'  est  conjugué  avec  lui-même  dans  la  première  des  trois 
involutions,  et  avec  le  point/'  dans  les  deux  autres;  il  en  résulte  que 
les  points  e'  et  /'  sont  conjugués  harmoniques  des  couples  de  points 
doubles  e"  et/",  é"  et/'". 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Janvier  1869.  -J 
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Les  six  points  doubles  rie  Vinvolution  spéciale  du  quatrième  m  die 
forment  trois  couples  de  points  conjugués  harmoniques. 

11.  Il  est  important  de  savoir  si  une  involution  du  quatrième  ordre 
dans  laquelle  les  six  points  doubles  sont  réunis  deux  à  deux  en  trois 
groupes,  est  une  involution  spéciale  telle  que  je  l'ai  définie  aux  nCi  ï 
et  5. 

Celle  question  peut  être  résolue  assez  facilement  par  des  considéra- 
lions  sur  le  nombre  des  conditions  qui  déterminent  soit  une  involution 
spéciale,  soit  une  involution  ayant  ses  points  doubles  répartis  en  trois 
groupes.  Mais,  pour  rendre  le  raisonnement  rigoureux,  il  serait  néces- 
saire d'entrer  dans  des  détails  un  peu  minutieux,  et  je  préfère  examiner 
directement  le  problème  en  comparant  les  équations. 

1*2.  Je  considère  une  involution  du  quatrième^ordre  déterminée  par 
deux  groupes  composés  de  points  doubles,  et  je  vais  chercher  la  con- 
dition pour  qu'elle  possède  un  troisième  groupe  également  formé  île 
points  doubles. 

En  plaçant  l'origine  an  milieu  du  segment  compris  entre  les  deux 
points  de  l'un  des  deux  groupes  donnés,  l'involution  peut  être  repré- 
sentée par  l'équation 

[a)  (x-  +J.k  +  g2  )-  +  k  (.r-  +  g"1)"  =  o. 

Pour  que  l'involution  ail  un  troisième  groupe  formé  des  deux  points 
doubles,  il  faut  qu'une  valeur  de  k  autre  que  zéro  et  l'infini  rende 
cette  équation  un  carré  parfait  tel  que 


{b)  x"  -+-  ï  :/. x3  -+-  ( a2  -4-  2  /32 )  .r2  -+-  2 a/32 x  -f-  j3*  =  o. 

Egalant  les  coefficients  des  différents  termes  dans  les  deux  équations 
(a)  et  {b),  j'ai 


(c) 


a  (  1  +  A  )  = 

j\ 

(a2  +  2/3'\) 

(j  +k)  = 

J 

<;2(i  +  k) 

■---fè\ 

j3«(i  +  *)  = 

-  s''  -+-  kë 

'4 

4-    7g*  +    2%'2, 
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On  obtient  par  l'élimination  de  a  et  de  /32 

<l  i  -f-  A  =        /'    ,.,,     s4-aM  =  o. 


2  (g-!  —  , 


O 


l..i  seconde  do  ces  équations  donne  la  condition  pour  qu'il  y  ail  un 
troisième  groupe  composé  de  deux  points  doubles;  la  première  lait  con- 
naître la  valeur  de  k  qui  détermine  ce  groupe. 

On  satisfait  à  l'équation  de  condition  en  faisant  g'2  égal  à  4-  g2  ou  à 
—  g2.  Lorsque  g'2  est  égal  à  -t-  g2,  k  est  infini,  et  le  troisième  groupe 
coïncide  avec  un  des  deux  premiers;  à  moins  toutefois  que^  ne  soit 
nul,  auquel  cas  ce  sont  les  deux  groupes  donnés  qui  se  confondent.  Si 
l'on  suppose  que  g'2  est  égal  à  —  g2,  c'est-à-dire  si  les  deux  groupes 
donnés  sont  harmoniques  [*],  on  aura 

Cette  expression  de  (i  -+-  k)  introduite  dans  la  première  et  la  troi- 
sième des  relations  (c)  donne  les  valeurs  de  a  et  de  j32  qui  déterminent 
le  troisième  groupe.  L'équation  (b)  devient  alors 

(x2  4-  H-  x  4-  g2)    =  o. 

Les  trois  couples  de  points  doubles  sont  conjugués  harmoniques. 

Lorsqu'une  itivolution  du  quatrième  ordre  possède  deux  groupes 
composés  chacun  de  deux  points  doubles,  si  ces  points  sont  conjugués 
harmoniques,  V  involution  comprend  un  troisième  groupe  formé  de  points 
doubles;  s'ils  ne  sont  pas  conjugués  harmoniques,  les  deux  derniers 
points  doubles  de  l'involution  appartiennent  à  des  groupes  distincts. 


[*]  Deux  couples  de  points  représentés  par  les  équations 

,r!  4-/t  +  g"  =  O,      x!  +  g'-r  4-  g'1  =  O, 
sont  conjugués  harmoniques  lorsque  l'on  a 

(Géométrie  stt/iérieiire,  p.  45.) 

3., 
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13.  Les  abscisses  des  milieux  des  segments  formés  par  les  trois 
couples  de  points  doubles  sont 

2  y 

Il  est  facile,  à  l'aide  de  la  formule  (8),  de  déterminer  l'involution 
spéciale  qui  a  ces  trois  points  milieux  pour  centres  d'inversion.  On 
trouve 


X*   —    2g2X2  +  g4  —  4/^  (^"1   +' —^  JL"   4-  g'x\   =   O. 

Cette  équation  représente  précisément  la  même  involution  que 
l'équation  (a)  lorsqu'on  y  a  fait  g'2  égal  à  (—g2).  La  relation  qui 
existe  entre  les  coefficients -arbitraires  k  et  p,  est 

2P{t  +  k)  =  -f. 

Quand  une  involution  du  quatrième  ordre  a  trois  groupes  composés 
<le  points  doubles,  tous  ses  groupes  ont  pour  centres  d'inversion  les 
milieux  des  segments  compris  par  les  trois  couples  de  points  doubles. 

îl.  Nous  savons  qu'un  groupe  est  déterminé  par  la  position  du 
centre  des  moyennes  distances  des  points  qui  le  composent,  et  que 
quand  ce  centre  coïncide  avec  un  des  centres  d'inversion,  le  groupe  se 
réduit  aux  deux  points  doubles  correspondants.  Comme  d'ailleurs  dans 
la  série  des  groupes  chaque  point  double  est  la  transition  de  deux 
points  réels  à  un  couple  de  points  imaginaires,  on  voit  que  lorsque  le 
centre  des  moyennes  distances  supposé  mobile  sur  la  droite  passe  par 
un  centre  d'inversion,  si  les  points  doubles  sont  réels,  les  points  réels 
des  groupes  deviennent  imaginaires,  tandis  que  les  points  imaginaires 
sont  remplacés  par  des  points  réels. 

Discussion  de  l'involution  spéciale. 

lo.  Cas  où  les  centres  d'inversion  sont  tous  réels,  distincts,  et  à 
distance  finie.  —  i°  Je  suppose  les  points  O',  O",  O"  placés  dans 
l'ordre  où  je  les  désigne. 

Je  décris  un  cercle  sur  O'O"  comme  diamètre,  et  j'élève  en  O"  une 
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perpendiculaire  à  l'axe  0'0"0'".  Cette  droite  rencontre  le  cercle  en  deux 
points  i"  et  o". 

Fie.   i. 


Si  l'on  fait  passer  par  s"  et  <p"  une  série  de  cercles,  leurs  intersections 
avec  l'axe  formeront  une  involution  quadratique  ayant  son  point  cen- 
tral en  O".  Cette  involution  est  la  seconde  des  involutions  composantes, 
car  les  points  O'  et  O"  en  forment  un  couple. 

Les  points  é  et  f  d'une  part,  é"  et/"  de  l'autre,  appartiennent  à 
cette  involution,  parce  qu'ils  sont  conjugués  harmoniques  de  e"  et  /* 
(n°  10);  les  segments  qu'ils  déterminent  ont  leurs  milieux  aux  points 
O'  et  O'"  :  ces  points  sont  donc  les  intersections  de  l'axe  avec  les  cer- 
cles qui  passent  par  les  points  s"  et  ç>",  et  qui  ont  respectivement  pour 
centres  les  points  O'  et  O".  Les  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit. 

20  Le  groupe  dont  le  centre  G  des  moyennes  distances  est  en  O",  se 
compose  des  deux  points  doubles  imaginaires  e"  etf.  Si  le  centre  G 
quitte  le  point  O"  et  s'avance  vers  la  gauche,  les  points  du  groupe  se 
séparent,  mais  ils  ne  peuvent  devenir  réels  tant  que  le  point  G  n'a  pas 
atteint  le  point  O'  (n°  14)  :  à  ce  moment,  le  groupe  se  compose  des 
points  doubles  réels  e'  et/7.  Si  le  point  G  va  deO'  à  l'infini,  l'un  des 
points  qui  étaient  en  e'  s'éloigne  aussi  à  l'infini,  l'autre  se  transporte 
en  O',  et  les  deux  qui  étaient  eny  se  rendent  l'un  en  O",  l'autre  en  O'". 
Lorsque  le  centre  G  vient  de  l'infini  en  O'",  le  point  qui  se  trouvait  a 
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l'infini,  et  celui  qui  coïncidait  avec  O'",  se  rejoignent  en  f'"\  les  deux 
autres  vont  en  é".  Enfin  quand  le  centre  G  dépasse  O " ,  les  points 
deviennent  imaginaires. 

Quand  les  trois  centres  a'' inversion  sont  réels  et  distincts,  les  quatre 
points  d'un  groupe  sont  tous  imaginaires  ou  tous  réels,  suivant  que  le 
rentre  de  leurs  moyennes  distances  est  sur  le  segment  de  l'axe  compris 
entre  les  centres  d'inversion  extrêmes,  ou  en  dehors  de  ce  segment. 

3°  Arrêtons-nous  quelques  instants  au  cas  où  les  points  du  groupe 
sont  imaginaires.  Le  centre  des  moyennes  distances  est  alors  entre  O' 
etO'".  Je  le  suppose  au  point  G,  sur  le  segment  O'O". 

Je  rapporte  à  la  première  involution  composante  les  quatre  points  ah, 
a2,  rt:!,  ah  du  groupe  considéré.  Alors  pour  déterminer  les  milieux  a, a 
et  aÎA  des  segments  a,a2  et  a3aA,  j'ai  l'équation  (n°  8) 


—  G,  at2  =  -+-  G,  a3k  =  y/G,  0".G,  O". 

Je  trace  un  cercle  sur  0"0"  comme  diamètre  ;  je  lui  mène  la  tangente 
G,  N,  et  je  décris  le  demi-cercle  rtl2Nfl34  dont  le  centre  est  en  G,.  Le 
point  G,  étant  placé  entre  O"  et  O '",  la  construction  est  possible;  elle 
donne  les  points  a,2  et  a3i  situés  sur  le  segment  e'f. 
Nous  avons 

O'a,  +  0'a2  =  20V/,2,     O'a,  Oa2  =  cvë". 

O'a,  et  Û'a2  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

x-  —  20'rti:x  -i-  O'e  —  o, 
d'où 


O'a,  =  0'rt)a  -+-  Vu'/  -  0'al2  sj—  «, 

OV?2  =  O'a,.,  -  v/oV  —  O'a,,'  v^ï. 

Si  nous  considérons  y/ —  i  comme  un  signe  de  perpendicularité,  ces 
valeurs  détermineront  les  points  a,  et  a2  du  cercle  e'J' .  En  raisonnant 
de  la  même  manière  sur  a3t,  on  trouve  les  points  a3  et  <xA.  Je  dirai  que 
les  quatre  points  a,,  a2,  «,,  a,,  sont  figuratifs  des  points  imaginaires 
qui  composent  le  groupe.  On  peut  regarder  les  points  réels  sur  l'axe 
comme  ayant  des  figuratifs  qui  coïncident  avec  eux. 
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4°  Quand  le  centre  G  est  en  O',  les  points  du  groupe  sont  réunis  à 
leurs  figuratifs  en  e'  et  eny.  Si  le  point  G  avance  deO'en  <  >",  les  points 
du  groupe  deviennent  imaginaires,  Ictus  points  figuratifs  parcourent 
le  cercle  e'/',  et  finissent  par  se  rejoindre;  deux  à  deux  en  s"  et  en  f". 
Le  centre  G  continuant  à  se  mouvoir  de  O"  en  O'",  les  points  figurai  ils 
se  séparent,  et  décrivent  le  cercle  e1"/'"  :  deux  d'entre  eux  vont  en  e", 
et  les  autres  enj  '" . 

Les  points  e"  et  9"  sont  les  figuratifs  des  points  doubles  imaginants 
e"  et  j"  de  la  seconde  involution  composante  [*]. 

Chacun  des  cercles  e'f  et  ë"f'"  doit  être  considéré  comme  ortho- 
gonal au  cercle  imaginaire  décrit  sur  e"f"  comme  diamètre,  car  le  carré 
de  la  dislance  des  centres  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons. 
Ainsi  on  a 

0'0"'=  O7?'  -+-  (  -  OV'"') . 

i(j.  Cas  où  deux  des  centres  d'inversion  sont  imaginaires.  — 
i°  Soient  O'  le  point  central  réel,  w"  et  0/"  les  points  figuratifs  des 
centres  d'inversion  imaginaires  O"  et  O". 

FlG.    2. 


Pour  déterminer  les  points  doubles  e' et  j'  de  la  première  involution 


]  M.  Transon  a  déjà  remarqué  que  les  deux  points  d'où  l'on  voit  sous  des  angli  s 
égaux  et  formés  dans  le  même  sens,  les  segments  compris  entre  les  points  homologues 
de  deux  divisions  homographiques  sur  une  même  droite,  sont  donnés  par  l'expression 
analytique  des  abscisses  des  points  doubles,  lorsque  l'on  y  considère  ç  —  1  comme  un 
signe  de  perpendicularité.     (  Nouvelles  Annales  de   Mathématiques,  1868,  p.  a58.ï 
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composante,  nous  avons  l'équation 


()' e' '  =  O'/'  =  O'O" . O'O"'  =(0'M  +  Mu'V-')(0'M-M  »•  s/- 1 )  ; 

d'où 

_0'e'=  +  0'/  =  0'w". 

Je  décris  un  cercle  du  point  O'  comme  Centre  avec  O'w"  pour  rayon  ; 
ses  intersections  avec  la  droite  sont  les  points  doubles  e'  et  y  de  la 
première  involution  composante. 

i°  Je  supposé  maintenant  qu'on  veuille  déterminer  les  quatre 
points  rt,,  a.,,  a3,  a,,,  d'un  groupe  dont  le  centre  des  moyennes  dis- 
lances G,  est  connu.  Je  rapporte  les  points  à  la  première  involution 
composante,  et  je  vais  chercher  par  la  méthode  expliquée  au  n°  8 
les  milieux  nl2  et  a^  des  segments  a,  a.,  et  a3  a,,,. 

On  a  immédiatement 


G.a.o  =  G, a. 


G10".G,0"'  =  Gl 


J^e  cercle  décrit  du  point  G,  comme  centre  avec  G,  w"  pour  rayon 
détermine  les  points  al2  et  aZi.  Quelle  que  soit  la  position  G,  du  cen- 
tre G,  l'un  de  ces  points  est  sur  le  segment  e'J',  et  l'autre  en  dehors. 

Les  segments  a,  a.2  et  a3  ak  sont  conjugués  harmoniques  de  e'J',  et 
ont  respectivement  pour  milieu  a,.2  et  a3i.  On  construit  le  premier  sans 
difficulté,  puis,  raisonnant  comme  au  n°  lo,  3",  on  trouve  que  a3  eta4 
sont  imaginaires,  et  que  leurs  figuratifs  a3  et  a,,  se  trouvent  aux  inter- 
sections du  cercle  e'f'  avec  la  perpendiculaire  élevée  à  l'axe  par  le 
point  n3i. 

Chacun  des  groupes   contient  deux   points    réels   et  deux  points 


3°  Quand  le  centre  G  parcourt  la  droite,  les  points  réels  la  parcourent 
également,  et  les  points  figuratifs  des  points  imaginaires  se  meuvent 
sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment  compris  entre  les  deux 
points  doubles  réels  de  l'involution.  Le  groupe  se  compose  de  ces 
points  lorsque  le  centre  G  est  en  O'.  Si  le  centre  G  se  rend  à  l'infini,  en 
décrivant  la  partie  de  la  droite  sur  laquelle  est  le  point  e',  les  deux 
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points  qui  étaient  en  e'  se  séparent  et  restent  réels;  ils  vonl  l'un  a  l'in- 
fini, et  l'autre  en  O'.  Les  deux  points  cpii  se  trouvaient  en  f  devien- 
nent imaginaires;  leurs  figuratifs  décrivent  les  arcs^'w",  /%"'. 

Lorsque  le  point  G  revient  de  l'infini  en  O'  par  le  côté  où  se  trouve 
le  pointy,  les  points  réels  parcourent  les  segments  co  /'  et  O'/',  tan- 
dis que  les  points  figuratifs  des  imaginaires  se  rendent  en  e'  par  les 
arcs  wV  et  w'V. 

17.  \"  Cas  où  deux  des  centres  d'inversion  coïncident .  -  L'involu- 
tion  n'a  en  réalité  que  deux  centres  d'inversion,  l'un  double  02, 
l'autre  simple  O'".  On  trouve  immédiatement  que  les  points  doubles 
des  deux  premières  involutions  composantes,  et  l'un  de  ceux  de  la 
troisième,  sont  en  02,  et  que  le  second  point  double  /'"de  celte  der- 
nière est  placé  à  une  distance  de  O'"  égale  à  020",  de  manière  que 
le  point  O"  se  trouve  au  milieu  du  segment  O.,/". 

Considérons  sur  la  droite  un  point  quelconque  a,  :  ses  conjugués 
sont  un  point  a2  dans  la  troisième  des  involutions  composantes,  et  le 
point  02  dans  les  deux  premières.  Uinvolution  du  quatrième  ordre  Sf 
réduit  donc  à  une  involution  quadratique ,  à  chacun  des  groupes  de  la- 
quelle on  ajoute  un  de  ses  points  doubles  qui  compte  pour  deux.  Un 
groupe  particulier  est  formé  de  ce  seul  point  pris  quatre  fois. 

Fig.  3. 


a,,      G,  O, 


2°  Si  l'on  donne  le  centre  G  des  moyennes  distances  des  points  at, 
a.,,  02  et  O,  d'un  groupe,  on  aura  immédiatement  le  milieu  a rl  du 
segment  a,  a2. 

Lorscpie  le  centre  G  se  meut  sur  la  droite,  tant  qu'il  n'est  pas  entre 

Tome  XIV  (  ic  série).  —  Janvier  18C9.  4 
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les  points  02  et  O",  le  point  a,,  est  en  dehors  du  segment  0%f'\  et  les 
points  a,  et  a2  sont  réels.  Mais  quand  G  va  de  02  enf",  a{2  parcourt 
le  segment  02/'",  les  points  a,  et  a?  sont  imaginaires,  et  leurs  points 
figuratifs  a,  et  a3  décrivent  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  Q2j'". 

!S.  Cas  où  les  trois  centres  d'inversion  sont  réunis  en  un  seul.  — 
Lorsque  les  centres  d'inversion  coïncident  en  un  point  ()3,  les  points 
doubles  des  involutions  composantes  sont  en  Os,  et  on  forme  \ni 
groupe  de  l'involution  du  quatrième  ordre,  en  associant  un  point 
quelconque  de  la  droite,  au  point  G3  pris  trois  fois.  Le  groupe  ne 
contient  jamais  de  points  imaginaires,  quelle  cpie  soit  la  position  du 
centre  G. 

S  9.  Cas  où  deux  des  centres  d'inversion  sont  distincts  (  réels  ou  ima- 
ginaires), et  où  le  troisième  est  à  l'infini.  —  SoitO"  le  pointa  l'infini. 
On  trouve  immédiatement  que  les  points  doubles  é,j\  e '.",  j  coïnci- 
dent à  l'infini.  Les  points  é",  J"  sont  conjugués  harmoniques  de  e'j', 
el  puisque  ces  derniers  sont  réunis,  un  des  premiers  y"  est  confondu 
avec  eux  à  l'infini.  Comme  d'ailleurs  les  points  e"\  f"  sont  aussi  con- 
jugués harmoniques  de  O',  O",  le  point  é"  est  au  milieu  du  segment 
compris  entre  ces  deux  centres  d'inversion. 

D'après  cela,  si  nous  prenons  arbitrairement  un  point  at,  ses  con- 
jugués a2  et  a3  dans  les  deux  premières  involutions  composantes  seront 
à  l'infini,  et  son  conjugué  at,  dans  la  troisième,  se  trouvera  de  l'autre 
côté  de  e'"  et  à  la  même  distance.  En  résumé,  chaque  groupe  comprend 
deux-  points  à  l'infini,  et  deux  autres  réels  ou  imaginaires  dont  le  mi- 
lieu este'".  Le  centre  G  des  moyennes  distances  est  fixe  à  l'infini. 

20.  Cas  où  deux  des  centra  d'inversion  coïncident  et  où  le  troisième 
est  à  l'infini.  —  Prenons  arbitrairement  les  abscisses  .r,  et  x2  de  deux 
points  d'un  groupe,  et  déterminons  les  abscisses  x3  et  xA  des  deux  au- 
tres par  les  relations 


x . 


x„ 


X., 


X  -> 


Les  équations  (i)  donnent 


>.'"  =   30 
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Nous  voyons  que  quand  deux  des  centres  d'inversion  coïncident,  et 
que  le  troisième  est  à  l'infini,  on  peut  composer  un  groupe  en  associant 
à  deux  points  choisis  arbitrairement  ceux  qui  leur  sont  symétriques 
par  rapport  au  centre  d'inversion  double.  Dans  ce  cas,  il  n'j  .1  plus 
d'involution. 

Propriétés  d'un  groupe  de  points  figuratifs 

2i  Soient  a{,  a2,  a3,  a,,  quatre  points  d'un  groupe  d'une  involution 
spéciale  et  x,,  x2,  x3,  x,t  leurs  abscisses.  Si  les  deux  premiers  sont 
imaginaires  conjugués,  et  les  deux  derniers  également  imaginaires 
conjugués,  les  coordonnées  de  leurs  points  figuratifs  seront 


On  a  immédiatement 

x'2  -h  y'2  =  x,  x2,     x"2  4- y"2  —  x3  x„. 

Je  place  l'origine  au  point  central  O'  de  l'involution  composante 
dans  laquelle  a,  et  <72,  aî  et  a,,  sont  deux  couples  de  points  conjugués. 
Les  quantités  .r,  x2  et  x3  x,,  sont  alors  égales  entre  elles  et  au  carré 
du  rayon  du  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment  e'f  compris  entre 
les  points  doubles  de  l'involution  composante  dont  le  point  central 
est  O'.  Les  quatre  points  figuratifs  se  trouvent  donc  sur  ce  cercle,  ainsi 
que  nous  l'avons  reconnu  au  n°  15,  3°. 

22.  La  droite  cpii  passe  par  les  deux  points  [x\  y')  et  (x",  y")  ren- 
contre l'axe  O'O'O"  en  un  point  dont  l'abscisse  est 

x'r"  —y'x" 
x  =  -^-7, — 'Lr—  • 

y  —y 

En  portant  dans  cette  expression  les  valeurs  ci-dessus  de  x',  y',  x" 
et  j  ",  on  trouve,  suivant  qu'on  adopte  pour  y'  ety"  des  signes  diffé- 
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rents  ou  le  même  signe, 


x  = 


r,  -,  —  xtx, 

X  i     +-  J*3  X i  X \ 


Xi    Xi    JL  2  X -i 


X,  -+-  J",  —  Xi 


Ces  abscisses  déterminent  les  points  O"  el  O'"  (n°  1).  Ainsi  les  droites 
y.K  <xÂ  et  <z2  a:,  [,/ig.  i)  se  croisent  en  O"  ;  les  droites  a,  <z3  et  a2  a4  se 
rencontrent  en  O". 

23.  Les  trois  cercles  e'J',  e"f"  el  e"y"  étant  rectangulaires  (n°  15), 
deux  points  de  l'un  d'eux  situés  sur  une  droite  passant  par  le  centre 
d'un  des  deux  autres  sont  réciproques  par  rapport  à  ce  dernier,  En 
conséquence,  et  d'après  la  proposition  du  numéro  précédent,  les  points 
a,,  a,,  a8,  a^  {fig-  >)  sont  deux  à  deux  réciproques  par  rapport  aux 
cercles  e"f"  et  ë"f",  de  telle  sorte  que  l'on  a 


0"a,0"a,  =  0*e"  =  —  0"e" 


a..(J  r/..,  =  O  e 


2i.  On  peut  résumer  comme  il  suit  les  propositions  établies  dans 
ce  paragraphe. 

Dans  une  involution  spéciale  du  quatrième  ordre,  lorsque  les  points 
d'un  groupe  deviennent  imaginaires  }  leurs  points  figuratifs  sont  sur 
le  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment  compris  entre  les  points  doubles 
de  V involution  composante  à  laquelle  appartiennent  les  deux  couples  de 
points  conjugués  imaginaires  qui  constituent  le  groupe.  Ces  points  figu- 
ratifs sont  réciproques  deux  à  deux  par  rapport  aux  cercles  qui  ont 
respectivement  pour  diamètre  les  segments  compris  entre  les  points 
doubles  des  deux  autres  involutions  composantes. 

J'appellerai  ces  cercles  cercles  d'inversion. 

On  conclut  île  ce  qui  précède  et  par  les  propriétés  des  quadrilatères, 
que  les  deux  points  de  l'axe  sur  lesquels  se  projettent  les  quatre  points 
d'un  groupe  appartenant  au  cercle  d'inversion  O',  sont  conjugués  har- 
moniques des  points  O"  et  O"'.  Cette  proposition  peut  être  déduite 
immédiatement  du  théorème  du  n°  9. 
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J'appellerai  involution  spéciale  complète  l'involution  spéciale  dans 
laquelle  on  considère,  outre  les  points  réels,  les  points  figuratifs  des 
points  imaginaires  des  groupes,  pour  toutes  les  positions  du  centre  des 
moyennes  distances. 

Le  groupe  oc,,  a2,  <x3,  ak  (Jig.  i)  appartient  à  l'involution  spéciali 
complète  déterminée  par  les  centres  d'inversion  O',  O",  O'". 

application  de  l'involution  spéciale  à  la  résolution  de  l'équation 

du  quatrième  degré. 

2o.  Les  formules  relatives  à  l'involution  spéciale  peuvent  servir  à 
résoudre  l'équation  générale  du  quatrième  degré  :  il  suffit  de  consi- 
dérer cette  équation  comme  représentant  un  groupe  de  quatre  points. 
En  choisissant  une  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  qui 
fait  connaître  les  abscisses  des  centres  d'inversion,  on  détermine  celle 
des  involutions  composantes  à  laquelle  on  veut  rapporter  les  points  d\\ 
groupe;  ils  y  forment  deux  couples  conjugués  et  dépendent  par  con- 
séquent de  deux  équations  du  second  degré  dont  les  coefficients  sont 
faciles  à  déterminer. 

Les  formules  sont  simples  quand  on  a  eu  le  soin  de  faire  disparaître 
le  second  terme  de  l'équation.  Je  les  ai  données  dès  le  commencement 
de  ce  travail,  au  n°  2. 

Les  calculs  auxquels  on  est  conduit  sont  analogues  à  ceux  des  mé- 
thodes adoptées  pour  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré; 
mais  les  équations  ont  une  signification  géométrique  bien  déterminée, 
et  les  singularités  qu'elles  présenteraient  dans  diverses  questions  pour- 
raient indiquer  des  théorèmes  intéressants. 

26.  Il  est  facile  d'appliquer  à  l'équation  du  quatrième  degré  les 
résultats  géométriques  que  j'ai  obtenus  dans  le  paragraphe  précédent. 
Les  énoncés  qui  suivent  s'appliquent  à  l'équation  (2)  dont  le  second 
terme  est  nul,  et  à  la  résolvante  (3). 

Quand  les  racines  de  la  résolvante  sont  réelles  et  distinctes,  suivant 
quelles  ont  ou  quelles  n'ont  pas  toutes  les  trois  le  même  signe,  les 
racines  de  la  proposée  sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires,  et  d'ail- 
leurs inégales  (n°  15). 
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Lorsque  deux  indues  de  la  résolvante  sont  imàginaites,  deux  des 
moitiés  de  la  proposée   sotit   imaginaires  et   les   deux  autres  réelles 

,,-  16  . 

Quand  la  résolvante  a  une  racine  double .  cette  même  racine  est 
double  dans  la  proposée;  les  deux  autres  racines  de  In  proposée  sont 
réelles  ou  imaginaires,  suivant  que  la  racine  simple  de  la  résolvante  est 
ou  non  de  même  signe  que  la  racine  double  (n°  17  j. 

Si  la  résolvante  a  une  racine  triple,  la  proposée  possède  cette  même 
racine  triple  (n°  18). 

Lorsque  le  coefficient  s  est  nul,  deux  des  racines  de  la  résolvante 
sont  nulles  et  la  troisième  infinie.  Les  formules  deviennent  illusoires, 
mais  l'équation  proposée  ne  contenant  l'inconnue  qu'à  des  puissances 
paires,  sa  résolution  ne  présente  aucune  difficulté. 

27.  On  peut  modifier  l'équation  (4)  de  manière  à  avoir  les  racines 
de  la  proposée  en  fonction  des  abscisses  des  trois  centres  d'inversion. 
En  vertu  de  l'équation  (3),  j'ai 

.v  =  8X'X"r,   q  =  -  2  (//r  +  rr  -+-  rv). 

Je  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (4\  et,  résolvant,  je  trouve 


(m  x  =  v >." >."  ± s/y ( x"  +  x'" )  -  2 x' v'X" r . 

Les  deux  points  que  l'on  obtient  en  donnant  successivement  les 
deux  signes  au  grand  radical  et  un  seul  au  petit  sont  conjugués  dans 
l'involution  dont  le  point  central  a  pour  abscisse  X'. 

Cette  formule  nous  sera  utile. 


§  IL     -  Involutjon  sur  un  cercle. 

28.  On  reporte  sur  une  conique  une  involution  rectiligne  en  prenant 
pour  projetantes  des  droites  qui  divergent  d'un  point  de  cette  courbe. 
Quand  la  conique  est  un  cercle,  on  peut  représenter  l'involution  par 
une  équation  analogue  à  l'équation  générale  des  involutions  reclilignes, 
mais  dans  laquelle  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  au  centre  rem- 
place l'abscisse  inconnue. 
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Les  involutions  circulaires  sont  utiles  dans  diverses  questions,  no- 
tamment dans  celles  où  l'on  est  conduit  à  transformer  par  rayons  sec- 
teurs réciproques  une  figure  sur  laquelle  se  trouve  une  iuvolution 
recti  ligne. 

Iuvolution  quadratique  circulaire. 

'2i).   On  obtient  avec  la  plus  grande  facilité  les  résultats  suivants  : 

i°  Dans  une  involution  quadratique  circulaire,  les  points  conjugues 
sont  situés  sur  des  droites  qui  divergent  d'un  point  fixe  P.  J'appellerai 
ces  lignes  rayons  d' involution.  Les  points  doubles  sont  ceux  où  la 
tangente  du  cercle  est  un  rayon  d' involution.  Le  produit  des  distances 
de  P  à  deux  points  conjugués  est  constant,  et  par  suite  le  point  P  est 
un  centre  d'inversion. 

20  Une  série  de  cercles  passant  par  deux  points  Me(N  déterminent 
sur  un  cercle  fixe  une  involution  quadratique.  Le  centre  d'inversion  P 
est  sur  la  droite  M  N . 

3°  Si  l'on  transforme  (*)  un  cercle  C  portant  une  involution  qua- 
dratique, on  obtient  un  cercle  C,  ayant  une  involution  du  même  genre. 
Les  centres  d'inversion  V  et  P,  sont  en  ligne  droite  avec  le  pôle  Q  d< 
la  transformation. 

Involution  quadratique  circulaire  complète. 

50.  On  peut  facilement  déterminer  les  points  figuratifs  des  points 
conjugués  imaginaires  dans  une  involution  quadratique  circulaire. 

Soit  C  le  cercle  qui  porte  l'involution,  P  son  centre,  R  la  longueui 
de  son  rayon,  P'  le  point  de  convergence,  e  et  /  les  points  doubles. 
La  droite  menée  par  P'  et  faisant  avec  P'P  un  angle  w  coupe  le  cercle 
en  deux  points  conjugués  a,  et  a2.  On  a 

P'rt,  =  P'P  cos  w  ±v/R2  —  FP  sm2  w. 

Si  le  rayon  d'involution  déterminé   par  l'azimut  '»  ne  coupe  pas   le 
cercle  C,  la  quantité  soumise  au  radical  est  négative.  Je  porte  alors  la 

(*)  Toutes  les  transformations  dont  il  est  ici  question  sont  par  ra\  or/s  vecteurs  réci- 
p  roques. 
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longueur  donnée  par  ce  radical  sur  la  droite  TF  perpendiculaire  au 
rayon  d'involution  et  passant  par  le  milieu  rtt2  du  segment  imagi- 
naire a,  a,.  La  ligne  H  fait  avec  PP'  un  angle  complémentaire  de  u>. 
Appelant  a,  et  u,  les  points  figuratifs  des  conjugués  imaginaires  a,  et  a.,, 


on  a 


P«t  =  PP'sinw  ±VPP'îsin2co  -  R:. 


Cette  équation  montre  que  le  lieu  des  points  a,  est  un  cercle  C  qui  a 
son  centre  en  P',  et  qui  coupe  orthogonalement  le  cercle  C  aux 
points  e  et  f   La  droite  a,  «2  passe  par  le  point  P. 

Quand  (feux  cercles  se  coupent  à  angle  droit,  les  involutions  qua- 
dratiques déterminées  sur  eux  par  les  rayons  issus  réciproquement  de 
leurs  centres  sont  tel/es,  que  dans  chacune  d'elles  les  points  conjugués 
réels  sont  figuratifs  des  points  conjugués  imaginaires  de  l'autre.  Les 
deux  insolations  ont  les  mêmes  points  doubles.  Je  dirai  qu'elles  sont 
complémentaires  figuratives ,  et  qu'elles  forment  une  involution  qua- 
dratique circulaire  romplète. 

51.  La  transformation  des  cercles  C  et  C  donne  deux  autres  cercles 
rectangulaires  C,  et  C,  ;  les  couples  de  points  des  invalidions  formées 
sur  chacun  d'eux  par  les  rayons  divergeant  du  centre  de  l'autre  cor- 
respondent aux  couples  de  points  des  involutions  des  premiers  cercles. 

Si  le  pôle  de  transformation  était  sur  C,  le  cercle  réciproque  C,  se 
réduirait  h  une  droite  portant  une  involution  quadratique ,  et  C,  serait 
un  cercle  ayant  pour  diamètre  le  segment  compris  entre  les  points 
doubles . 

Involution  circulaire  spéciale  du  quatrième  ordre. 

32.  Quatre  points  sur  un  cercle  peuvent  être  considérés  comme  les 
sommets  d'un  quadrilatère  :  je  dirai  que  les  points  de  rencontre  des 
côtés  opposés  et  des  diagonales  de  ce  quadrilatère,  sont  les  trois  centres 
d'inversion  relatifs  au  groupe  des  quatre  points  donnés. 

i°  En  général,  dans  une  involution  circulaire  du  quatrième  ordre 
les  centres  d'inversion  varient  pour  les  différents  groupes;  mais  si 
deux  groupes  ont  les  mêmes  centres  d'invasion,  ces  points  sont  les 
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centres  d'inversion  pour  tous  les  groupes,  et  Vinvolution  comprend  tous 
les  groupes  dont  ces  points  sont  les  centres  d'inversion. 

J'appellerai  cette  iiivolution  circulaire .  spéciale ;  les  trois  involu- 
tions  quadratiques  qui  correspondent  aux  centres  d'inversion  seront 
les  involutions  composantes. 

20  Les  trois  centres  d'inversion  d'une  involution  circulaire  spé- 
ciale sont  les  sommets  dun  triangle  conjugué  au  cercle  qui  porte  Vin- 
volution. 

3°  Dans  une  involution  circulaire  spéciale,  il  existe  trois  groupes 
composés  chacun  de  deux  points  doubles.  Réciproquement,  quant  les 
six  points  doubles  que  possède  une  involution  circulaire  du  quatrième 
ordre  sont  répartis  deux  à  deux  en  trois  groupes,  Vinvolution  est  du 
genre  de  celles  que  j'appelle  spéciales. 

4°  Les  droites  dirigées  d'un  point  quelconque  du  cercle  aux  points 
doubles  de  deux  des  involutions  composantes,  forment  un  faisceau 
harmonique. 

5°  Une  involution  circulaire  spéciale  est  déterminée  sur  un  cercle  par 
ses  trois  centres  d'inversion  P',  P",  P'"  qui  doivent  être  trois  points  con- 
jugués. 

Les  trois  points  «?,  a3,  ak  qui  j  or  ment  un  groupe  avec  un  point 
donné  a,  sont  les  intersections  du  cercle  avec  les  droites  Va,,  P'Vz, 
et  P'"a,.  Quand  les  centres  d'inversion  et  le  point  choisi  a ,  sont  réels, 
les  quatre  points  du  groupe  sont  réels,  mais  si  deux  centres  d'inversion 
étaient  imaginaires,  deux  des  quatre  points  du  groupe  seraient  égale- 
ment imaginaires. 

55.  J'appelle  rayons  d' involution  conjugués  les  deux  rayons  d'une 
involution  composante  qui  déterminent  les  quatre  points  d'un  même 
groupe. 

Deux  rayons  d'involution  conjugués  issus  du  point  P'  coupent  har- 
moniquement  le  segment  P"P".  D'après  cela,  on  obtient  une  involution 
circulaire  spéciale  en  coupant  un  cercle  par  deux  faisceaux  de  droites 
en  involution  quadratique,  sous  la  seule  condition  que  les  rayons  dou- 
bles soient  conjugués  par  rapport  au  cercle. 

Tome  XIV  (2e  série).  -  Janvier  1869.  5 
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On  déduit  de  là  que  quand  les  trois  points  P',  P",  P"  sont  réels,  tout 
groupe  est  composé  de  quatre  points  réels  ou  de  quatre  points  imagi- 
naires, ce  qui  est  conforme  à  la  proposition  5°  du  numéro  pré- 
c  édent. 

Quand  les  points  P"  el  P'"  sont  imaginaires,  si  un  rayon  issu  de  P' 
coupe  le  cercle,  le  rayon  qui  lui  est  conjugué  dans  l'involution  com- 
posante ne  le  rencontre  pas,  et  réciproquement.  Chaque  groupe,  est 
(dors  composé  de  deux  points  réels  et  de  deux  points  imaginaires. 

34.  Deux  centres  d'inversion  P'  et  P"  peuvent  coïncider  en  un 
point  P2  du  cercle;  le  troisième  point  P'"  est  alors  sur  la  tangente  en  P2. 
L'involution  spéciale  est  formée  de  l'involution  composante  P",  à  cha- 
cun des  points  de  laquelle  le  point  P„  est  ajouté  deux  jois. 

Lorsque  le  point  P'"  se  réunit  à  P2,  chaque  groupe  se  compose  d'un 
point  du  i  ercle  et  de  trois  j'ois  le  point  P2. 

Involution  spéciale  circulaire  complète. 

35.  Soi!  un  cercle  C  ayant  son  centre  en  un  point  P,  et  portant  une 
involution  spéciale  dont  les  centres  d'inversion  sont  P',  P",  P";  j'ap- 
pelle C,  C",  C"  les  cercles  qui  ont  respectivement  pour  centre  ces 
trois  points,  el  qui  coupent  orthogonalement  C.  La  droite  P"P"  est  la 
sécante  commune  de  C  et  de  C;  les  cercles  G"  et  C"  ayant  leurs  cen- 
tres sur  cette  droite,  et  coupant  C  à  angle  droit,  sont  également  ortho- 
gonaux à  C. 

La  droite  P"P"'  est  la  polaire  P'  dans  le  cercle  C  et  de  P  clans  le  cer- 
cle C. 

Il  résulte  de  ces  observations,  que  chacun  des  cercles  C,  C,  C",  C" 
coupe  les  autres  à  angle  droit,  et  que  les  centres  de  trois  d'entre  eux 
sont  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  au  quatrième. 

La  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  cercles  est  perpendiculaire  à 
celle  qui  passe  par  les  centres  des  deux  autres. 

Les  quatre  cercles  jouissent  les  uns  par  rapport  aux  autres  de  pro- 
priétés symétriques. 

•"»(».   Si  nous  considérons  l'involution  sur  C  comme  produite  par  des 
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rayons  divergeant  du  point  P'  (n°  .">.">),  nous  aurons  les  points  figuratifs 
des  points  imaginaires,  en  prenant  l'intersection  de  C avec  un  fais- 
ceau ayant  son  centre  en  P,  et  dont  les  rayons  seront  respectivement 
perpendiculaires  aux  rayons  d'involution  divergeant  de  P'(n°30). 
On  obtient  ainsi  une  involntion  spéciale  sur  C. 

Les  rayons  doubles  du  faisceau  P  sont  les  droites  PP"  et  PP"  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  rayons  doubles  P'P'"  et  P'P*  du  fais- 
ceau P'.  Comme  d'ailleurs  P"et  P'"  se  trouvent  sur  la  polaire  de  P'  par 
rapport  au  cercle  C,  nous  voyons  que  ces  points  sont,  avec  P,  les 
centres  d'inversion  de  l'involution  figurative  complémentaire  sur  le 
cercle  P'. 

Si  l'on  considère  l'involution  sur  C  comme  obtenue  par  un  faisceau 
ayant  son  centre  en  P",  on  aura  sur  C"  une  involution  spéciale  com- 
plémentaire ayant  pour  centres  d'inversion  P,  P',  P'". 

En  résumé,  nous  avons  sur  chaque  cercle  une  involution  spéciale 
dont  les  centres  d'inversion  sont  les  centres  des  autres  cercles.  Deux 
quelconques  de  ces  involutions  peuvent  être  regardées  comme  com- 
plémentaires figuratives. 

J'appellerai  involution  spéciale  circulaire  complète,  l'ensemble  de 
quatre  involutions  de  ce  genre  sur  quatre  cercles  orthogonaux. 

57.  Une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  ne  fait  pas 
perdre  ses  propriétés  au  système  que  je  viens  de  décrire,  car  des  cer- 
cles orthogonaux  sont  changés  en  cercles  orthogonaux. 

Si  le  pôle  de  transformation  est  sur  un  des  cercles,  on  obtient  trois 
cercles  qui  se  coupent  à  angle  droit,  et  dont  les  centres  sont  sur  une 
ligne  droite  qui  remplace  le  quatrième  cercle.  C'est  le  système  que  j'ai 
étudié  dans  le  premier  paragraphe.  Les  différents  groupes  de  l'involu- 
tion sur  la  droite  ne  peuvent  pas  être  donnés  par  les  rayons  conjugués 
de  l'un  quelconque  des  trois  faisceaux.  Je  les  ai  déterminés  par  la  po- 
sition du  centre  de  leurs  moyennes  distances,  ce  qui  introduit  quel- 
ques différences. 

Quand  !e  pôle  de  transformation  esta  l'intersection  de  deux  cercles, 
on  obtient  deux  droites  rectangulaires  et  deux  cercles  dont  les  centres 
coïncident  au  point  de  rencontre  de  ces  lignes.  Les  carrés  des  rayons  des 
cercles  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

5.. 
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§  III.  —  Groupes  de  points  réciproques  sur  un  plan. 

58.  Revenons  au  cas  où  l'on  a  sur  une  droite  une  involution  spé- 
ciale du  quatrième  ordre  avec  ses  trois  cercles  d'inversion  dont  les 
centres  sont  O',  O"  et  0"'(n°2i).  Je  prends  arbitrairement  un  point  M,, 
et  je  détermine  d'abord  ses  réciproques  M,,  M,,  M4  par  rapport  aux 
trois  cercles,  puis  les  symétriques  M',,  M'2,  M'3,  M'4  des  quatre  premiers 
points  par  rapport  à  l'axe  0'0"0'".  Les  huit  points  ainsi  obtenus  sont 
réciproques  deux  à  deux  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cercles. 
Si  l'on  considère  le  cercle  O',  les  couples  de  points  réciproques  sont 

M,  et  M,,      M',  et  M'2,     M3  et  M'4,     M'3  et  M4. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  d  suffit  de  vérifier  que  les  points  M, 
et  M'4,  sont  réciproques  par  rapport  au  cercle  O'. 

Je  choisis  pour  axes  la  droite  0'0"0"'  et  sa  perpendiculaire  en  O'. 
J'appelle  X"  et  ).'"  les  abscisses  des  points  O"  et  O".  Je  désigne  par  x,  et 
j,  les  coordonnées  du  point  M,  ;  celles  des  points  M', ,  M2,  etc.,  seront 

x\  et  y' ii  xi  et^2i  etc. 
On  obtient  sans  difficulté 

y-  _  y,  (■»•■-  vu*.  ->■'")+■>-;     „  _  y, 


„•  _  v„(.'-,-r)(-'-,- V" )+j;        .  _*.     (>•'"      ").y, 


[*>-*")'  + y'  "  (■>;->'■')<+ y] 

Ces  expressions  donnent  immédiatement 


fî  —  1 
y i  ~~  y, 


Nous  voyons  que  les  points  M3,  M'4  et  O'  sont  en  ligne  droite.  Pour 
que  les  deux  premiers  soient  réciproques  par  rapport  au  cercle  O',  il 
faut  de  plus  qu'on  ait 


car  les  points  O"  et  O'"  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  d'inver- 
sion O'  (n°  6).  Or  cette  équation  se  réduit  à  une  identité,  quand  on 
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y  porte  les  valeurs  ci-dessus  de  j:3,  ji:1,  x\  elj~\.  Le  théorème  énoncé 
est  donc  démontré. 

Tout  cercle  mené  par  le  point  M,  et  normal  au  cercle  O'  passe  par 
M2.  Réciproquement,  tout  cercle  passant  par  M,  et  M.,  est  normal  au 
cercle  O'. 

Lorsque  le  point  primitif  M,  est  sur  la  droite  O'0"0'"ou  sur  un  des 
trois  cercles,  les  points  se  confondent  deux  à  deux,  et  on  obtient  un 
groupe  de  quatre  points  du  genre  de  ceux  qui  ont  été  étudiés  dans  le 
premier  paragraphe. 

59.  Quand  on  a  deux  courbes  réciproques  par  rapport  à  un  cercle, 
si  l'on  transforme  tout  le  système,  on  obtient  deux  nouvelles  courbes 
réciproques  par  rapport  au  cercle  transformé.  Il  suit  de  là  que  le  théo- 
rème du  n°  58  peut  être  étendu  au  cas  d'une  involution  spéciale  circu- 
laire complète,  et  qu'on  peut  sur  le  plan  d'une  involution  de  ce  genre 
déterminer  des  groupes  de  huit  points  réciproques  deux  à  deux  par 
rapport  aux  quatre  cercles. 

SECONDE   PARTIE. 

QUELQUES  THÉORÈMES   GÉNÉRAUX    SUR   LES   ANALLAGMATIQUES. 

Définition  et  génération  des  anallagmatiques . 

M).  Adoptant  une  expresssion  introduite  par  M.  Moutard,  je  dirai 
qu'une  courbe  plane  est  anallagmatique  quand  elle  est  sa  propre 
transformée  par  rapport  à  un  certain  cercle  d'inversion. 

Toute  anallagmatique  est  l'enveloppe  d'un  cercle  orthogonal  a  un 
cercle  fixe  (qui  est  précisément  le  cercle  d'inversion),  dont  le  ravon 
est  variable  et  dont  le  centre  parcourt  une  courbe  donnée.  J'appellerai 
cette  ligne  courbe  déférente  eu  égard  à  l'analogie  qu'elle  présente  avec 
les  cercles  déférents  de  l'ancienne  astronomie. 

Soient  IT  une  tangente  de  la  courbe  déférente,  et  I  son  point  de  con- 
tact :  la  perpendiculaire  OR  abaissée  du  centre  O  du  cercle  d'inversion 
sur  la  droite  IT  passe  par  les  deux  points  x  et  x'  où  le  cercle  enveloppé 
qui  a  son  centre  en  I  touche  l'anallagmatique. 

Les  points  réciproques  x  et  x'  sont  conjugués  harmoniques  de  ceux 
où  la  droite  OK.  rencontre  le  cercle  d'inversion,  et  le  segment  xx'  a  son 
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milieu  K.  sur  la  tangente  1T.  Les  points  x  et  x'  sont  par  suite  indépen- 
dants de  la  position  du  point  de  contact  I  sur  la  tangente  IT;  ils  sont 
imaginaires  ou  réels  suivant  que  la  tangente  IT  coupe  le  cercle  d'inver- 
sion ou  ne  le  rencontre  pas. 

Une  sécante  menée  par  le  point  O  coupe  l'anallagmatique  en  des 
couples  de  points  réciproques.  Les  perpendiculaires  élevées  à  la  sé- 
cante par  les  milieux  des  segments  compris  entre  les  points  d'un  même 
couple,  sont  tangentes  à  la  déférente. 

Cercles  enveloppes  dans  une  anallagmatique  considères  comme  formant 

un  système  de  coniques. 

Il .  Les  cercles  qui  ont  pour  enveloppe  une  anallagmatique  forment 
un  système  de  coniques  dont  il  nous  sera  utile  d'avoir  les  caractéris- 
tiques \j.  et  v. 

J'appelle  n  et  m  l'ordre  et  la  classe  de  la  courbe  déférente. 

Les  cercles  du  système  qui  passent  par  un  point  M,  du  plan  se  croi- 
sent aussi  au  point  réciproque  M2  ;  les  centres  de  ces  cercles  sont  les  n 
intersections  de  la  déférente  avec  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
M,  M2  par  son  milieu.  On  voit  ainsi  que  la  caractéristique  p  est  égale 
à  n  ;  en  d'autres  termes,  le  nombre,  des  cercles  du  système  qui  passent 
par  un  point  du  plan  est  égal  à  V ordre  de  la  déférente. 

42.  Les  coniques  exceptionnelles  sont  ici  les  cercles  dont  le  rayon 
est  nul  ou  infini. 

Les  in  intersections  de  la  déférente  avec  le  cercle  d'inversion  don- 
nent les  cercles  qui  ont  un  rayon  nul.  Chacun  d'eux  doit  être  considéré 
comme  l'intersection  de  deux  droites  dirigées  vers  les  points  circu- 
laires à  l'infini. 

La  déférente  possède  n  points  à  l'infini.  A  chacun  d'eux  correspond 
un  cercle  d'un  rayon  infini,  c'est-à-dire  l'ensemble  de  deux  droites 
dont  une  est  à  l'infini. 

Le  système  comprend  donc  ?>n  coniques  décomposées  en  deux 
droites,  et  ne  contient  aucune  conique  infiniment  aplatie.  Nous  avons 
en  conséquence  d'après  les  formules  de  M.  Chasles 

zp.  —  v  —  o,      2V  —  a  =  3/i. 
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ju.  étant  égal  à  n  (n"  41  ),  ces  relations  donnent  tontes  les  deux  pour  v 
la  valeur  2/i.  Le  nombre  dos  cercles  du  sj  stème  </ui  louchent  une  droite 
quelconque  est  donc  égal  au  double  de  l'ordre  de  la  déférente. 

D'après  un  théorème  de  M.  Chasles,  l'ordre  de  la  courbe  lieu  des 
centres  des  coniques  d'un  système  est  égal  à  la  caractérisque  v;  mais 
il  fout  remarquer  qu'ici  nous  avons  //  coniques  composées  de  deux 
droites  dont  une  à  l'infini,  et  que  dans  chacune  d'elles,  tout  point  à 
l'infini  peut  être  considéré  comme  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  c'est- 
à-dire  comme  un  centre.  Le  lieu  des  centres  comprend  ainsi,  outre  la 
déférente,  n  fois  la  ligne  de  l'infini,  et  par  suite  l'ordre  de  ce  lieu  est  -in 
ou  v. 

43.  Chaque  cercle  d'un  rayon  infini  est  une  droite  passant  par  le 
centre  du  cercle  d'inversion  et  perpendiculaire  à  une  asymptote  de 
la  déférente;  comme  d'ailleurs  tous  les  cercles  du  système  touchent 
l'enveloppe  en  deux  points,  on  voit  que  n  tangentes  doubles  de  l'anal- 
lagmatique  se  croisent  au  centre  du  cercle  d'inversion,  et  sont  respecti- 
vement perpemliculaires  aux  asymptotes  de  la  déférente. 

J'examinerai  plus  loin  le  cas  où  cette  courbe  a  des  brandies  para- 
boliques. 

Ordre  de  l'anallagmatique. 

44.  Une  droite  menée  par  le  centre  O  du  cercle  d'inversion  rencontre 
l'anallagmatique  en  autant  de  couples  de  points  que  la  déférente  a  de 
tangentes  qui  lui  sont  perpendiculaires  (n°  40).  L'ordre  de  Vanallag- 
matique  est  donc  double  de  la  classe  de  la  courbe  déférente. 

On  arrive  au  même  résultat  en  considérant  une  droite  quelconque  Y) 
du  plan  de  l'anallagmatique.  Par  un  point  x  de  D  je  fais  passer  un 
cercle  du  système  :  la  droite  qui  contient  les  deux  points  où  ce  cercle 
touche  l'anallagmatique  coupe  1)  en  un  point  u  A  un  point  x  corres- 
pondent n  points  u  (n°  41  ). 

Je  joins  au  centre  O  du  cercle  d'inversion  un  pointu  pris  arbitraire- 
ment suri);  la  courbe  déférente  a  m  tangentes  perpendiculaires  à  Ou  : 
soit  I  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles;  le  cercle  enveloppé  qui  a  son 
centre  en  I  coupe  D  en  deux  points  x.  A  un  point  u  correspondent 
2in  points  x. 

Les  coïncidences  sont  au  nombre  de  (n  -+-  2/h);  il  y   en   a  une  sur 
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chacune  des  n  tangentes  doubles  qui  passent  par  le  point  O.  Les  im 
autres  déterminent  les  points  de  l'anallagmatique  sur  la  droite  D. 

i.*>.  Quand  la  courbe  déférente  a  une  branche  parabolique,  deux 
cercles  consécutifs  se  décomposent  chacun  eu  deux  droites,  une  pas- 
sant par  le  centre  du  cercle  d'inversion,  et  l'autre  à  l'infini.  Il  résulte 
de  là  que  l'anallagmatique  passe  par  le  centre  du  cercle  d'inversion 
et  que  la  droite  de  l'infini  fait  partie  de  l'enveloppe  dont  l'ordre  a  été 
déterminé  au  numéro  précédent. 

Chaque  branche  parabolique  de  la  déférente  abaisse  dune  unité 
l'ordre  de  l 'anallagmatique,  et  détermine  dans  cette  courbe  une  branche 
passant  par  le  centre  du  cercle  d'inversion. 

Si  la  déférente  avait  une.  branche  parabolique  avec  inflexion  à  l'in- 
fini, l'ordre  de  l'anallagmatique  serait  abaissé  de  deux  unités,  et.  cette 
courbe  aurait  au  centre  du  cercle  d' inversion  un  point  double  formé  par 
la  superposition  de  deux  points  consécutifs,  c'est-à-dire  un  point  de 
rebroussement. 

M  D'après  ce  qui  précède,  quand  la  déférente  est  une  conique, 
l'anallagmatique  est,  en  général,  du  quatrième  ordre,  mais  elle  s'abais- 
serait au  troisième  ordre  si  la  déférente  était  une  parabole. 

Il  y  a  une  seconde  anallagmatique  du  quatrième  ordre;  elle  a  pour 
déférente  une  courbe  de  la  troisième  classe,  ayant  une  branche  para- 
bolique avec  inflexion  à  l'infini. 

Foyers  de  l'anallagmatique. 

47.  Adoptant  la  définition  de  Plùcker,  j'appelle  foyers  d'une 
courbe  les  intersections  mutuelles  des  tangentes  qui  lui  sont  menées 
des  points  circulaires  à  l'infini,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  centres 
des  cercles  de  rayon  nul  qui  ont  un  double  contact  avec  la  courbe. 
Les  a  n  intersections  de  la  déférente  avec  le  cercle  d'inversion  sont  donc 
des  foyers  de  l'anallagmatique  (n°  42). 

En  prenant  les  intersections  mutuelles  des  droites  qui  passent  par 
les  foyers  situés  sur  le  cercle  d'inversion  et  par  les  points  circulaires 
à  l'infini,  on  obtient  de  nouveaux  foyers.  Ceux-ci  sont  deux  à  deux 
réciproques  par  rapport  au  cercle  d'inversion. 
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Pour  établir  ce  théorème,  je  remarque  qu'en  choisissant  convena- 
blement les  axes,  on  peut  représenter  par  a  et  ±  \/R2  —  «2  'es  coor- 
données x  et  y  de  deux  foyers  situés  sur  le  cercle  d'inversion,  niais 
d'ailleurs  quelconques.  Les  quatre  droites  dirigées  de  ces  foyers  aux 
points  circulaires  sont  représentées  par  l'équation 


j±{x  -  a)  y'-  i  ±  y/R2  —  a*  —  o. 

Les  rencontres  des  couples  de  droites  non  parallèles  ont  une  ordonnée 
nulle  et  des  abscisses  x'  et  x"  dont  les  valeurs  sont 


x'  =  a  —  \/a2  —  Ra,     x"  =  a  -t-  Ja2  -  W  ; 
d'où 


x'x"  =  RJ. 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Je  donnerai  au  numéro  suivant  une  nouvelle  proposition  sur  les 
foyers  des  anallagmatiques. 

Points  multiples  des  anallagmatiques. 

48.  Supposons  que  l'on  ait  un  système  de  cercles  passant  Ions  par 
un  même  point  E;  de  ce  point  je  mène  une  tangente  au  lieu  des  centres 
des  cercles  :  les  deux  points  communs  au  lieu  et  à  la  tangente  sont  les 
centres  de  deux  cercles  consécutifs  qui  se  touchent  en  E.  Chacune  des 
tangentes  menées  par  le  point  E  au  lieu  des  centres  est  donc  normale 
en  ce  point  à  une  branche  de  l'enveloppe  des  cercles. 

Revenons  maintenant  à  l'anallagmatique,  et  appliquons  les  considé- 
rations qui  précèdent  aux  points  circulaires  à  l'infini  :  en  remarquant 
que  les  droites  dirigées  vers  ces  points  sont  perpendiculaires  à  elles- 
mêmes,  on  voit  que  les  points  circulaires  à  l'infini  appartiennent  à 
V  anallagmathpie,  et  y  ont  un  ordre  de  multiplicité  égal  à  la  classe  de 
la  déférente.  Les  tangentes  des  différentes  branches  en  un  de  ces  points 
coïncident  avec  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  déférente,  et 
par  suite  les  foyers  de  cette  dernière  courbe  sont  des  Joj  ers  quadruples 
de  la  première  [*]. 

[*]  M.  Laguerre  a  donné  ce  théorème  dans  le  cas  où  la  courbe  déférente  est  une 
conique. 

Tome  XIV  (?e  sihie'.  —  Février  1869.  U 
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Quand  la  déférente  a  des  branches  paraboliques,  des  droites  à  l'infini 
se  détachent,  et  l'ordre  de  multiplicité  des  points  circulaires  est  di- 
minua d'un  nombre  égal  d'unités. 

Si  la  courbe  déférente  passe  par  les  points  circulaires  à  l'infini, 
deux  des  tangentes  qui  lui  sont  menées  de  chacun  d'eux  coïncident; 
l'anallagmatique  a  par  conséquent,  en  ces  points,  des  points  doubles 
formés  par  la  superposition  de  deux  points  consécutifs,  c'est-à-dire 
des  points  de  rebroussement. 

M.  Laguerre  appelle  foyers  singuliers  d'une  courbe  passant  aux 
points  circulaires  à  l'infini,  les  intersections  mutuelles  des  tangentes 
de  la  courbe  en  ces  points.  J'adopterai  cette  expression. 

i9.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  «19,  le  cercle  d'inver- 
sion étant  donné,  on  peut  déterminer  deux  points  de  l'anallagmatique 
lorsqu'on  connaît  une  tangente  de  la  déférente.  Il  résulte  de  là  qu'A 
chaque  tangente  double  de  la  déférente  correspondent  sur  l'anallagma- 
tique ileux  points  doubles  réciproques  l'un  de  l'autre.  Ces  points  sont 
imaginaires  ou  réels  suivant  que  la  tangente  coupe  le  cercle  ou  ne  le 
rencontre  pas.  Quand  la  tangente  double  est  idéale  les  points  sont 
isolés. 

Si  une  tangente  double  de  la  déférente  touche  le  cercle  d'inversion, 
deux  branches  de  l'anallagmatique  passent  par  le  point  de  contact, 
l'une  et  l'autre  normales  au  cercle. 

50.  Supposons  qu'une  droite  touche  le  cercle  d'inversion  et  la  dé- 
férente en  des  points  B  et  C  :  le  cercle  enveloppé  dont  le  centre  est  C 
a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  l'anallagmatique  parce  que  ses 
deux  points  de  tangence  sont  réunis  en  B.  Le  point  B  est  donc  un 
sommet  sur  l'anallagmatique.  La  normale  de  cette  courbe  est  la  tan- 
gente BC  de  la  déférente. 

51.  Quand  la  déférente  touche  le  cercle  d'inversion  en  un  point  G, 
deux  tangentes  communes  sont  confondues  en  une  seule,  et  le  rayon 
du  cercle  enveloppé  a  une  longueur  nulle;  l'anallagmatique  possède 
par  conséquent  un  point  double  en  G.  Ce  point  serait  isolé,  si,  près 
de  lui,  la  déférente  était  dans  l'intérieur  du  cercle  d'inversion,  ou  si 
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les  courbures  de  la  déférente  et  du  cercle  étaient  de  sens  contraires. 
Quand  il  y  a  oscillation  entre  ces  lignes,  l'anallagmatique  possède  un 
point  de  rebroussenient. 

52.  Lorsque  la  déférente  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  lou- 
chant le  cercle  d'inversion  en  deux  points,  l'anallagmatique  est  une 
courbe  du  quatrième  ordre  ayant  des  points  doubles  aux  deux  points 
de  contact  et  aux  points  circulaires  à  l'infini,  c'est-à-dire  l'ensemble 
de  deux  cercles. 

On  obtient  encore  deux  cercles  en  prenant  pour  déférente  une 
conique  décomposée  en  deux  points.  Les  cercles  ont  respectivement 
leurs  centres  en  ces  points,  et  coupent  orthogonalement  le  cercle  d'in- 
version. 

En  général,  quand  la  déférente  est  un  être  géométrique  formé  d'une 
courbe  double  2  divisée  par  des  points  (voir  les  communications  faites 
par  M.  Chasles  à  l'Académie  des  Sciences  les  in  avril  et  27  mai  1867), 
l'anallagmatique  comprend  les  cercles  qui  ont  pour  centres  les  points 
de  division  et  qui  sont  orthogonaux  aux  cercles  d'inversion,  et,  en 
outre,  la  ligne  qui  correspond  à  la  courbe  2. 

Si  la  déférente  était  une  parabole  ayant  avec  le  cercle  d'inversion 
un  double  contact  réel  ou  idéal,  l'anallagmatique  serait  une  ligne  du 
troisième  ordre  ayant  deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  et 
passant  par  les  points  circulaires  à  l'infini,  c'est-à-dire  le  système  d'un 
cercle  et  d'une  droite. 

55.  On  a  quelquefois  à  considérer  des  anallagmatiques  pour  les- 
quelles le  cercle  d'inversion  a  un  rayon  nul.  Une  courbe  de  ce  genre 
est  l'enveloppe  de  cercles  qui  passent  par  un  point  fixe.  En  consé- 
quence, et  par  les  considérations  présentées  au  commencement  du 
n°48,  on  reconnaît  que  le  centre  d'inversion  est  sur  l'anallagmatique, 
et  qu'il  y  a  un  ordre  de  multiplicité  égal  à  la  classe  de  la  déférente.  Les 
tangentes  des  différentes  branches  de  l'anallagmatique,  au  centre  d'in- 
version, sont  respectivement  perpendiculaires  aux  tangentes  menées 
de  ce  point  à  la  déférente. 

Dans  ce  cas,  si  le  centre  d'inversion  est  sur  la  déférente,  l'anallag- 
matique a  un  rebroussenient. 

6.. 
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Le  rayon  du  cercle  d'inversion  étant  nul,  on  obtient  les  points  de 
l'anallagmatique  en  abaissant  du  centre  d'inversion  des  perpendicu- 
laires sur  les  tangentes  de  la  déférente,  et  prolongeant  chacune  d'elles 
d'une  longueur  égale  à  elle-même  (n°  10).  L'anallagmatique  est  alors 
la  podaire  d'une  courbe  homotbétique  à  la  déférente  et  de  dimensions 
doubles.  Le  centre  d'inversion  est  le  pôle  de  similitude  des  deux 
courbes. 

L'étude  que  nous  venons  de  faire  des  points  multiples  des  anallag- 
matiques,  bien  qu'incomplète,  nous  suffira  pour  la  discussion  des 
spiriques. 

Transformation  d'une  anallagmatiquc. 

5i.  Dans  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  les 
cercles  orthogonaux  sont  remplacés  par  d'autres  cercles  orthogonaux  ; 
il  en  résulte  que  la  transformée  d'une  anallagmatique  est  une  anal- 
lagmatique;  les  deux  cercles  d'inversion  sont  réciproques. 

Les  deux  systèmes  de  cercles  enveloppés  ont  les  mêmes  caractéris- 
tiques. 

lili.  Les  déférentes  août  des  courbes  de  même  ordre  (n°  41).  Elles 
se  correspondent  point  à  point.  Deux  points  homologues  sont  les  cen- 
tres de  deux  cercles  enveloppés  réciproques,  et  se  trouvent  par  con- 
séquent sur  une  droite  passant  par  le  pôle  û  de  la  transformation. 

Il  y  a  trois  cercles  d'inversion  à  considérer  :  ceux  qui  sont  propres 
aux  anallagmaliques,  et  celui  par  rapport  auquel  les  deux  anallagma- 
liques  sont  réciproques.  Ces  trois  cercles  se  coupent  en  deux  mêmes 
points  e  ety.  Tout  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite  <?/,  et  rencon- 
trant à  angle  droit  un  des  premiers,  sera  orthogonal  aux  deux  autres. 
Il  résulte  de  là  que  les  deux  déférentes  coupent  aux  mêmes  points 
l'axe  radical  des  trois  cercles.  Nous  voyons  que  les  deux  déférentes 
sont  homologiques;  le  centre  et  l'axe  d'homologie  sont  le  pôle  Û  de 
la  transformation  et  la  sécante  commune  des  cercles  d'inversion. 

Si  le  pôle  général  de  la  transformation  est  sur  le  Cercle  d'inversion  de 
la  première  figure,  le  cercle  d'inversion  de  la  seconde  devient  un  axe 
de  symétrie,  et  la  déférente  se  réduit  à  un  être  géométrique  composé 
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de  plusieurs  fois  cet  axe  et  de  points  placés  sur  lui.  Le  cercle  d'inver- 
sion et  la  déférente  étant  confondus  sur  une  droite  ne  suffisent  plus 
pour  déterminer  l'anallagmatique,  car  tout  cercle  dont  le  centre  esl 
sur  la  droite  pourrait  être  considéré  comme  appartenant  au  système 
des  cercles  enveloppés.  Dans  ce  cas  on  ne  doit  pas  chercher  à  appli- 
quer les  théorèmes  que  j'ai  exposés  plus  haut. 


Indications  sur  les  différents  genres  d'anallagmatiques. 

56.  Toute  courbe  ayant  un  axe  de  symétrie  est  une  anallagmatique 
dont  le  centre  d'inversion  se  trouve  à  l'infini.  Un  obtient,  en  la  trans- 
formant, une  anallagmatique  ordinaire. 

Certaines  courbes  ont  deux,  quatre,  huit,  etc.,  axes  de  symétrie  qui 
se  croisent  en  un  point;  leurs  transformées  sont  anallagmatiques  par 
rapport  à  deux,  quatre,  huit,  etc.,  cercles  passant  par  deux  mêmes 
points  et  comprenant  entre  eux  des  angles  égaux. 

La  sinusoïde  et  diverses  autres  courbes  transcendantes  ont  une  infi- 
nité d'axes  de  symétrie  parallèles  entre  eux;  leurs  transformées  sont 
anallagmatiques  par  rapport  à  une  infinité  de  cercles  tangents  à  une 
droite  en  un  même  point. 

Revenons  aux  lignes  algébriques,  et  supposons  qu'on  ait  \ine  défé- 
rente symétrique  par  rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires  du  cer- 
cle d'inversion;  la  courbe  obtenue  est  anallagmatique,  non-seulement 
par  rapport  à  ce  cercle,  mais  encore  par  rapport  au  cercle  imaginaire 
qui  a  le  même  centre  que  lui,  et  qui  lui  est  orthogonal.  Elle  a  de 
plus  deux  axes  de  symétrie  qui  se  croisent  a  angle  droit  au  centre 
commun  des  cercles.  Ses  transformées  sont  par  conséquent  anal- 
lagmatiques par  rapport  à  quatre  cercles  orthogonaux.  Leurs  points 
forment  des  groupes  analogues  à  ceux  dont  je  me  suis  occupé 
au  n°  59. 

On  peut  prendre  pour  déférente  une  courbe  symétrique  par  rap] 
à  quatre,  huit,  seize,  etc.  diamètres  du  cercle  d'inversion,  et  ensuite, 
par  une  transformation,  on  aura  des  courbes  anallagmatiques  par  rap- 
port à  quatre,  huit,  seize,  etc.,  cercles  passant  par  deux  points  fixes  et 
comprenant  entre  eux  des  angles  égaux,  et   par  rapport  à  (\^{[\  cer- 
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clés,  l'un  réel,  l'antre  imaginaire,  orthogonaux  entre  eux  et  aux  pre- 
miers. 

A  chaque  cercle  d'inversion  d'une  anallagmatique  correspond  une 
déférente.  Toutes  les  déférentes  ont  pour  foyers  les  foyers  singuliers 
de  l'anallagmatique  (n°  18). 


CHAPITRE  PREMIER. 

PliOPRIlCTLS    FONDAMENTALES    DE    I,A     SPIRIQUE. 

Considérations  générales. 

57.  Lorsqu'une  surface  est  coupée  par  un  plan,  la  courbe  d'inter- 
section appartient  à  la  surface  symétrique  de  la  première  par  rapport 
au  plan.  Il  résulte  de  là  que  le  nombre  des  surfaces  d'une  même  défi- 
nition qui  passent  par  une  courbe  plane,  est  pair  quand  il  n'est  pas 
infini.  On  conçoit,  en  conséquence,  que  pour  certaines  valeurs  des 
paramètres  de  la  courbe,  les  surfaces  considérées  puissent  devenir 
toutes  imaginaires.  Il  semble,  d'après  cela,  qu'il  n'est  pas  sans  quelque 
inconvénient  de  définir  une  courbe  plane  par  la  propriété  d'appartenir 
à  des  surfaces  déterminées,  si  leur  nombre  est  limité,  et  qu'on  doit 
préférer  prendre  pour  définition  une  propriété  caractéristique  de  la 
courbe  sur  le  plan. 

Par  ces  considérations,  j'ai  cru  devoir  abandonner  l'ancienne  défini- 
tion de  la  spirique.  Nous  verrons  que  les  tores  qui  passent  par  une 
spirique  réelle  sont  souvent  tous  imaginaires. 

."•8.  La  spirique  est.  une  courbe  plane  du  quatrième  ordre  qui  possètle 
un  axe  de  symétrie  et  deux  points  doubles  situés  à  l'infini  sur  un  cercle. 

En  remarquant  qu'un  tore  contient  un  cercle  à  l'infini  sur  une 
sphère,  et  que  sa  section  par  un  plan  a  un  axe  de  symétrie,  on  reconnaît 
(pie  celte  section  est  une  spirique. 

J'établirai  plus  loin  que  toute  spirique  appartient  à  un  nombre  dé- 
terminé de  tores. 
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La  spirique  possède  sur  son  axe  de  symétrie  quatre  sommets  que  je 
désignerai  para,,  a2,  a3,  aA. 

J'appellerai  plan  principal  de  la  spirique  le  plan  qui  est  perpendi- 
culaire à  celui  de  cette  courbe  et  qui  contient  son  axe  de  symétrie. 

*>{).  On  trouve,  par  les  formules  de  Plùcker,  que  la  spirique  est,  en 

général,  une  courbe  de  la  huitième  classe  ayant  huit  tangentes  doubles. 

Puisqu'elleestde  la  huitième  classe,  on  peut  lui  mener  huit  tangentes 
perpendiculaires  à  son  axe  :  quatre  d'entre  elles  la  touchent  à  ses  som- 
mets; les  quatres  autres  se  confondent  deux  à  deux. 

Deux  des  tangentes  doubles  de  la  spirique  sont  perpendiculaires  à  sou 
axe;  les  six  autres  occupent  deux  à  deux  des  positions  symétriques. 

HO.  Quand  on  fait  tourner  une  spirique  autour  d'une  droite  située 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  la  surface  engendrée  est  du 
huitième  ordre,  car  sa  section  par  le  plan  de  la  spirique  se  compose 
d'abord  de  cette  courbe,  puis  d'une  spirique  égale  et  placée  symétri- 
quement par  rapport  à  la  projection  de  l'axe  de  révolution. Si  cependant 
cet  axe  est  dans  le  plan  principal  de  la  spirique,  les  points  de  la  courbe 
décrivent  deux  à  deux  les  mêmes  parallèles,  et  on  obtient  deux  lois 
une  surface  du  quatrième  ordre. 

Dans  le  mouvement  de  révolution,  les  points  circulaires  qui  sont  a 
l'infini  sur  le  plan  de  la  spirique  engendrent  chacun  deux  fois  le  cercle 
d'intersection  du  plan  de  l'infini  avec  une  sphère.  Il  suit  de  là  que  ce 
cercle  est  double  sur  la  surface  du  quatrième  ordre,  et  que  la  section 
plane  de  cette  surface  possède  deux  points  doubles  aux  points  circu- 
laires; elle  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  un  axe,  c'est  donc 
une  spirique. 

Si  l'on  fait  tourner  une  spirique  autour  d'une  droite  située  dans 
son  plan  principal  et  d'ailleurs  quelconque,  la  surface  engendrée  sera 
telle,  que  toutes  ses  sections  planes  seront  des  spiriques. 

61.  La  méridienne  de  cette  surface  est  une  spirique  comme  ses 
autres  sections  planes;  elle  admet  donc  six  tangentes  doubles  non 
perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution  (n°  59).  Tout  plan  passant  par 
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une  de  ces  droites  el  perpendiculaire  au  plan  méridien  touche  la  surface 
en  deux  points  et,  par  suite,  la  coupe  suivant  une  spirique  cpii  a  deux 
nouveaux  points  doubles  sur  son  axe  de  symétrie.  Comme  d'ailleurs 
une  ligue  du  quatrième  ordre  ne  peut  pas  avoir  plus  de  trois  points 
doubles,  cette  spirique  se  décompose  en  deux  coniques  qui  se  croisent 
aux  points  circulaires  à  l'infini,  c'est-à-dire  en  deux  cercles. 

Les  six  tangentes  doubles  obliques  à  l'axe  ont  deux  à  deux  des  posi- 
tions symétriques.  Elles  engendrent  par  leur  révolution  trois  cônes  qui 
ont  le  même  axe  que  la  surface  et  qui  lui  sont  doublement  circonscrits. 
Tout  plan  tangent  à  l'un  d'eux  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles 
égaux  [*].  J'appellerai  cette  surface  tore  oblique  dans  le  cas  général, 
tore  droit  et  tore  ordinaire  quand  ies  plans  des  cercles  de  l'un  des  sys- 
tèmes seront  parallèles  à  l'axe  de  révolution,  et  quand  ils  contiendront 
cet  axe. 

Les  centres  des  cercles  donnés  par  les  sections  planes  des  trois  sys- 
tèmes sont  dans  un  même  plan  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  plan 
équatoi ial.  L'intersection  de  ce  plan  avec  l'axe  de  révolution  sera  le 
point  central  de  la  surface.  Dans  le  tore  droit  et  le  tore  ordinaire,  le 
point  central  est  un  véritable  centre. 

D  après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  modifier  l'énoncé  du  théorème 
obtenu  au  n°  GO,  et  dire  que  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'une  spirique  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  principal  est 
un  tore  généralement  oblique. 

Le  tore  oblique  a  un  parallèle  double  à  l'infini  sur  une  sphère,  et, 
par  suite,  en  raisonnant  comme  au  n°  58,  on  trouve  que  toute  section 
plane  d'un  tore  oblique  est  une  spirique. 

i'tl.  Lorsqu'on  fait  tourner  une  spirique  autour  d'une  droite  située 
dans  son  plan  principal,  les  deux  tangentes  doubles  perpendiculaires  à 

Taxe  de  symétrie  (  n°  59)  décrivent  des  plans  qui   touchent   le   tore 


]  Divers  théorèmes  ont  été  obtenus  sur  cette  surface  par  M.  J.-A.  Serret  et  par 
moi.  Voir  le  Mémoire  de  M.  Mannheim  Sur  la  cyclide  [Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 1 86o),  et  mon  Mémoire  sur  le  tore  général  ou  surface  engendrée  par  la  révo- 
1  ut  ion  d'une  conique  autour  d'une  droite  située  d'une  manière  qu<  Wonque  dans  l'espace 
(  loin  nal  de  l 'École  Polytechnique,  XLe  Cahier). 
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oblique  engendré,  chacun  le  long  d'un  parallèle.  Le  plan  équatorial  du 
tore  oblique  est  parallèle  à  ces  plans,  et  situé  à  des  distances  égales  de 
l'un  et  de  l'autre.  Son  intersection  avec  le  plan  de  la  spirique  est  donc 
la  droite  qui  forme  le  diamètre  du  système  des  deux  tangentes  doubles 
perpendiculaires  à  l'axe  de  symétrie.  J'appellerai  cette  droite  Yéqua- 
toriale  de  la  spirique,  et  le  point  où  elle  rencontre  l'axe  de  symétrie  le 
point  équatorial  de  la  courbe.  Je  désignerai  toujours  le  point  équatorial 
par  la  lettre  E. 

Les  plans  e'qualoriaux  de  tous  les  tores  obliques  qui  passent  pur  une 
même  spirique  se  coupent  suivant  V équatoriale  de  cette  courbe. 

65.  L'ovale  de  Descartes  satisfait  à  la  définition  de  la  spirique,  avec 
cette  circonstance,  qu'il  possède  des  rebroussements  aux  points  dou- 
bles à  l'infini,  ainsi  que  M.  Cayley  l'a  démontré  [*j.  J'appellerai  cette 
ligne  cartésienne,  et  je  réserverai  le  mot  ovale  pour  désigner  toule 
branche  fermée  d'une  courbe.  Le  nom  d'ovale  de  Descaries  a  l'incon- 
vénient de  rappeler,  pour  les  rayons  vecteurs  issus  des  foyers,  des  pro- 
priétés qui  disparaissent  quand  deux  des  foyers  sur  l'axe  sont  imagi- 
naires. 

En  tournant  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  principal,  la 
cartésienne  engendre  une  surface  qui  a  un  parallèle  de  rebroussement 
à  l'infini  sur  une  sphère,  et  dont,  par  suite,  les  sections  planes  ont  deux 
rebroussements  à  l'infini  sur  un  cercle  :  ce  sont  des  cartésiennes.  Quand 
le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  on  a  deux 
cercles  concentriques. 

La  cartésienne  est  une  courbe  de  la  sixième  classe;  elle  possède  une 
seule  tangente  double  qui  est  perpendiculaire  à  son  axe.  Quand,  pu- 
suite  de  modifications  apportées  à  ses  paramètres,  une  spirique  se  trans- 
forme en  cartésienne,  la  seconde  tangente  double  perpendiculaire  a 
l'axe  et  l'équatoriale  sont  transportées  à  l'infini;  les  six  autres  tan- 
gentes doubles  sont  remplacées  par  les  tangentes  menées  à  la  courbe 
de  ses  points  de  rebroussement. 

[*]  Journal  de  Mathématiques,  i85o,  p.  355. 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Février  18C9.  7 
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Formules  fondamentales . 

64.  Il  résulte  de  la  définition  même  de  la  spirique  que  si  on  la  rap- 
porte à  deux  axes  rectangulaires  dont  un,  celui  des  abscisses,  coïncide 
avec  son  axe  de  symétrie,  on  pourra  la  représenter  par  l'équation 

(i)        (x2  -t- y2)2  —  [\px{x-  -t- y-)  -+-  qx2  -+-  ry*  +  s.r  -t-  t  =  o. 

L'origine  n'a  pas  de  position  déterminée  sur  l'axe  de  symétrie;  nous 
pouvons  la  placer  de  manière  à  faire  disparaître  de  l'équation  de  la 
courbe  les  termes  du  troisième  degré.  Il  suit  de  là  que  la  spirique  pos- 
sède sur  son  axe  de  symétrie  un  point  qui  est  le  centre  des  moyennes 
distances  des  quatre  points  où  une  quelconque  des  droites  qui  y  passent 
rencontre  la  courbe. 

Je  désignerai  ce  point  par  la  lettre  G. 

La  courbe  étant  représentée  par  l'équation  (i),  l'abscisse  du  point  G 
est  p. 

65.  En  mettant  l'équation  (i)sous  la  forme 


(2) 


(.x2  +  y-  -  ipx  +  '-) 


+  (7  ~  ''  —  ^p2)x2  -t-  (s  -+-  -ipr)x  +  {t  —   , 


on  reconnaît  que  chacune  des  deux  droites  données  par  l'équation 

(3)  (q  —  r  —  /ip2)x'i  -+-  {s  ■+■  2pr)x  ■+-  (t  —  j \  =  o 
touche  la  spirique  aux  deux  points  où  elle  rencontre  le  cercle 

(4)  x2  -t- y2  —  'j.px  h —  =  0. 

Ce  sont  les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  Taxe  (n°  59). 

Si   nous  désignons  l'abscisse  de  l'équatoriale  par  e,  nous  aurons, 
d'après  la  définition  même  de  cette  droite  (n°  62),  et  en  vertu  de  l'é- 
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quation  (3), 


2/>r 


(5)  e  =  --r 

Lorsque  les  coefficients  satisfont  à  la  relation 

(6)  «7  -  r  -  bf  =  o, 

l'équatoriale  et  l'une  des  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe 
s'éloignent  à  l'infini;  l'équation  prend  d'ailleurs  l'une  des  formes  con- 
nues de  l'équation  de  la  cartésienne. 

66.  Les  deux  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  peuvent 
coïncider.  L'équation  (3)  est  alors  un  carré  parfait,  et  on  voit  par 
l'équation  (a)  que  la  spirique  se  décompose  en  deux  cercles  dont  les 
centres  sont  sur  l'axe  de  symétrie.  La  sécante  commune  des  deux  cercles 
représente  les  deux  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  et 
l'équatoriale. 

Indications  sur  les  tores  obliques  qui  passent  par  une  spirique. 

67.  Considéronsun  tore  oblique  :  je  place  l'origine  des  coordonnées 
au  point  central  (n°  61),  et  je  prends,  pour  axes  des  X,  des  Y  et  des  Z, 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  équatorial  et  l'axe  de 
révolution. 

J'appelle  b  le  rayon  de  l'un  des  cercles  par  lesquels  la  surface  peut 
être  engendrée; 

g  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  celui 
des  diamètres  du  cercle  générateur  qui  est  situé  dans  le  plan  équatorial; 

a  le  segment  compris  sur  ce  diamètre  entre  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  l'origine,  et  le  centre  du  cercle; 

y  l'angle  que  le  plan  du  cercle  fait  avec  le  plan  équatorial. 

L'équation  du  tore  oblique  est  [*] 

(7)  (X-+Y2  +  Z'--2gcot7.Z-rt2-£2-£2)2+4^(Z2-62sin2y)=o. 

[*]  Cette  équation  est  facile  à  obtenir.  On  peut  la  déduire  de  celle  que  j'ai  donnre 
pour  le  tore  général,  au  nn  14  de  mon  Mémoire  sur  cette  surface. 

7- 
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6S.  Je  coupe  le  fore  oblique  par  un  plan,  et  je  rapporte  la  section 
à  deux  axes  rectangulaires  dont  un,  celui  des  abscisses,  est  la  droite  du 
plan  sécant  contenue  dansleplan  méridien  qui  lui  est  perpendiculaire. 

J'appelle  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  de  la  section; 

e  l'abscisse  du  point  E  où  le  plan  équatorial  du  tore  coupe  l'axe  des 
abscisses; 

p  la  distance  du  point  central  C  du  tore  au  point  E; 

o)  l'angle  que  le  plan  équatorial  du  tore  fait  avec  le  plan  sécant. 

Pour  avoir  l'équation  delà  section,  il  suffit  de  remplacer  dans  l'équa- 
tion (7)  X,  Y  et  Z  par  les  valeurs  suivantes  : 

X  =  xcoso)  —  (ecosw  +  js), 

Y  =7, 

Z  =  —  .rsinw  -+-  esinoj. 

On  trouve 

[x2  -1- y1  —  a(e  +  pcosoj  —  gsin«coty)x 


(8) 


e2  -f-  -zepcos',)  —  agesinwcoty  -+-  p-  —  a2  —  b2  —  g2]2 

.  n2sin'w      „         „       „  sin!w  n-     ,   ,    .    „  , ,    . 

4  — — —  :<-  —  ora-  -t-t-ûc  +  4  - —  le-sm2',)  —  b2sm"A  =  o. 
sin-7  sin'y  sin  7  v  *' 


69.   Égalant  entre  eux  les  coefficients  des  équations  (2)  et  (8),  j'ai 

p  =  e  -f-  |5COSw  —  gsinw  coty, 

-  /•=  e2  -+-  2ep  cosw  —  2gesin  w  coty  -1-  p2  —  a2  —  /r  —  g2, 
.    „         ,0  siii2<o 

(9)    i  '  s,"'v 

0       0  sin'w 

s  +  2pr=-8ea  — , 

/  —  L  =  4 fe2sin2û)    -  Z>2sin2v). 

.4  sin27  v  ' 

Les  troisième  et  quatrième  de  ces  équations  donnent  pour  e  la  va- 
leur déjà  obtenue  au  n°  65,  ce  qui  fournit  une  vérification  du  théo- 
rème du  n"  62. 
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70.  En  vertu  de  la  relation  (5),  les  équations  (9)  se  réduisent  à 
quatre  distinctes.  Elles  déterminent  quatre  des  six  quantités  a-,  b9,  g, 
p,  m,  y  quand  les  deux  autres  sont  connues.  On  peut,  par  exemple, 
se  donner  les  deux  coordonnées  p  et  <>>  du  point  central  C  du  tore  :  l'axe 
de  révolution  est  alors  la  perpendiculaire  à  la  droite  CE  menée  par  le 
point  C. 

Tout  point  du  plan  principal  d'une  spirique  est  le  point  centrai  d'un 
tore  oblique  passant  par  cette  courbe. 

Le  point  équatorial  est  le  point  central  d'une  infinité  de  tores  <>bli<ptes 
qui  contiennent  la  spirique.  On  détermine  les  paramétres  de  ces  tores 
en  faisant  p  nul  dans  les  équations  (9),  et  en  attribuant  diverses  va- 
leurs à  éd. 

71.  Si  l'on  ajoute  aux  équations  (9)  une  relation  arbitraire  entre  a, 
b,  g,  y,  puis  qu'on  élimine  ces  quatre  quantités  et,  en  outre,  e,  on  aura 
une  équation  en  p  et  w  qui  fera  connaître  le  lieu  des  points  centraux 
des  tores  obliques  passant  par  la  spirique  donnée  et  satisfaisant  à  la 
condition  exprimée  par  la  relation  arbitraire.  Bien  que  ces  recherches 
présentent  quelque  intérêt,  je  me  borne  à  les  indiquer. 

Indications  sur  les  tores  droits  qui  passent  par  une  spirique. 

72.  Pour  déterminer  la  position  et  les  paramètres  des  tores  droits 
qui  passent  par  une  spirique  donnée,  on  peut  recourir  aux  équa- 
tions (9),  en  y  supposant  y  égal  à  90  degrés.  On  a  alors 

p  —  c  -i-  p  cosw, 

-  r  =  e'2  -+-  lep  cosw  +  p-  —  a"  —  b2  —  i;2, 

q  —  r  —  f\p2  =  4<î2sin2w, 

t t-  =  âa*  (c-sin2  o>  —  b2). 

4 


(10) 


Je  n'ai  pas  reproduit  la  quatrième  équation  parce  que,  en  vertu  de 
la  relation  (5),  elle  n'a  aucune  importance,  ainsi  que  j'en  ai  déjà  fait  la 
remarque  (n°  70). 
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75.  La  première  des  équations  (10)  montre  que  les  centres  des  tores 
sont  sur  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  spirique,  coupant  son  axe 
m  point  dont  l'abscisse  est  p,  c'est-à-dire  au  centre  G  (n°  64). 

Le  lieu  des  centres  des  tores  droits  qui  passent  par  une  spirique  don- 
nef  est  une  perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe  élevée  par  le  cen- 
tre G  des  moyennes  distances. 

74.  L'axe  du  tore  droit  qui  a  son  centre  en  un  point  G  de  cette 
perpendiculaire  coupe  à  angle  droit  le  rayon  vecteur  EC  (n°  70).  Il 
suit  de  là  que  les  axes  des  tores  droits  qui  passent  par  une  spirique 
donnée  enveloppent  une  parabole  située  dans  le  plan  principal  de  cette 
courbe,  et  dont  le  foyer  et  le  sommet  coïncident,  Vun  avec  le  point  équa- 
iorial ,  et  Vautre  avec  le  centre  G  des  moyennes  distances. 


Etudes  des  tores  ordinaires  qui  passent  par  une  spirique  donnée. 

75.  Pour  accommoder  les  formules  (io)  au  cas  où  l'on  ne  considère 
que  des  tores  ordinaires,  il  suffit  d'y  faire  g  nul;  mais  j'y  annulerai 
aussi  l'abscisse  p  de  manière  à  placer  au  centre  G  des  moyennes  dis- 
tances, l'origine  qui  jusqu'à  présent  est  restée  indéterminée  sur  l'axe  de 
symétrie. 

Les  équations  (io)  deviennent 

e  -f-  pcosoj  =  o, 

e2  -t-  aepcosw  -+-  p2  —  a2  —  b2  —  -  r, 


(il) 

1  [\a  sirrw  =  q  —  r 


*'>  =  ^ 


Les  paramètres  b  et  a  sont  le  rayon  du  cercle  méridien  et  la  distance 
de  son  centre  à  l'axe  du  tore. 

L'équation  (5)  est  remplacée  par  la  suivante 

f  i  2  )  e  = — 

2  (  1  —  r) 
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La  spirique  étant  donnée  par  ses  coefficients  q,  r,  J,  t,  les  équations  ci- 
dessus  font  connaître  les  paramètres  a  et  b  du  tore,  et  les  trois  quan- 
tités e,  p,  t»)  qui  fixent  sa  position  par  rapport  à  la  courbe.  Toute  spi- 
rique appartient  donc  à  un  nombre  déterminé  de  tores. 

70.  Si  entre  les  équations  (i  i)  et  (12),  on  élimine  l'abscisse  e  et  trois 
quelconques  des  quantités  a,  b,  p,  »,  on  obtient  pour  déterminer  la 
quatrième  une  équation  du  sixième  degré.  On  trouve  de  cette  manière 
que  la  tangente  de  l'azimut  o>  est  donnée  par  l'équation 


(,3) 


J2tang%  -1-  (4<  _  (f)(q  —  /^tang'w 
—  iq{cj  —  r)"  lang2u  —  [q  —  r)3  =  o; 


tangw  a  six  valeurs  qui  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 
A  chaque  couple  correspond  un  système  de  valeurs  pour  a2,  b2  et  o2. 

Toute  spirique  appartient  à  six  tores  qui  sont  deux  à  deux  égaux  et 
placés  symétriquement  par  rapport  à  son  plan. 

77.  Je  considère  un  de  ces  tores  :  je  désigne  par  O  le  point  où  son 
axe  rencontre  l'axe  de  symétrie  de  la  spirique,  et  par  X  l'abscisse  GO. 
L'angle  ECO  est  droit,  et  le  point  C  est  sur  la  perpendiculaire  élevée 
à  EO  par  le  point  G  (n°  75).  Nous  avons  en  conséquence 

(r4)  tang'o,  =  -'-• 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (i3)  donne,  pour 
déterminer  les  abscisses  des  points  où  les  axes  de  révolution  des  six 
tores  rencontrent  deux  à  deux  l'axe  de  symétrie  de  la  spirique,  l'équa- 
tion suivante,  qui  est  précisément  l'équation  (3)  de  l'Introduction, 

(i5)  x*+i^v_ïx_i=0, 

Les  axes  des  six  tores  qui  passent  par  une  spirique  rencontrent  l 'axe 
de  cette  courbe  en  trois  points,  qui  sont  les  centres  d'inversion  du  groupe 
des  quatre  sommets  an  a2,  a3,  a,,. 
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78.  On  peut  obtenir  ce  résultat  par  des  considérations  géométriques 
très-simples. 

Le  plan  principal  de  la  spirique  contient  deux  cercles  méridiens  de 
l'un  quelconque  des  tores.  Ces  cercles  coupent  l'axe  de  symétrie  aux 
sommets  a,,  a.+,  a 3,  ak  ;  l'axe  de  révolution  du  tore  est  leur  sécante 
commune,  et,  par  conséquent,  son  intersection  O  avec  l'axe  de  symé- 
trie est  le  point  central  de  l'une  des  involutions  quadratiques  déter- 
minées par  les  quatre  sommets.  Mais  on  peut  combiner  deux  à  deux 
les  points  a,,  <72,  a:i,  a.,  de  trois  manières  différentes,  et  d'un  autre 
côté  les  axes  des  six  tores  rencontrent  l'axe  de  la  spirique  en  trois  points 
généralement  distincts  :  ces  points  sont  donc  les  centres  d'inversion 
des  quatre  sommets. 

71).  En  portant  dans  l'équation  (i)  la  valeur  du  coefficient  r  déduite 
de  la  relation  (12),  on  met  l'équation  de  la  spirique  sous  la  forme 

(16  {x2  -+-.)-)■■  -t-  qj'1  +  (q  +  ^J  f  ■+-  SX  +  t  =  o. 

On  voit  qu  une  spirique  est  déterminée  par  ses  quatre  sommets  sur 
Vaxe  et  par  son  point  équatorial. 

Il  est  facile  de  construire  les  tores  quand  ces  cinq  points  sont  connus. 
On  chercbe  d'abord  les  centres  d'inversion  O',  O",  O"'  des  quatre  som- 
mets, et  le  centre  G  des  moyennes  distances  de  ces  mêmes  points; 
puis  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe  par  le  point  G. 
Pour  avoir  les  deux  tores  dont  les  axes  se  croisent  en  O',  on  décrit  un 
cercle  sur  EO'  comme  diamètre,  et  on  joint  au  point  O'  les  points  C 
et  C,  où  ce  cercle  rencontre  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  G. 
Les  droites  O'C,  O'C,  etEC,  EC,  sont  :  les  premières,  les  axes  des  tores, 
les  autres  les  traces  de  leurs  plans  équatoriaux  sur  le  plan  principal  de 
la  spirique.  Les  deux  points  de  la  ligne  EC  qui  se  trouvent  à  égales 
distances,  l'un  de  a,  et  rt2,  l'autre  de  a3  et  at  sont,  pour  l'un  des  deux 
tores,  les  centres  des  cercles  méridiens  qui  passent  respectivement  par 
ces  sommets. 
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Génération  de  la  spirique  comme  anallagmatique. 

80.  .T'appelle  sphères  inscrites  dans  un  tore,  les  sphères  qui  touchent 
cette  surface  le  long  des  méridiens.  Une  spirique  est  l'enveloppe  des 
cercles  suivant  lesquels  son  plan  coupe  les  sphères  inscrites  dans  l'un 
quelconque  des  tores  auxquels  elle  appartient. 

Les  différents  points  de  l'axe  du  tore  sont  les  centres  de  sphères  qui 
coupent  orthogonalement  le  tore  et  les  sphères  inscrites.  Le  plan  de  la 
spirique  rencontre  à  angle  droit  celle  de  ces  sphères  dont  il  contient  le 
centre  :  le  cercle  d'intersection  est,  par  suite,  normal  aux  cercles  que 
les  sphères  inscrites  possèdent  dans  le  plan,  et  qui  ont  pour  enveloppe 
la  spirique.  Les  centres  de  ces  cercles  sont  sur  la  conique  suivant  la- 
quelle se  projelte  le  cercle  lieu  des  centres  des  cercles  méridiens  du 
tore. 

En  appliquant  ces  considérations  aux  divers  tores,  on  voit  que  la 
spirique  est  de  trois  manières  différentes  l'enveloppe  de  cercles  qui  ont 
leurs  centres  sur  une  conique,  et  qui  coupent  orthogonalement  un  cer- 
cle fixe,  c'est-à-dire  quelle  est  anallagmatique  par  rapport  à  trois  cer- 
cles. Les  centres  de  ces  cercles  sont  les  centres  d'inversion  des  quatre 
sommets  sur  l'axe.  Les  courbes  déférentes  so?it  des  coniques. 

Ce  résultat  est  une  conséquence  des  théorèmes  généraux  connus 
pour  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points  doubles  à 
l'infini  sur  un  cercle. 

8Î.  Cercles  d'inversion.  —  Le  premier  cercle  d'inversion  a  son 
centre  au  point  O'  où  hs>  axes  des  tores  du  premier  couple  rencontrent 
le  plan  de  la  spirique.  Son  rayon  est  égal  à  celui  de  la  sphère  orthogo- 
nale, c'est-à-dire  aux  tangentes  menées  du  point  O'  du  tore.  Mais  un 
méridien  de  ce  tore  coupe  l'axe  de  la  spirique  aux  points  u,  et  a2;  le 
rayon  du  cercle  d'inversion  est  donc  moyen  proportionnel  entre  O'a, 
et  0'a2,  comme  aussi  entre  Oa3  et  O'a^.  Nous  voyons  que  le  premier 
cercle  d'inversion  a  pour  diamètre  le  segment  e'f'  compris  entre  les 
points  doubles  de  l'involntion  quadratique  dont  a,  et  a2,  a3  et  a.,,  sont 
deux  couples. 

Les  trois  cercles  d'inversion  de  la  spirique  sont  les  cercles  d'inversion 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Février  1869.  O 
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de  l'involution  spéciale  du  quatrième  ordre  déterminée  par  les  quatre 
sommets  que  cette  courbe  possède  sur  son  axe  (n°  24). 

Chaque  point  de  la  spirique  doit  avoir  sur  la  courbe  tous  ses  réci- 
proques et  leurs  symétriques  par  rapport  à  l'axe.  Il  en  résulte  que  les 
points  d'une  spirique  sont  répartis  huit  par  huit  en  groupes  semblables  à 
ceux  que  j'ai  définis  au  n°  38. 

82.  Coniques  déférentes.  —  Une  conique  déférente  étant  la  projec- 
tion des  cercles  décrits  par  les  centres  des  cercles  méridiens  des  tores 
d'un  même  couple,  son  centre  est  au  point  G,  centre  des  moyennes 
distances  de  la  spirique  et  projection  des  centres  de  tous  les  tores  droits 
qui  passent  par  cette  courbe  (n°  75).  L'un  des  axes  de  la  conique  est 
perpendiculaire  à  l'axe  de  symétrie  de  la  spirique;  sa  longueur  est  égale 
à  2a  (nos  80  et  75).  Si  nous  appelons  l'autre  axe  ac,  nous  aurons 

c  =  a  cos  m  , 

d 'où 

(17)  a2  —  c2  =  a2sin2«. 

En  vertu  de  la  troisième  des  équations  (1 1),  la  quantité  «2sin2w  a  la 
même  valeur  pour  tous  les  tores  qui  passent  par  une  spirique;  les  co- 
niques déférentes  sont  donc  homofocales.  Ce  théorème  est  une  consé- 
quence de  l'observation  que  j'ai  présentée  à  la  fin  du  n°  56. 

83.  On  trouve  encore  immédiatement  que  les  sommets  que  les  coni- 
ques déférentes  possèdent  sur  l 'axe  de  la  spirique  sont  les  points  mi- 
lieux des  segments  interceptés  par  les  sommets  de  cette  courbe  (n°  40). 
Ainsi  la  première  conique  a  ses  sommets  aux  points  milieux  des  seg- 
ments a,  a2  et  a3  a,,. 

J'appellerai  les  trois  coniques  F,  T",  V"  et  leurs  demi-axes  c'  et  a', 
c"  et  a",  c'"  et  a'".  On  a 

,   _,_  x,  -+-  x, x3  ■+-  Xt 

(18)  \c"=± 
c'"=  ± 


2 

X, 

-4-  Xi 

2 

X, 

-+-  x4 

1 

x,  -P 

x( 

2 

Xl  + 

x3 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  5g 

84.  D'après  le  théorème  du  n°  8,  et  eu  égard  à  la  proposition  qui 
précède,  les  sommets  que  les  coniques  déférentes  ont  sur  l'axe  de  symé- 
trie sont  conjugués  harmoniques  des  centres  d'inversion  considérés  par 
couples.  On  a,  par  suite, 

(19)  c-  =  y  r ,    c"2  =  >/ à'",    f'"2  =  >/  X". 

Les  formules  (18)  et  (19)  permettent  de  déterminer  les  sommets  des 
coniques  sur  l'axe  de  symétrie,  lorsqu'on  connaît  les  quatre  sommets 
de  la  spirique,  ou  bien  les  centres  d'inversion  et  le  point  G. 

85.  Éliminant  o  entre  les  équations  (14)  et  (17),  on  trouve 

(20)  fls  =  ca(i-  Vj. 
Eu  égard  aux  équations  (19),  on  peut  écrire 

(21)  ci-a-  =  '^^-- 

<■ 

Si  les  sommets  d'une  spirique  variable  sont  fixes,  et  que  le  point 
équatorial  parcoure  l'axe  de  symétrie,  une  quelconque  des  coniques  dé- 
férentes passera  d'un  genre  à  un  autre  quand  le  point  équatorial  sera 
soit  au  centre  d'inversion  qui  lui  correspond,  soit  au  centre  G  des 
moyennes  distances;  l'abscisse  du  point  équatorial  et  le  binôme  [c2  —  a~) 
qui  détermine  la  position  des  foyers  communs  des  s  pi tiques  changeront 
de  signe  en  même  temps. 

On  reconnaît  par  l'équation  (20)  qu'une,  conique  déférente  est  une 
hyperbole  lorsque  le  point  équatorial  est  entre  le  centre  d'inversion  qui 
lui  correspond  et  le  centre  G  des  moyennes  distances. 

86.  Quand  le  point  équatorial  est  à  l'infini,  la  spirique  est  une  car- 
tésienne (n°  65).  L'équation  (20)  montre  que,  dans  ce  cas,  les  coni- 
ques déférentes  sont  des  cercles. 

L'enveloppe  d'un  cercle  variable  dont  le  centre  parcourt  un  second 

S.. 
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cercle,  et  qui,  dans  toutes  ses  positions;,  coupe  normalement  un  troisième 
cercle,  est  une  cartésienne. 

Une  cartésienne  est  de  trois  manières  différentes  l'enveloppe  d'un 
cercle  dont  le  centre  parcourt  un  second  cercle,  et  qui  reste  constam- 
ment normal  à  un  troisième  cercle. 

Dans  ce  mode  de  génération,  on  reconnaît  que  la  cartésienne  a  des 
rebroussements  à  l'infini,  par  l'observation  finale  du  n°  48. 

87.  Quand  le  point  équatorial  est  au  centre  des  moyennes  distances, 
e  est  nul,  et  l'équation  (20)  donne  pour  a  une  grandeur  infinie.  Chaque 
déférente  se  compose  alors  de  deux  droites  perpendiculaires  à  l'axe  de 
symétrie.  Les  cercles  normaux  au  cercle  d'inversion,  et  qui  ont  leur 
centre  sur  l'une  des  deux  droites,  se  coupent  en  deux  points  fixes.  Un 
de  ces  cercles  se  réduit  à  l'axe,  et  la  construction  du  n°  40  montre  que 
cette  droite  tout  entière  fait  partie  de  l'enveloppe.  En  résumé,  on  trouve 
deux  fois  une  droite  el  quatre  points  situés  sur  elle. 

88.  On  peut  mener  quatre  tangentes  communes  à  un  cercle  d'inver- 
sion et  à  la  déférente  correspondante  ;  leurs  points  de  contact  avec  le 
cercle  sont  des  sommets  de  la  spirique  (n°  50).  Nous  voyons  ainsi 
qu'en  outre  des  sommets  qu'elle  possède  sur  son  axe,  la  spirique  en  a 
douze  autres  répartis  quatre  par  quatre  sur  les  trois  cercles  d'inver- 
sion. Chaque  point  de  la  spirique  ayant  tous  ses  réciproques  sur  cette 
courbe,  les  quatre  sommets  qui  appartiennent  à  un  même  cercle  d'in- 
version forment  un  groupe,  et  jouissent  des  propriétés  qui  ont  éié 
signalées  aux  nos  22,  25  et  24. 

Etude  des  cas  dans  lesquels  les  tores  or.linaires  qui  passent 
par  une  spirique  donnée  sont,  réels. 

89.  Pour  que  les  tores  d'un  couple  soient  réels,  il  faut  d'abord  que 
les  centres  des  cercles  méridiens  situés  dans  le  plan  de  la  spirique 
aient  des  projections  réelles,  et,  par  suite,  que  l'ahscisse  c  soit  réelle. 

Eu  égard  aux  valeurs  (18)  et  à  l'expression  du  coefficient  du  second 
terme  de  l'équation  (4)  de  l'Introduction,  lorsque  c  est  réel,  l'abscisse  X 
l'est  aussi.  Cette  abscisse  détermine  le  point  O  où  se  croisent  les  axes 
des  deux  tores  considérés. 
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En  vertu  de  l'équation  (i4)>  'es  plans  équatoriaux  et  les  axes  des 
tores  n'existent  que  quand  le  point  E  et  le  centre  d'inversion  ()  sont 
de  côtés  différents  du  centre  G  des  moyennes  distances. 

Lorsque  les  conditions  qui  viennent  d'être  indiquées  sont  satis- 
faites, les  axes  des  deux  tores  et  les  centres  des  cercles  méridiens  sont 
réels;  si  donc  laspirique  a  des  sommets  réels,  les  tores  existeront,  mais 
dans  le  cas  contraire,  il  sera  nécessaire  de  reconnaître  si  les  rayons  des 
cercles  méridiens  sont  réels. 

90.  Soient  b',  b",  b"  les  rayons  des  méridiens  pour  les  tores  des 
trois  couples;  C  le  centre  de  l'un  des  deux  cercles  qu'un  tore  du  pre- 
mier couple  possède  dans  le  plan  principal  de  la  spirique,  ai2  le  milieu 
du  segment  a,  a2.  On  a 


b'2  =  Ctf  l2  -4-  a,  <7I2  , 
d'où 

b-  =  fS±5  _  e 


„     ,  /  .r,  —  x,  \  - 

tang-w  +  {  — —  j  ; 


2 

x,  et  x2  sont  les  deux  valeurs  de  x  données  par  l'équation  (io)  du 
n°  27.  On  a,  en  conséquence, 

ïi±£i  =  Jy¥\   ^-^  =  \/x {r  +  r) - 2ï.\rr . 

Introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression   de  £'2,  et    remplaçant 
y 
tang8w'  par (n°  77),  j'obtiens  la  première  des  équations  suivantes 

(les  deux  autres  sont  données  par  des  permutations)  : 

lb'*  =  -^(e-V)(e  -->.'"), 

(22)  )v>*  =  -*L{e-V){e-y), 

\bm*  =  --(e-  X')[e-  X"). 

Les  sommets  sur  l'axe  étant  fixes,  si  le  point  équatorial  se  meut,  le 
carré  du  rayon  des  cercles  méridiens  des  tores  d'un  couple  change  de 
signe,  quand  ce  point  passe  au  centre  des  moyennes  distances _,  à  l 'infini, 
et  aux  centres  d'inversion  où  se  croisent  les  axes  des  tores  des  autres 
couples. 
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91.  Quand  le  point  équatorial  est  à  un  centre  d'inversion,  à  O" 
par  exemple,  b'  et  b'"  sont  nuls  et  les  tores  des  premier  et  troisième 
couples  sont  réduits  à  des  cercles  réels  ou  imaginaires.  J'examinerai 
plus  loin  ces  circonstances  avec  quelques  détails;  ici  je  me  borne  à 
remarquer  que  les  deux  cercles  qui  forment  alors  la  spirique  (n°  (ÎG) 
peuvent  être  imaginaires  et  se  couper  en  deux  points  réels.  Ces  points 
sont  les  intersections  du  plan  delà  courbe  par  les  cercles  qui  rempla- 
cent les  tores. 

Le  point  E  étant  supposé  en  O",  b"  peut  être  réel,  mais  en  appliquant 
la  construction  du  n°  79,  on  voit  que  les  axes  sont  imaginaires.  J'éloigne 
le  cas  où  le  centre  des  moyennes  distances  G  coïnciderait  aussi  avec  O" 
(n°98). 

92.  Lorsque  le  point  équatorial  est  à  l'infini,  la  valeur  de  w  don- 
née par  l'équation  (i/J)  est  nulle,  et,  par  suite,  les  axes  des  tores 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe.  On  obtient  d'ailleurs,  par 
les  équations  (22),  des  grandeurs  infinies  pour  les  trois  rayons  b',  b" 

et  b'". 

Chacun  des  six  tores  qui  passent  par  une  spirique  cartésienne,  se 
décompose  en  quatre  fois  le  plan  de  cette  ligne. 

93.  Eu  égard  à  l'équation  (iG),  quand  e  est  nul,  c'est-à-dire  quand 
le  point  équatorial  coïncide  avec  le  centre  G,  la  courbe  se  décompose 
en  deux  fois  son  axe  et  deux  fois  la  ligne  de  l'infini.  Nous  avons  vu  au 
n°  87  que  la  spirique  comprend  de  plus  quatre  points  sur  son  axe, 
et  ce  résultat  sera  établi  plus  loin  d'une  nouvelle  manière  (n°  110). 

L'équation  (i/j)  montre  que,  dans  ce  cas,  les  axes  des  tores  sont  con- 
fondus avec  l'axe  de  symétrie  de  la  courbe.  Chaque  tore  se  compose  de 
cet  axe  considéré  comme  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  nul,  et 
de  deux  fois  le  plan  de  l'infini. 

Tangentes  doubles. 

94.  L'équation  des  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  a  été 
donnée  au  n°  65.  En  y  faisant  p  nul,  on  a 

(  q  —  r)  X2  -I-  SX  -+-  (  /  —  — 
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Comme  nous  supposerons  la  spirique  donnée  par  ses  sommets  sui 
l'axe  et  par  son  point  équatorial,  il  convient  d'éliminer  r  à  l'aide  de 
l'équation  (12);  on  obtient 

ex3  —  ie2x  —  7.  '—  -+-  ~  {iqe  ■+-  s)2  =  o. 
La  condition  pour  que  les  deux  tangentes  coïncident  est 
e4  +  e[2T~  .L(2C,7^)2]  =0. 
en  développant,  on  obtient 

e  („.  +  l^Zi!!  e«  _  2  e  -   '\=0; 

\  is  2  8/  ' 

ou  bien 

e(e-.X')(e-X")(e-X'")  =  o. 

Si  les  sommets  sur  l'axe  sont  fixes  et  le  point  équatorial  mobile,  les 
tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  coïncideront  lorsque  ce 
point  sera  confondu  avec  l'un  des  trois  centres  d'inversion,  ce  que  nous- 
avons  déjà  reconnu  (n°66),  et  aussi  lorsqu'il  sera  réuni  au  point  G 
centre  des  moyennes  distances  et  origine  des  abscisses.  Dans  ce  dernier 
cas,  les  deux  tangentes  doubles  se  trouveront  à  l'infini. 

L'axe  est  donc  divisé  par  les  points  O',  O",  O'"  et  G  en  quatre  seg- 
ments tels,  que  cpiand  le  point  équatorial  est  sur  l'un  ou  l'autre  de 
deux  d'entre  eux,  les  tangentes  doubles  que  nous  considérons  sont 
réelles,  tandis  qu'elles  deviennent  imaginaires  quand  le  pointé  quatorial 
passe  sur  un  des  deux  autres  segments. 

95.  Les  plans  qui  touchent  les  tores  et  qui  sont  respectivement 
parallèles  aux  plans  équatoriaux  coupent  le  plan  de  la  spirique  suivant 
les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  de  symétrie  (n°  59).  Ces 
tangentes  sont  nécessairement  réelles  quand  les  tores  d'un  couple  sont 
réels. 

96.  D'après  le  théorème  du  n°  45,  les  six  tangentes  doubles  qui 
ne  sont  pas  perpendiculaires  à  l'axe  (n°  59),  passent  deux  à  deux  par 
les  trois  centres  d'inversion,  et  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  asymptotes  des  coniques  déférentes. 
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97.  Je  n'examinerai  pas  les  circonstances  dans  lesquelles  une  ou  plu- 
sieurs des  tangentes  doubles  sont  réelles  et  idéales,  parce  que  cette  dis- 
cussion conduit  à  distinguer  dans  la  spiriqne  un  trop  grand  nombre  de 
variétés,  et  introduit  ainsi  dans  cette  question  une  complication  qui  en 
diminue  l'intérêt.  Le  problème,  du  reste,  ne  présente  pas  de  difficulté 
au  point  de  vue  théorique. 

Lorsqu'une  conique  déférente  est  une  hyperbole,  si  le  cercle  d'in- 
version coupe  une  de  ses  asymptotes,  la  tangente  double  perpendicu- 
laire est  réelle  et  idéale  (n°  40). 

En  partant  de  l'équation  de  laspirique  considérée  comme  une  anal- 
lagmatique,  on  obtient  une  expression  simple  pour  l'abscisse  de  la 
position  qu'occupe  le  point  équatorial  lorsque  les  deux  points  de 
contact  d'une  tangente  double  perpendiculaire  à  l'axe  coïncident.  On 
détermine  ainsi  les  segments  de  l'axe  sur  l'un  desquels  se  trouve  le 
point  équatorial  lorsque  les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe 
sont  réelles  et  idéales. 

Observations  sur  la  spirique  à  centre. 

08.  Le  coefficient  p  étant  nul,  si  s  l'est  aussi,  la  spirique  a  un 
centre;  elle  possède  alors  deux  axes  de  symétrie  et  deux  plans  prin- 
cipaux. Plusieurs  des  formules  que  j'ai  obtenues  ne  sont  pas  appli- 
cables à  ce  cas.  Il  doit  être  entendu  que  p  et  s  ne  sont  pas  nuls  en 
même  temps. 

Je  consacrerai  un  Chapitre  à  l'étude  des  propriétés  de  la  spirique  à 
centre. 

D'après  l'équation  (i5)  aucune  valeur  de  X  n'est  nulle  quand  s  n'est 
pas  nulle.  Cette  équation  a  été  établie  dans  la  supposition  que  l'origine 
se  trouve  au  centre  des  moyennes  distances.  Nous  voyons  donc  que, 
dans  la  spirique  à  un  seul  axe,  ce  centre  ne  peut  pas  coïncider  avec  un 
centre  d'inversion. 


La  suite  piochainement. 
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Mémoire  sur  le  mouvement  de  la.  température  dans  le  corps 
renfermé  entre  deux  cylindres  circulaires  excentriques  et  dans 
des  cylindres  lemniscatiqu.es  ; 

Par   M.  Emile  MATHIEU. 


Sioii  se  propose  de  trouver  le  mouvement  de  la  température  dans  un 
cylindre  droit  dont  la  base  est  donnée,  ainsi  que  la  hauteur,  et  dont  la 
surface  est  entretenue  à  une  même  température  ou  rayonne  dans  un 
milieu  d'une  température  donnée,  on  commencera  par  résoudre  ce 
problème  dans  la  supposition  que  ce  cylindre  est  indéfini,  et  que  la 
température  initiale  est  la  même  tout  le  long  d'une  droite  parallèle  aux 
génératrices.  Alors  on  passera  de  ce  cas  particulier  au  cas  proposé  en 
suivant  constamment  la  même  marche,  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
section,  et  comme  Poisson  a  traité  ce  problème  dans  toute  sa  généra- 
lité pour  le  cylindre  de  révolution,  dans  le  XIXe  cahier  du  Journal 
de  l'Ecole  PolylecliTiit/ue,  il  a  donné  cette  méthode  très-simple  d'ail- 
leurs, sur  laquelle  il  est  inutile  de  revenir. 

Ainsi,  voulant  étudier  le  mouvement  de  la  température  dans  le  corps 
renfermé  entre  deux  cylindres  droits  circulaires  excentriques,  ou  en- 
tredeux cylindres  droits  dont  les  bases  sont  des  lemniscates  de  mêmes 
pôles,  il  nous  suffit  de  les  imaginer  indéfinis,  et  de  supposer  dans  l'in- 
térieur de  ce  corps  la  température  la  même  sur  une  droite  parallèle 
aux  génératrices. 

Dans  toutes  les  questions  de  distribution  de  la  chaleur,  on  com- 
mence par  chercher  une  solution  dite  simple,  qui  ne  dépend  du  temps 
que  par  un  facteur  qui  le  renferme  en  exposant,  et  qui  satisfait  au  pro- 
blème, abstraction  faite  des  conditions  initiales;  la  solution  générale 
est  toujours  la  somme  d'une  infinité  de  ces  solutions  particulières. 

Tome  XIV  (-j»  série).  —  Février  1869.  9 
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Or,  dans  tous  les  problèmes  traités  jusqu'à  présent,  la  solution 
simple  jouit  d'une  propriété  très-remarquable;  en  effet,  dès  que  l'on 
adopte  les  coordonnées  thermométriques  de  M.  Lamé,  cette  solution 
simple  est  le  produit  de  deux  ou  trois  facteurs  qui  contiennent 
chacun  une  seule  des  deux  ou  trois  coordonnées  thermométriques. 
C'est  ce  que  l'on  reconnaît  quand  on  considère  la  distribution  de  la 
chaleur  dans  une  sphère  ou  dans  un  cylindre  de  révolution;  questions 
traitées  par  Fourier  dans  un  cas  particulier,  et  étudiées  dans  toute 
leur  généralité  par  Laplace  et  Poisson.  C'est  le  résultat  auquel  est  ar- 
rivé M.  Lamé,  quand  il  a  résolu  le  problème  de  l'équilibre  de  tempé- 
rature dans  l'ellipsoïde;  c'est  ce  que  l'on  trouverait  encore  pour  le 
mouvement  de  la  température  dans  le  cylindre  elliptique  [  ]  et  dans 
l'ellipsoïde,  si  on  suppose  toutefois  dans  ces  deux  dernières  questions 
que  les  surfaces  sont  entretenues  à  une  même  température,  mais  non 
plus  si  elles  rayonnent  dans  leur  milieu;  ce  qui  amène  une  distinction 
que  l'on  n'avait  pas  à  faire  pour  la  sphère  et  le  cylindre  de  révolution. 

Cette  propriété  de  la  solution  simple  donne  une  grande  facilité  pour 
la  déterminer;  car  dès  que  cette  forme  est  admise,  on  reconnaît  que 
les  facteurs  qui  la  composent  satisfont  chacun  à  une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  et  l'étude  de  la  solution  simple  est  ramenée  à 
celle  de  ces  équations  différentielles  et  à  la  détermination  de  certaines 
constantes  qui  y  entrent,  et  qu'on  obtient  par  des  conditions  relatives 
à  la  surface  du  corps,  ou  par  l'obligation  de  la  solution  à  satisfaire  à 
certaine  lois  de  périodicité. 

Mais,  lorsqu'on  considère  d'autres  corps,  la  solution  simple  n'a  plus 
cette  forme  élégante,  même  lorsque  la  surface  est  entretenue  à  une 
même  température,  et  sa  recherche  présente  une  difficulté  d'un  genre 
nouveau,  que  nous  allons  résoudre  pour  les  deux  corps  cités. 

Comme  ce  sujet  ne  peut  pas  être  appliqué  à  la  recherche  des  lois  de 


[  *]  La  solution  du  problème  de  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un  cylindre  ellip- 
tique dont  la  surface  est  entretenue  à  une  même  température,  est  la  même  que  celle 
qui  concerne  le  mouvement  vibratoire  d'une  membrane  elliptique,  avec  cette  seule 
différence  que  les  exponentielles  relatives  au  temps  sont  remplacées  par  des  sinus  et 
cosinus.  Si  la  surface  du  cylindre  rayonne,  la  solution  se  déterminera  d'après  la  mé- 
tbode  de  ce  Mémoire. 
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la  nature,  et  que  les  solutions  n'ont  pas  besoin  d'être  confirmées  par 
l'expérience,  nous  ne  développerons  les  calculs  cpie  jusqu'au  point  né- 
cessaire pour  faire  comprendre  les  méthodes. 

Distribution  de  la  chaleur  dans  le  corps  renfermé 
entre  deux  cylindres  circulaires  excentriques. 

1.  Prenons  trois  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z,  et  l'axe  des  z  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre;  la  température  V,  si  elle  ne  varie  pas 
avec  z,  satisfait  à  l'équation 

iï>v        d*v  _     .  dv 

dx1  dy-  fit 

Pour  obtenir  une  solution  simple,  posons 

r< 

v  ■=.  ue        , 
u  sera  donné  par  l'équation 

.    .  d'il  d'il  .. 

(i) h  — —  =  —  m- u. 

v     '  dx'  d)  ' 

Aux  coordonnées  x  et  y  substituons  les  deux  autres  a  et  j3,  au  moyen 
des  équations 

.     .  e*  —  e~*  acsin  B 

(2)  x  - 


e*  -+-  e-*  —  1  cos  p       J  e"  -h  e~"  —  2  cos  3 

employées  par  M.  Lamé  dans  ses  Leçons  sur  les  Coordonnées  cuivi- 
lignes,  XIIe  leçon.  «  =  const.  représente  une  famille  de  cercles  qui 
passent  tous  par  deux  mêmes  points  imaginaires;  /3  =  const.  repré- 
sente une  autre  famille  de  cercles  orthogonaux  aux  premiers,  et  qui 
passent  par  deux  mêmes  points  réels.  Nous  supposons  que  la  section 
droite  du  corps  cylindrique  est  composée  de  deux  des  cercles  a. 
Parla  substitution  indiquée,  l'équation  (1)  devient 

/o\  d7u  d'à  4"'2c" 

^    '  7i7-  +  df  ~  (e'-he-'  —  acospj'  "' 
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et  u  devra  satisfaire  aussi  à  cette  condition,  de  reprendre  la  même  va- 
leur pour  des  valeurs  de  a  et  de  |3,  qui  désignent  un  même  point:  or, 
d'après  les  formules  (2),  x  et  j  restent  les  mêmes  quand  on  augmente 
]3  de  27r;  donc  u  doit  être  périodique  par  rapport  à  /3,  et  avoir  la  pé- 
riode 271. 
Posons 

a  =  —  e  -+-  a, 

a  étant  positif,  et  faisons 

e~"  —  r,     2cr=/; 

cette  équation  deviendra 

Si  on  fait  la  même  transformation  sur  les  équations  (2),  et  qu'on 
transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  dont  l'abscisse  este,  et 
l'ordonnée  o,  on  verra  qu'en  supposant  t  =  o  et  c  =  oo  ,  de  manière 
que  2CT  =  f  soit  fini,  les  cercles  u  deviennent  concentriques. 

Changer  le  signe  de  a  revient  à  changer  la  direction  des  x  positifs;  on 
peut  donc  regarder  a  comme  positif  pour  tous  les  points  situés  dans 
l'intervalle  des  deux  cercles;  prenons  pour  le  cercle  intérieur  de  la  sec- 
tion 

£  =  0, 

nous  fixons  ainsi  la  valeur  de  a  qui  sera  la  valeur  de  a  pour  ce  cercle. 
a  est  la  plus  grande  valeur  que  prenne  a  dans  l'intervalle  des  deux  cer- 
cles de  contour,  donc  £  est  positif  dans  cet  intervalle. 

On  doit  remarquer  qu'en  faisant  s  nul  sur  le  contour  intérieur,  nous 
obtenons  pour  t,  qui  est  déjà  au-dessous  de  l'unité,  une  valeur  plus 
petite  que  si  nous  avions  pris  £  égal  à  zéro  sur  le  contour  extérieur. 

2.  Nous  avons  à  imaginer  que  les  deux  surfaces  cylindriques  qui 
limitent  le  corps  soient  entretenues  à  une  même  température,  ou  qu'elles 
rayonnent  dans  un  milieu  dont  la  température  est  invariable. 

Commençons  parla  première  supposition,  pour  laquelle  les  calculs 
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se  présentent  un  peu  plus  simplement;  la  surface  cylindrique  t  =  o  est 
entretenue  à  une  température  que  l'on  peut  prendre  pour  le  zéro  de 
l'échelle  thermométrique;  u  sera  donc  nul  pour  s  =  o,  et  en  le  déve- 
loppant suivant  les  puissances  de  e,  nous  pouvons  poser 

(5)  u  =  H,  e  +  H2£a  +  H,  e:t  +  H4  e"  +..., 

en  regardant  H,,  H2,...  comme  des  fonctions  de  fi  seul.  Développons 

Z  =  e2E(i  -  2reecos/3  +T8eae)-a, 
suivant  les  puissances  de  e,  et  écrivons 

(6)  Z  =  Z0  +  Z'0éh-Z"0  —+..-. 

Or,  on  a 

(1-  2Scos/3  +  c2)-2  =  (i-  «*/=•)-■(,  -  ze-P.^^}-8, 
puis 

En  faisant  le  produit  de  ces  deux  séries,  on  obtient 

(1  —  2Zcos|3  -+-  z2)-2  =  Q0  +  Q,  z ■  +  Q2z2  -K.., 
si  l'on  pose 

-  Q„  =  ( n  +  1  )  cos n |3  -t-  in  cos  ( «  —  1)  fi 

-t-  3  («  —  i)cos(«  —  4)  /3  -t-  4  ("  —  2)  cos(/i  —  6)  fi  ■+-..., 

,    (71  -4-2-)*  .      -,  »(«  +  •)  (»  -+-3)  - 

ou  — 0 —  est  le  dernier  terme,  si  ?i  est  pair,  et  -  .         —  cosp,  si 

n  est  impair.  Les  premières  valeurs  de  Q„  sont 

Q0  =  i,     Q,=r4cos|3,     Q2  =  6cos2,j  -+-  4» 
Q3  =  8 cos 3/3  -+-  12  cos/3,     Q.,  =  10  cos 4 15  4-  i6cos2|3  +  9,.... 
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On  a  alors 

Z  =  Q0  e2£  4-  Q,  re3E  +  QaT2e*£  -h  Q3  r'f"  +  ..., 
et  on  en  déduit,  pour  les  coefficients  du  développement  de  Z, 

Z„  =  Q0  +  Q,t  +  Q2t2  +  Q3t3+..., 
et,  en  général, 

Zf  =  a"Q0  +  3"Q,  t  +  4"Qa  t2  +  5BQ3  r'  -+-... . 

Substituons  les  développements  (5)  et  (6)  dans  l'équation  (4),  et 
nous  en  déduirons 

H2  =  o,     3.aH,+  ^-'  =  --m,/»Z»H1, 

4  •  3H4  -+-  ^  =  -  z»2/ 2  (  Z0  H2  +  Z'n  H ,  ), 

5:4H,  +  ^  =  -  m2/2  (Z0H3  +  Z'0Ha   ■ 


3 


6-5H6  +  ^  =  -  m-/»   Z„H,  4-  Z'0H3  4-  ^  +  ^  , 


Il  résulte  de  ces  formules  que  H,,  H2,  H3)...  dépendent  d'une  seule 
fonction  de  |3,  qui  est  H(,  et  nous  allons  la  déterminer  par  les  condi- 
tions que  u  ait  la  période  2  7r,  et  satisfasse  à  une  seconde  condition 
aux  limites. 

5.  Supposons  d'abord  que  x  soit  très-petit,  en  sorte  que  l'on  puisse 
négliger  son  carré;  alors  les  deux  cylindres  seront  très-peu  excen- 
triques. 

Remarquons  que  pour  z  =  o,  H,  peut  se  réduire  à  Asing/3,  et  po- 
sons , 

H,  =  Asing^  +  r[rtsin  (g  -+-  i) /3  +  b  sin  (g  —  i)|3]. 
Comme  H  doit  avoir  la  période  27r,  il  faut  que  g  soit  un  nombre 
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entier,  et  nous  allons  prouver  que  l'on  peut  choisir  a  et  b  de  manièn 
que  u  satisfasse  à  la  seconde  condition  aux  limites. 

Dès  que  nous  admettons  pour  H,  l'expression  précédente,  il  nous 
est  aisé  de  former  H2,  H3,  II4,...,  et  comme  dans  leur  calcul  nous 
devons  réduire  les  fonctions  Z0,  Z'0,  Z°0,...  aux  termes  en  t°  et  t,  elles 
seront  de  la  forme 

2"  -h  4.3"tcos/3. 

lien  résulte  que  les  expressions  deHj,,H8,  H*,...  seront  toutes  de 
la  forme 

A'sing/3  -+-  T[a'sin(g  -+  i)/3  4- //sin  (g  —  i)]3], 
aussi  bien  que  H.  En  faisant  les  calculs,  on  trouve 

6H2  =  A(g2-</>ing/3 

-+-  i[(g  -+-  1  —  m*/2)  a  —  2m2/2  A\  sin  (g-t-  i)|3 

+  T[(g  -  i—m'Pjb-  2m2/2A]sin(g-i)/3, 

6H3=  -  Aiffftsingp  --m2f2(a  +  3A)  sin  (g  +  1)  /3 

-Tma/2(èH-3A)sin(g-i)/3, 

+  g  i  [(g  +  '"  -  mV2)'  -  I  2'»2/2  |  « 

-  </2(4g2-4</s  +  4g  +  56:  \  ]sin(g  +  i)|3 
+  gl  Kg  _I  -  WV2)"  ~  12m2/2]  b 

-  m2f2(4g2  -  km2j2  -  4g  h-  56)  A  |sin(g  -  i)|3, 


Comme  la  surface  extérieure  £  =  A  est  entretenue  à  la  température 
zéro,  de  même  que  la  surface  intérieure,  nous  aurons  à  satisfaire  à  l'é- 
quation 

(7)  H(A-+-H3/r,+...  =  o! 
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et  si  on  remplace  Hf,  H3,  H4I...  par  leurs  valeurs,  on  aura  une  équa- 
tion de  cette  forme 

Lsing/3  +  Msin(g-+-  i)/3  -t-  M'sin  (g  -  i)/3  =  o, 
qui  entraîne  les  trois  suivantes 

L  =  o,     M  =  o,     M'=o. 

De  la  première  on  tirera  l'inconnue  m,  puis  des  deux  autres  les  in- 
connues a  et  b. 

Supposons  ensuite  que  t  ne  soit  pas  assez  petit  pour  que  l'on  puisse 
négliger  ~-,  mais  qu'il  soit  permis  de  ne  point  tenir  compte  des  ternies 
en  -3  ;  puis  posons 

H,  =  Asing/3  +  t  [a,  sin  (g  -+-  i)  j3  -+-  b,  sin  (g  —  i)  j3] 
-t-  r2[rt2sin(g  -+-  a)/3  -4-  b2  sin  (g  —  2)/3], 

a,,  b,,  a2,  b2,...  |>ouvant  dépendre  de  t,  mais  ne  le  contenant  ni  en 
facteur,  ni  en  diviseur. 

Dans  le  calcul  de  H2,  H3,...,  on  réduira  les  fonctions  Z0,  Z0,... 
à  leurs  trois  premiers  termes  qui  seront  de  la  forme 

l0  -H  /,  cos  /3  .  t  +  (l2  -t-  h  cos 2 13 )  t2 , 

/„,  /,,  /2,  /3  désignant  des  nombres  constants;  on  en  conclut  aisément 
queHj,H3,...  seront  encore  de  même  forme  que  H,.  Et  en  portant  leurs 
expressions  dans  l'équation  (7),  on  aura  une  équation  telle  que 

Lsing/3  +  M  sin  (g  +  i)|3  +  M'sin  (g  —  i)/3 

+  N  sin  (g  +  2)  ]3  -+-  N'  sin  (g  —  2)  /3  =  o, 

de  laquelle  on  déduit 

L  =  o,     M  =  o,     M'  =  o,     N  =  o,     N'  =  o. 

Ces  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  a,,  a.,,  b,,  b2,  on 
les  tirera  des  quatre  dernières  pour  les  porter  dans  la  première,  qui 
donnera  m;  de  sorte  que  l'on  en  déduira  aisément  la  valeur  de  H,. 
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Cependant,  dans  ce  qui  précède,  il  faut  supposer  que  g  soit  >•  2.  Si 
g  ét;iit  égal  à  l'unité,  on  prendrait  pour  l'expression  de  II, 

H,  =  A  sin/3  -+-  za\  sin  2/3  4-  T*fl2sin3/3, 

rL,  Il ,, . . .  seraient  de  même  forme,  et  la  condition  (7)  conduirait  à  mit 
équation  qui  renfermerait  des  termes  en  sin/3,  siti2/3  et  sin 3/3,  et  qui 
se  décomposerait  en  trois  autres.  Au  moyen  de  ces  trois  équations  on 
déduira  les  inconnues  m,  «,,  a.,. 

Si  g  est  égal  à  2,  on  prendra  pour  l'expression  de  H, 

H,  =  A  sin  2/3  -t-  z(a,  sin  3/3  -1-  b  sin/3)  4-  z2as  sin 4/3. 

4.  Maintenant  on  reconnaît  sans  peine  que  H  peut  toujours  se  met- 
tre sous  la  forme  d'une  série  infinie 

H,  =  Asing/3  4-T[rt,sin(g  4-1) /S  4-  b,  sin  (g  —  i).|3] 

-l-  T2[fl2sin  (g  4-  2)  [3  -+-  b2  sin  (g  —  2)  /3] 


+  T^-,[^_,sin(2g  -i)/3-f-  V-,  sin/3] 

-t-  T»tfgsin  2g/3  -1-  rff+l  ag+,  sin  (2g  -t- 1  ) /S  -4- ..., 

et  on  voit  en  même  temps  comment  on  pourra  obtenir  H,  et  la  fonc- 
tion u  avec  telle  approximation  qu'on  voudra,  d'après  l'équation  (7). 
Comme  toute  fonction  impaire  de  ]3,  continue  et  qui  a  la  période  2  7r, 
peut  être  représentée  pour  une  valeur  quelconque  de  /3  par  une  série  de 
sinus  de  multiples  de  /3,  et  d'une  seule  manière,  il  est  aisé  de  compren- 
dre que  la  série  cpii  donne  H,  est  toujours  convergente. 

Dans  l'expression  de  H,  il  n'entre  que  des  sinus;  en  supposant  que 
H,  se  réduise  à  A  cosg/3  pour  t  =  o,  on  mettra  de  même  cette  fonction 
sous  cette  forme 

l   H,  =  A  cosg/3  +t[«4  cos(g  4-  i)/3  4-  b,  cos(g  —  i)/3] 
+  t*-1  [as_t  cos(2g  -  1)  /3  4-  bg_t  cos/3] 

4-  ~'?fl?COS2g/3  +  T"  +  V?„+l  cos(2g  4- 1  i/3  4-..., 
Tome  XIV  (2e  série). —  Février  1869.  IO 
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cl  on  sera  conduit  aux  mêmes  calculs  que  lorsqu'on  prend  pour  cette 
fonction  une  série  de  sinus. 

Si  t  est  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  négliger  les  termes  en  ~g  et 
les  puissances  supérieures  de  t,  il  est  aisé  fie  reconnaître  que  l'on  trou- 
vera pour  m  et  les  coefficients  an  b,,  a2,  b2,-.-,  dg-t-,  bg_,  les  mêmes 
valeurs,  soit  qu'on  adopte  pour  H  l'expression  («),  soit  au  contraire 
l'expression  (/;).  Mais  si  l'on  doit  tenir  compte  de  ces  termes,  la  quan- 
tité m  et  les  coefficients  at,b,,  a2,  b2...  ont  des  valeurs  différentes;  de 
sorte  que  l'on  ne  peut  prendre  la  somme  des  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  «  pour  en  faire  une  solution  de  l'équation  (4). 

5.  Supposons  maintenant  que  l'une  des  deux  surfaces  ou  toutes  les 
deux  rayonnent  dans  un  milieu  à  la  température  zéro;  nous  allons 
voir  que  la  méthode  de  solution  reste  la  même. 

Le  flux  de  chaleur  qui  traverse  la  surface  est  proportionnel  à  l'excès 
de  la  température  du  corps  sur  celle  du  milieu  ambiant,  et  ce  flux  a 
aussi  pour  expression  —  dv  divisé  par  l'élément  de  la  normale  à  la 
surface;  cet  élément  a  pour  valeur 

ri  a.  —  icda. 


\/m+( 


rfa\J         e'-t-e-* — 2cos3 


s'il  est  mené  en  dehors  de  la  surface;  il  doit  être  pris  avec  un  signe 
contraire,  s'il  est  mené  à  l'intérieur.  On  a  donc 

c"  -I-  e~"-  —  2  cos  3  dv  , 
^ T  +  lv  =  °' 

le  (la. 

suivant  qu'il  s'agit  de  la  surface  extérieure  ou  de  la  surface  intérieure. 
Remettons  la  variable  s  dans  cette  équation;  puis  mettons,  comme  il 
est  permis,  u  au  lieu  de  v,  nous  obtiendrons 

(8)  {e-'--<i-cos{ï  +  S-ê)'^±Jlu  =  o. 

Si  cette  équation  a  lieu  à  la  surface  s  =  o,  posons 

u  =  U  -+-  U,  s  H-  U,  s2  +  U3  s»-)-...  , 
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cl  nous  aurons  pour  la  première  condition  des  limites 

((»)  (i  —  2TCOS/3  -+-  -rjU,  —  //U  =  o. 

Substituons  cette  série  à  la  place  de  u  dans  l'équation  (4),  (''  nous 
aurons 

3  .  aUs  -h  ^  =  -  m*f  (Z.  U,  ■+-  Z'„  U) , 

4.3U„  +Ç^=  -  m=/2(z0  U2  4-  Z'„  U,  +  ZB0  i 


Il  résulte  encore  de  ces  équations  et  de  l'équation  (9)  que  toutes 
les  fonctions  LT,  U,,  U2,  .  .  .  peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  la 
seule  U,.  On  prendra  pour  U,  ou  la  série  (a)  ou  la  série  {b),  et  les 
fonctions  U,  U2,  U3, .  .  .  seront  des  séries  toutes  semblables. 

Restera  à  satisfaire  à  l'équation  (7)  ou  à  l'équation  (8),  dans  la- 
quelle on  met  h  au  lieu  de  s;  or  on  pourra  agir  comme  dans  la  solution 
précédente  et  calculer  les  coefficients  de  U,  avec  l'approximation  que 
l'on  voudra. 

6.  L'état  calorifique  du  corps  résulte  de  la  superposition  d'une  in- 
finité des  états  simples  que  nous  venons  de  calculer. 

Soient  u  et  u'  deux  solutions  simples  qui  satisfont  aux  équations 

d7u         d'u  —  m-  f- S'- 

il-, 


dil  dp         (1—  2-rc'i-osp  -f-T'e3:): 

(/»«'         d'u'  —m'y-e"-- 


U  . 


di-  d^        (1—  3Tescos(3-!-  r2e- '-)- 

Multiplions  ces  équations  par  u'  et  u  et  retranchons;  nous  aurons 

,  d'u  <l-ii'  ,  d'-u  d'u' 


S       \  'Il    2TC[ 


2tc'cOsS  -r  -'<■ 

10. 
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Multiplions  par  dzdfi  et  intégrons  par  rapport  à  s  de  o  à  h,  et  par 
rapport  à  /3  de  o  à  271;  nous  aurons 

,'"[      ,du  du'l*=h     ,,  /•''   I       ,  rfu  r/«'l;3=3-     . 

/       \u u  —  rf/3  ■+  /       "  -^  -  «  -ttt  aa. 

=  _ /*(/»*  _  m'2)  f  '  f**eMiuS(i-  ire-cos[3  +  r2eîs)-2dedp. 

i/O    «/o 


Le  seconde  quantité  entre  crochets  est  nulle,  parce  que  u  et  m'  ont 
la  période  271,  et  la  première  quantité  entre  crochets  est  nulle  aussi, 
soit  qu'aux  limites  u  et  u'  s'annulent,  soit  qu'ils  satisfassent  à  l'équa- 
tion (8). 

Les  aires  représentées  par  les  intégrales  du  premier  membre  sont 
donc  nulles  aussi,  et  on  a 

(10)  /      /       é2zuiï(\  -  2-eEcos/3  +  r2e-z)-2did ft  =  o. 

*    o     *J O 

On  prendra  pour  v 

—  m*  —  m" 

"  =SSA"^'' "'^ k  +SSBw '^g' in)e  '  ' 

en  désignant  par  u  (g,  m)  la  solution  en  série  de  sinus  qui  dépend  (1rs 
deux  quantités  g  et  m,  par  m'  (g,  m')  la  solution  en  série  de  cosinus 
qui  dépend  de  g  et  /rc',  et  les  deux  signes  de  sommation  se  rapportent 
l'un  aux  valeurs  entières  de  g  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  l'autre  au 
nombre  infini  de  valeurs  que  prend  m  pour  chaque  valeur  de  g.  On 
déterminera  les  coefficients  A,  15  par  un  calcul  bien  connu  d'après 
l'état  initial  et  en  s'appuyant  sur  la  formule  (10). 

7.  Faisons  quelques  remarques  au  sujet  des  expressions  trouvées 
pour  u. 

Il  est  bon  d'abord  de  noter  que  pour  g  =  o  la  série  de  sinus  qui 
donne  u  s'annule. 

Si  on  considère  une  membrane  dont  les  deux  contours  soient  des 
cercles  excentriques,   le  déplacement  vibratoire  des  points  de  cette 
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membrane  sera  exprimé  par  le  produit  de  u  du  n"  '2  par  le  sinus  on  le 
cosinus  d'un  arc  proportionnel  au  temps. 

Les  lignes  nodales  de  cette  membrane  rencontrent  les  deux  con- 
tours circulaires  à  angle  droit.  En  effet,  s  =  o  étant  l'équation  du 
cercle  intérieur,  u  est  de  la  forme 

u  —  H,  £  -+-  H3£3  -+-.  .  .  , 

U,,  U3,...  désignant,  des  fonctions  de  /3.  Supposons  s  très-petit. 
u  s'annulera  pour  les  racines  /3  de  l'équation 

H,  +  II3r  -+-  .  ..  =  o. 

et  pour  avoir  la  direction  de  la  tangente  à  une  ligne  nodale  sur  le 
cercle  s  =  o,  il  faudra  négliger  les  termes  en  s2,  et,  comme  les  termes 
eus  manquent,  l'équation  se  réduit  à 

Il ,  =  o 

et  ne  contient  que  |3.  Donc  les  éléments  de  ces  courbes  se  confondent 
près  du  cercle  s  =  o  avec  ceux  des  cercles  fi  et  sont  normaux  au 
premier  cercle. 

Comme  le  cercle  du  contour  extérieur  pourrait  être  aussi  repré- 
senté par  s  =  o,  on  a  à  son  égard  les  mêmes  conclusions. 

Dans  le  cas  où  les  deux  cercles  de  contour  ont  le  même  centre,  on 
sait  que  les  lignes  nodales  se  confondent  avec  des  cercles  a  qui  de- 
viennent concentriques  et  avec  des  cercles  |3  qui  deviennent  des  dia- 
mètres des  premiers.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  la  même  pro- 
priété subsiste  dans  le  cas  général,  mais  elle  n'existe  plus;  toutefois 
il  nous  suffit  d'indiquer  celte  absence  de  propriété. 


Cylindre  circulaire  plein. 

8.  On  ne  peut  appliquer  les  calculs  précédents  lorsque  le  cylindre 
circulaire  cesse  d'être  annulaire  pour  devenir  plein.  Il  est  vrai  que 
l'on  sait  trouver  le  mouvement  de  la  température  dans  un  cylindre  de 
révolution  et  que  les  coordonnées  polaires  habituelles  sont  alors  de 
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beaucoup  les  plus  commodes.  Mais  il  est  important  pour  la  philoso- 
phie de  la  science  de  voir  comment  on  traiterait  cette  question  en 
conservant  les  coordonnées  «  et  jS  et  de  rechercher  ce  que  devient  la 
solution  simple.  Nous  ne  nous  occuperons  toutefois  que  du  cas  où  la 
surface  extérieure  est  entretenue  à  une  même  température;  c'est  alors 
la  même  question  que  si  on  cherchait  le  mouvement  vibratoire  d'une 
membrane  circulaire  dont  on  aurait  fixé  et  rendu  horizontal  un  élé- 
ment ailleurs  qu'au  centre.  Enfin  nous  verrons  que  la  solution  que 
nous  allons  donner  est  immédiatement  applicable  au  cylindre  dont  la 
section  droite  est  une  lemniscate  ovoïde. 
Dans  l'équation  (3)  du  n°  1,  faisons 

a  =  s  -+-  a,     e~a  =  -,     mez  =  n, 

elle  deviendra 

ri-  u  d:  u  4":f-_î' 

~d7   ~h   dp   ~         ~.|  —  ?rr      cosfe         -•     ■-■>'■" 

Posons 


nous  aurons  l'équation 


d2  u     „  du  (I  '  Il 

~dr 


!,    '  '  ^  d?  r  "  df'  "  ~  4'*'J',2('  -  *Trcos/3  +  !••»■•)-*  M, 


dans  laquelle  r  et  /•  sont  <  r . 

Ensuite,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  2,  on  a 

(2)  (i  -  2T/COS/5  -t-TV2)-a=Q0  +  Q,T/--f-  Q2rsr2+Qd-3/: 

avec 

Q0  =  i,     Q,  =4cos]S,     Q,  =  6  cos2/5  -t-  4, 
Q3  =  8  cos3|3^-f-  i  2  cosjS, . . . , 

et  cette  série  est  toujours  convergente  parce  que  zr  est  <  i. 
Prenons  pour  g  un  nombre  entier  et  faisons 

(3)  u  =  P/«  +  P,  J-"+l  -+-  P.,  i**1  -k  . . , 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  79 

puis  portons  cette  expression  et  le  second  membre  de  (2)  dans  l'i  qua 
tion  (1),  nous  obtiendrons  celte  suite  d'équations 

_|_    u-  \>    o 


dp 


^  +  (g+  2)2P2-  4«3P  =  0, 


^  +  (g+  3)2P:1  -  4«2 P,  -  i^tl'O,  -  o, 

^  -+-  (g  +  4)2P,  -  4«a  P8  -  4«2tP,  Q,  -  4«VPQ*  =  o, 


De  la  première  on  tire 

P=Asingj3  4-  A'cosg/3; 

mais  pour  simplifier  l'écriture,  réduisons  d'abord  cette  expression  à 

P  =  Asing/3; 

et  quand  nous  aurons  obtenu  l'expression  qui  en  résulte  pour  u.  d 
nous  sera  aisé  de  revenir  à  l'expression  générale.  De  la  seconde  équa- 
tion on  tirera 

P,  =Bsin(g  +  i)/3, 

B  étant  un  coefficient  arbitraire.  La  troisième  donnera 

n  r  "  A 

P.>  =  a  sitiL'ii.     n  = 


Pour  résoudre  la  quatrième,  on  posera 

P3  =  £sin(g  +  i)/3  -+-  csin(g  -  i)/3, 


et  on  aura 


.  !  11-  A   +  11V1  il-  A 
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Avant  d'aller  plus  loin,  faisons  une  simplification.  Dans  ces  for- 
mules, g  désigne  un  nombre  entier  comme  dans  les  numéros  précédents 
où  nous  avons  vu  que  l'expression  de  u  s'annule  pour  g  =  o,  quand 
elle  se  rapporte  à  un  cylindre  dont  la  section  droite  est  composée  de 
deux  cercles;  cette  propriété,  devant  subsister  quelque  petit  que  soit 
le  cercle  intérieur,  doit  avoir  encore  lieu  quand  il  disparaît.  Or,  pour 
arriver  à  ce  résultat,  il  faut  faire  B  =  o;  on  a  donc 

//'A 
P=Asing/3,      P,  =  o,     P2  =  -  — ^  sirig/3, 

2k'tA     .       ,  >  r,  «!tA 


P3   —   " 


(3-  ~sin(g-i)/5. 
'         s  + 1  ° 


On  aura  ensuite 

P,  =  R,  sin  (g  -+-  2)/3  -+-  Bjsing-p  +  R3  sin  (g  —  a)  /S, 


avec 


K,    =    —     r-5  tl,=    ; : )  Ko    = 

■+3  2      <T  -+-  2  f+1 


S> 


On  voit  comment  on  peut  calculer  successivement  les  termes  de  la 
série  qui  donne  u.  Ensuite,  si  nous  reprenons  pour  P  sa  première 
valeur,  il  faudra  à  l'expression  de  u  en  ajouter  une  autre  qui  se 
déduit  de  la  première  en  changeant  le  facteur  A  en  A'  et  les  sinus  en 
cosinus. 

9.  Quand  on  aura  poussé  le  développement  assez  loin,  on  n'aura 
plus  qu'une  condition  à  remplir,  celle  qui  est  relative  à  la  surface,  et 
il  reste  une  seule  indéterminée  n  pour  y  satisfaire. 

Si  on  borne  u  à  la  série  des  sinus,  son  expression  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

,  u  =  Using/3  +  t  [U,sin(g-+  i)/3  +  U'1sin(g'—  i)jS] 

(A)  4--2[U2sin(g  +  a)p+  U'osinte  — a)/3] 
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U,"U,,  U',,...  étant  <1<  s  fonctions  île  /■  seul,  qui  dépendent  de  t,  mais 
ne  le  renferment  ni  en  facteur,  ni  en  diviseur,  et  on  a 

TT  «         ■■  (  "2  1  F  "'  *"'*'     I       A  I 

I        g-  +  ■  L  '•-'•'  ?  +  '  ;  a-  -!  ?  )      a-  -t-  2  J  ) 

n  doit  être  nui  sur  le  contour  extérieur  r  =  js,  quel  que  soit  |3;  donc, 
désignant  en  général  U  par  U  (r,  //),  si  on  peu!  satisfaire  à  cette  condi- 
tion, c'est  qu'en  choisissant  ri  de  manière  à  satisfaire  à 

U(p,  n)  =  o, 

on  aura  une  valeur  de  m  qui  pour  /•  =  a  annulera  toutes  les  fonctions  U,, 
U', ,  U2,  U'2, —  Nous  allons  démontrer  cette  propriété. 
10.  Posons,  pour  simplifier, 

m  est  donné  par  l'équation 

...  d  ■  U      .,  du  du  <p  /'  ' 

^  )  'd?-  '  '  +  d?  '  +  Jfi  '      '    i  —  arrcosp  +  î»/-»)3  "' 

et  de  plus  il  est  assujetti  à  la  condition  d'être  nul  pour  r  =  p. 

Si  t  est  nul,  l'équation  précédente  devient,  en  remplaçant  tf  par  <î>, 

c/!«     „         du  d'u  _     „ 

-7T'"+  T"  ''+   -TFT  =  —  $'"«, 

et  m  se  réduit  au  produit  de  A  singa  -f-  A'cosga  par  une  fonction  de  /', 
Q  (r,  «I')  qui  satisfait  à  l'équation 

£9  ,.  +  £,  +  {,. -.OQ  — 

et  exprimée  par  la  série 

'"  L1  -  4 (s -»- ' ) +  i.?..42isr-M!'g'-i-2J—  1.2.3.4=  g  !  i  £+2)(g'+3)  +  •••j" 

Tome  XIV  fi"  série".  —  Mars   18G0  II 
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Comme  Q  est  de  plus  assujetti  à  s'annuler  pour  /•  =  f,  <1>  est  suscep- 
tible d'une  infinité  de  valeurs 

(a)  <I>,,     <1\„      *,,., 

que  nous  supposerons  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  qui 
sont  les  racines  de  l'équation 

Q(<>,*)  =  o. 

Imaginons  que  l'on  fasse  croître  t  à  partir  de  zéro,  que  l'on  se  donne 
la  valeur  du  nombre  entier  g,  et  la  valeur  initiale  de  <p  qui  se  trouve 
dans  la  série  (rt\  enfin  que  u  satisfasse  constamment  à  l'équation  (4), 
et  à  la  condition 

u  —  o     pour     /==  p. 

Donnons  à  t  supposé  quelconque  l'accroissement  infiniment  petit  dV, 
9  subira  une  variation  ^ç,.et  désignons  par  u'  —  tt-+-du  ce  que  de- 
vient u. 

Nous  obtenons  l'équation  en  u'  en  augmentant  le  second  membre 
de  l'équation  (4)  de  ses  différentielles  &  par  rapport  à  t  et  à  <p,  et  il  en 
résulte 

r/-n'      2  du'  d'il' 

~d^''    +  ~dl  '    +  lïf 

-  _  [  (f-*-Sf)r'         _    ,        4<?(r3cosp-rr>)  "t 

L(i  —  2T/-cosp  +  T!r2)î  (1—  2rrcosp  +rV)'       J 

Multiplions  cette  équation  par  «,  l'équation  (4)  par  u',  et  retran- 
chons l'une  de  l'autre,  nous  aurons 

c/'/i'  d:ii"\      „  /      du'  ,  ''«\  </'"'  ,  rfs« 

» ^7 -  » ^r ) '- +  [u  —r-ui;)r+u^-n7ï 

r-uil'  »  4<?(/"3cosP  —  t /•*)««'     ^ 

~  (1  —  2rrcosp-t-TVV     ?  _   (l  —  2Trcosp-t-T«/-J)3  0T' 

Multiplions  cette  équation  par  —  dfl,  et  intégrons  par  rapport  à  /• 
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de  o  à  p,  et  par  rapport  à  fi  de  o  à  y.n,  nous  obtiendrons 

r!7t/        du'  ,  <Iu\p    .,  fP/n   du'         u'  </„\--    , 

(5)       =-&9rf"  -  ,i"'rd"iv 

-  âoâx  C  f"  •'■'■  "^ -■"■*)  un' drd^ 
*      .'„    Jo  (l-2Trcosp-+-^/')' 

nelii  sont  nuls  pour  r=p;  ilonc  la  première  quantité  entre  paren- 
thèses est  nulle;  u  et  u'  ont  par  rapport  à  la  variable  /3  la  période  2~; 
la  seconde  quantité  entre  parenthèses  est  donc  nulle  aussi,  car,  si  on  se 
reporte  à  l'expression  de  u  et  à  celle  de  u'  qui  s'en  déduit  par  le  chan- 
gement de  Ten  t -t-  c?t  et  de  y  en  <p  -+-  c?<p,  on  reconnaît  qu'elle  ne  devient 
pas  co  pour  r  =  o;  donc  le  second  membre  seul  subsiste.  Il  en  résulte 
l'équation 

^  <hJo     Jo         (I—  2T/-C0Sp  +  T»r')'+     '^      JQ         (I-2T/-C0SP+TV)'' 

car  on  peut  dans  le  second  membre  remplacer  */'  par  u,  qui  en  diffère 
infiniment  peu. 

On  sait  que  <p  a  pour  t  =  o  la  valeur  $,  et  d'après  cette  équation  on 
peut  calculer  la  valeur  que  prend  y  pour  une  valeur  quelconque  de  t. 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  o  est  déterminé  au  moyen  de  cette 
équation.  En  effet,  posons 

9  =  0  -+-  p,  t  4-  /'2  t-  +  p3  r1  -f- . .., 
nous  aurons 

■£  =  p,  -r-2/J2T -H- 3/>3  •!■'+...; 

remplaçons  «  par  son  expression  (3),  qui  renferme  4"a  ou  y,  que  nous 
remplaçons  à  son  tour  par  la  série  qui  le  représente.  Enfin  imaginons 
que  l'on  développe  l'équation  (6)  suivant  les  puissances  de  t.  Si  on 
veut  calculer  seulement  p,,  il  suffit  d'employer  les  termes  en  r°  de  l'é- 
quation (G),  et  de  mettre  dans  u  <I>  au  lieu  de  <p.  Si  on  veut  ensuite  cal- 
culer p2,  il  suffit  d'employer  les  termes  en  t,  et  de  remplacer  dans  n 
<p  par  <I>  -+-  p,  -..  Et  ainsi  de  suite. 

il.. 
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il.  Considérons  la  fonction  u  donnée  par  l'expression  (3);  pour 
t  =  o  elle  se  réduit  à 

(A  singa  -+-  A'cosg?)Q  (r,  <I»), 

qui  est  nul  pour  r=  p;  or  supposons  que  l'équation  (6)  ait  lieu,  et 
nous  allons  prouver  que  u  sera  nul  pour  r  =  o,  quel  que  soit  t. 

Pour  arriver  à  cette  démonstration,  au  lieu  de  supposer  que  u  est 
nul  pour  r  —  p  lorsque  t  —  o,  concevons  qu'il  le  soit  lorsque  t  a  une 
certaine  valeur,  et,  laissant  toutes  les  autres  choses  les  mêmes,  cher- 
chons à  démontrer  que  u  restera  encore  nul  pour  /•  =  p  lorsque  t  s'ac- 
croîtra de  <h.  On  en  déduira  immédiatement  la  proposition  dont  il  s'a- 
git, en  imaginant  cpie  l'on  fasse  successivement  croître  t  depuis  zéro 
par  degrés  infiniment  petits. 

Or,  d'après  l'hypothèse,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

r-71    .du.  ,r 

\       ru—ap  —  o     pour     r  =  p, 

i  <  -       i   .  du  « 

ou,  en  observant  que  u  est  égal  a  u  -+-  —  d-,  a  cette  autre 


r\rr/£)d^°  p°i"- 


Je  dis  que  —  est  nul  pour  /•  =  p.  En  effet  u  s'annule  pour  r=  p;  si, 

lorsque  t  s'accroît  de  dr,  u  qui  devient  u'  n'est  pas  nul  pour  r  =  o,  il 
le  sera  pour  r  =  p  -h-  dp,  dp  étant  peut-être  variable  avec  |3,  et  en  tout 


cas  donne  par 


du  «  du  . 

—  dp  +  —  dx  =±  o, 

<lr      '  cl  - 


ou 

du 


•\ 

tlr  J> 

0  0  =»- 

—  07. 

l 

du 

dr 
du 


Il  suit  de  là  que  —  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  /5,  sans 


du 


que  —  s'annule  aussi  ;  car  il  est  impossible  que  dp  soit  infini. 
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Supposons  au  contraire  que  u  étant  nul  pour  r  =  p  on  donne  à  p 
un  accroissement  dp  indépendant  de  j3;  si  «  reste  nul  pour  /'=  o  -+■  dp, 
t  subit  une  variation  <Jt  donnée  par 


iiii- 


</'< 


or,  c?r  ne  pouvant  être  infini  pour  aucune  valeur  de  p,  ii  es!  encore 

1  i  du     ,  .  il  u     ,  , 

possible  (ine  —  s  annule  sans  que  —  s  annule  en  même  temps. 

1  '         ilr  *         tir  ' 

Donc,  si  on  fait  varier  fi  de  zéro  à  in,  les  deux  fonctions  dérivées  — 

'  tir 

—  s'annuleront  pour  les  mêmes  valeurs  de  /3,  et  elles  changeront  de 
signe  en  même  tennis.  Il  s'ensuit  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale 

l'     ~      du   du     , n 


du  du 

>iir      /*  = 


seraient  de  même  signe,  tandis  qu'elle  doit  être  nulle.  Donc  il  faut  bien 

admettre  que-—  est  nul  cpiel  que  soit  /3,  et  u  reste  nul  pour  r  =  p 

après  la  variation  de  t;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

D'après  ce  qui  précède,  toute  quantité  <p  qui  se  réduit  pour  :^oà 
un  terme  <I>,  de  la  série  (a),  et  qui  est  assujettie  à  l'équation  (6),  a  une 
valeur  parfaitement  déterminée  que  nous  représenterons  par 


afin  d'indiquer  les  grandeurs  dont  elle  dépend.  Ensuite  si  on  a  u  =  o 
pour  /■  =  p,  f  est  donné  par  l'équation  (7),  et  réciproquement,  si  cp  est 
donné  par  l'équation  (7),  on  a  «•=  o  pour  r=  p. 

12.  Il  est  bon  d'indiquer  une  vérification  de  ce  qui  précède. 
Si  on  calcule  les  fonctions  U,  U,,  U'( ,  U2,  U'2  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression (A)  de  u  en  négligeant  dans  celte  dernière  le  puissances  de  t 


8G  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

supérieures  à  la  deuxième,  on  a 


U  =  A  r'    i 


ri7        ,         f"  n*  în'r'  1     4 

~g-hi'  |_i.2(g+i)(g  +  2)        g  +  aj' 

[_i-2-3(gH-i)(g-4-2)(g-t-3j        (g-l-i)(g-+-2)(g  +  3)J 

+  [2.3.4  te  -t- 1  )  (g-  -+■ 2)  te  +  3Hg+~4J  ~  te-f-i)iff+3)(^-i-4)J' 


TJ— Ar^+3!  «*(aér  +  a)       ,  "4(a£±J! 


'                    !        (*  +  0(*  +  a)        (*  +  i)(*  .-H  «)  te +  3; 
"s(2g+4)  r« 

"    I.2!ff-+-l)(g+2)(ga-3)(ê-+4) 

»e(2g+5) 

"  1.2.3  (g-t-  i](î  +  i)  (y  4-  3) (g  +  4)  (g  +  5) 

_  H",  2g  +  6)  .  / 

2.3.4(g  +  i)..-te  +  6)     •"-(' 

,    _        ,        „+3  (  H"        _j »] ,a «^ 

'""  \    ~  g-hl    ~     «lg+')(g+2)'  "    l-2(g+l)(g  +  2)(g-t-3)' 

"'  è 


^  .  .2.3  (g  +  .)  {g  +  2)  (g  +  3)  (g  -+-  4) 

U,  =  n.Ar^  j  _      ^  5g^+2og  +  ,8     ^ 

|        g  +  3        (g  +  i)(g+2)(g+3)(g  +  4) 

2ig'+io5g+i2o     m,^,  +      3g^+i8g  +  25     K,r, 


a.3(g-t-i)...(g  +  5)  a(g  +  »)v..(g  +  6) 

126 


u^—  n°r'+. 


^te-t-O- ••(*-•- 7) 


n'           ».„.,!            1  3nJ 

U,=  /r  \i"+i  s - 


•-+- 


g+I  2(g  +  l)(g+2)  (g+l)(g+?.)(g+3) 


I2fg  +  l)(g  +  2)(g+  3)(g  +  4) 


Divisons  U, ,  U't ,  U2,  U'„  par  U,  et  comme  nous  négligeons  dans  u  les 
termes  en  t3,  on  n'a  pas  à  avoir  égard  dans  la  division  aux  termes  de  U 
qui  multiplient  t*.  Si  l'on  désigne  par  V,,  V,,  V2,  V2  les  quotients 
de  U,  U',,  Ua,  U'.,  par  U,  on  trouve  que  V,  et  "V,  ne  présentent  au- 
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cune  variation  de  signes,  et  que  V2  et  V'2  en  offrent  une  seulement. 
Donc  U,  =  o,  U',  =  o  perdent  toutes  leurs  racines  réelles  n  quand  <»u 
divise  leur  premier  membre  par  U,  et  n'ont  pour  racines  que  celles  de 
U  =  o.  V2  et  V2  n'ont  qu'une  variation  de  signe;  U2  =  o  et  U'2  =  o 
ont  donc  aussi  toutes  les  racines  n  de  U  =  o.  Par  conséquent  on  peut 
trouver  une  valeur  de  n  qui  satisfasse  aux  équations 

U(p,  n)  =  o,  U,(/j,ra)  =  o,  U\(p,n)  =  o,  U2(p,  n)  —  o,  \}\{p,n)  =  o, 

en  cherchant  seulement  une  racine  de  la  première.  Nous  nous  dispen- 
sons d'écrire  les  séries  qui  représentent  V,,  V',,  Va,  V2,  à  cause  de  leur 
complication. 

15.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  la  fonction  u  donnée 
par  la  série  (3)  qui  est  nulle  pour  /'  =  p,  quel  que  soit  jS,  est  nulle  aussi 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  r,  dont  quelques-unes  en  général  sont 
plus  petites  que  p. 

Lemme  T.  —  Les  quantités 

$,,     <D2,     $„...,     $„...,     $„... 

étant  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante,  je  dis  que  les  valeurs 
correspondantes  de  <p 

?,,     <?2,     y,,...,     <ps,...,     yf,..., 

le  sont  aussi,  quel  que  soit  t. 

En  effet,  admettons  que  le  contraire  ail  lieu,  et  que  pour  une  valeur 
de  t,  yt  soit  <C  <fs.  Or  <Pt  est  ]>  $„  c'est-à-dire  que  ot  est  >  os  pour 
t  =  o;  entre  zéro  et  cette  valeur  de  t  il  existerait  donc  une  autre  va- 
leur t'  de  t  pour  laquelle  yt  serait  égal  à  tps.  Dans  l'équation  (6)  u  ne 
dépend  que  de  <p  et  de  t,  et  si  on  calcule 

dfi   <\  t        ^  df>   si 

— L  rir       (>t       rrn.   — —   — '—  o'r. 


#~=?l!fr     et 


f/T  '  *  d- 


0" 


d'après  cette  équation,  en  faisant  varier  t  à  partir  de  t',  on  obtient 
deux  variations  constamment  égales,  et  <p,et  tpt  seraient  toujours  égaux  : 
ce  qui  est  absurde. 
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Lein/ne  II.  —  D'après  l'équation  (7),  o  est  une  quantité  qui  varie 
non-seulement  avec  t,  niais  encore  avec  p.  Or,  supposons  t  fixe  et 
faisons  croître  p  à  partir  de  zéro,  je  dis  que  ot,  qui  sera  d'abord  infini, 
ira  constamment  en  décroissant. 

Considérons  une  valeur  de  u  donnée  par  la  formule  (3)  cl  qui  satis- 
fait par  conséquent  à  l'équation 

.   , .  du     „         du  (t  K  —  a  r' 

(,'r  '  ~tîr        ~  ~dp  ~~  (1—  2T/-C0SP  -(-t»/-'/.      ' 

de  plus,  n  ou  cp  est  cboisi  de  manière  que  u  s'annule  pour  ;•=  p.  Si 
on  suppose  que  p  reçoive  une  très-petite  variation,  la  quantité  cp  qui  se 
trouve  dans  u  subira  elle-même  une  très-petite  variation  indépendante 
de  |3.  Or,  inversement,  nous  pouvons  supposer  que  cp  subisse  une  très- 
petite  variation  et  chercher  l'accroissement  de  p,  qui  sera  indépendant 
de  /3. 

u  se  changera  alors  en  u,  =  u '•+-  du  donné  par  l'équation 

—  (?  -+-  (?<?)/■' 


,            .                                                            (/  :   Il  ,             -                        C/»  , 

d'u 

on  a  d'abord 

•cos(5  -I-  t7/-5) 


,.!  1  "i  > 


//  =  o    pour   /•  = 


et  puisqu'on  donne  à  ç   l'accroissement  &tp,  //,   n'est  nul   qu'autant 
qu'on  accroît  p  de 

du   «       r/w 


tffl 


=  -  ^  * 


-  y  •  — 


quantité  indépendante  de  j3j  elle  est  de  même  signe  que 


du  (lu 
d  y  dr 


dont  le  signe  est  par  conséquent  le  même  quel  que  soit  fi;  donc,  pour 
connaître  le  sens  de  la  variation  de  p,  il  suffit  de  chercher  le  signe  de 


£        du  du     , , 
--dp   pour  r  =  p. 
1 
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Des  équations  (8)  et  (9),  on  lire 

/      d'u  '/'",\    „        /      du  da,\  (      d'u  d'u,\ 

r'J  3a 

— îlll 

(1 — 2j-/cos(î  -f-  T-'r')8 

Multiplions  les  deux  membres  par  -  rfrdfi,  puis  intégrons  par  rapport 
à  /•  de  o  à  p,  et  par  rapport  à  |3  de  o  à  2-,  et  nous  obtenons 

r^  (      du         duAp  ,0      rn'u.du      udu,i\n 


P      j*271 


-  °>/7 

J  0      t/o 


ui^rdrdft 


(I  —  2T/-cosfi  -t-  t8/-8 


11,  est  égal  à  u  -4-  —  c?©,  et  d'après  les  conditions  auxquelles  «  et  u, 
doivent  satisfaire,  il  reste 

C1*  (du   du\  ,r  .        fP    r2~  irrdrdii 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif;  donc,  quand  9  grandit, 
<fy  est  négatif  et  p  diminue,  et  inversement  quand  on  fait  diminuer  p, 
(f  grandit;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ces  deux  lemmes  établis,  construisons,  r  étant  l'abscisse  et  y  l'or- 
donnée, les  courbes  données  par  les  équations 

(ro)      jr  =  ©,(>),     jr=  <p2(r),...,     j  =  <ps{r),...,     jr  =  9t(r),..., 

9 , ,  9 2 •.  -  ■  ■  étant  la  fonction  (7)  dans  laquelle  p  est  remplacé  par  r,  et 
les  deux  quantités  g  et  t  sont  les  mêmes  dans  toutes  ces  fonctions. 
Il  résulte  du  second  lemme  que  les  ordonnées  de  chaque  courbe  vont 
en  décroissant  à  mesure  que  l'abscisse  /'  croît  de  zéro  à  l'infini,  et  il 
résulte  du  premier  lemme  que  si  t  est  >>  s,  les  ordonnées  de  la  t"  '"' 
courbe  sont  toujours  plus  grandes  que  celles  de  la  sume. 

D'après  cela,  supposons  que  la  valeur  de  f  qui  se  trouve  dans  u 

Tome  XIV  (2e  sériel.  —  Mars  iS6g.  I  2 
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soit  (ft;  prenons  sur  l'axe  des  r  l'abscisse' p  el  à  son  extrémité  élevons 
l'ordonnée  <p,(p)  de  la  ***""  courbe;  soit  M  le  point  correspondant. 
Menons  par  le  point  M  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses;  elle  ren- 
contrera les  courbes  (10)  chacune  en  un  point  dont  l'abscisse  a  les 
valeurs  croissantes 

Pu    Ptl-'-i    pt-n    pi     Pt+i1---1 

el    ;/  s'annulera,  quel  que  soit  fi  pour  le   nombre  infini  de  valeurs 
r  =  p,,  r  =  p2,...,  dont  les  t  —  i  premières  sont  plus  petites  que  p. 
En  effet,  9  pouvant  être  regardé,  par  exemple,  comme  ayant  la  valeur 

?  =  9s{ps), 
on  déduit  du   théorème  qui  termine   le  n°  11,  que  u  s'annule   pour 

p  =  ps- 

14.  En  multipliant  u  par  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  arc  propor- 
tionnel au  temps,  on  aura  le  déplacement  vibratoire  d'une  membrane 
pleine  dont  le  contour  fixe  est  un  cercle  et  dont  un  élément  de  la 
surface  (au  point  qui  a  pour  coordonnée  r  —  o)  est  maintenu  hori- 
zontal. En  outre,  c?r  étant  la  valeur  de  y  qui  entre  dans  u,  on  a  t 
cercles  nodaux 

r=pt,     r  =  j99,...,     r  =  p^n     r  =  p, 

en  comptant  le  cercle  de  contour. 

Il  résulte  aussi  de  là  que  si  une  telle  membrane  est  donnée  et  que 
le  nombre  entier  g  soit  fixe,  le  son  s'élèvera  en  même  temps  que  le 
nombre  des  cercles  nodaux  augmentera  d'une  unité  [*]. 


[*]  En  terminant  le  n°  28  du  Mémoire  de  la  membrane  elliptique,  nous  avons  dit 

que  -— -  est  <  4/' >   parce  que  le  nombre  des  lignes  nodales  elliptiques  augmente 

quand  la  hauteur  du  son  s'élève,  le  nombre  des  lignes  nodales  hyperboliques  restant 
le  même.  Cette  dernière  assertion  peut  se  démontrer  par  des  raisonnements  iden- 
tiques à  ceux  du  n°  13  actuel. 
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Il  existe  ensuite  g  autres  lignes  nodales  rectangulaires  sur  ces 
t  cercles.  Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  que,  si  /'  est  tics- 
petit,  l'expression  de  u  se  réduit  à 

(A  sing/3  ■+-  A'cosg/3)  (/*  -  —^  1**»), 

en  négligeant  r**1  et  si  on  l'égale  à  zéro,  on  voit  que  l'on  a  g  lignes 
nodales  passant  par  le  point  dont  la  coordonnée  r  est  nulle  et  que 
chaque  tangente  menée  en  ce  point  à  ces  lignes  fait  avec  la  suivante 

un  angle  égal  à  -•  Il  est  aisé  de  voir  que  ces  lignes  sont  osculatrices 

6 

aux  cercles  |3  ;  mais  comme  A  sing/3  -+-  A'cosg/3  cesse  d'être  en  facteur 
dans  l'expression  de  u,  aussitôt  que  l'on  a  égard  à  re+3,  il  est  évident 
que  ces  lignes  ne  peuvent  se  confondre  avec  ces  cercles. 
Enfin  ces  lignes  nodales  sont  normales  sur  les  cercles 


Pai 


car  nous  pouvons  limiter  la  membrane  à  deux  de  ces  cercles,  et  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  au  n°  7,  ces  lignes  doivent  être  orthogonales 
sur  les  deux  contours. 

Remarquons,  en  terminant,  qu'il  serait  utile,  pour  compléter  cette 
démonstration,  de  prouver  que  ces  g  lignes  qui  se  croisent  au  point 
r  =  o  ne  peuvent  se  rencontrer  en  aucun  autre  point,  et  que  chacune 
d'elles  est  rencontrée  deux  fois  seulement  par  un  des  cercles  compris 
dans  l'équation 

a  =  const.     ou     r  =  const. 


Distribution  de  la  chaleur  dans  des  cylindres  lemniscatiques. 

15.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  mouvement  de  la 
température  dans  une  autre  famille  de  cylindres. 

Si  nous  prenons  l'axe  des  z  suivant  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre,  la  température  V  est  donnée  par  l'équation 

rfJV  ^_  d'Y  _     j<tX 
dx'  dj  :  dt 

12.. 
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et  on  a  pour  la  solution  simple 

m' 

V  =  ue~  J  ' , 

,    .  d-  u  il  -  il  ., 

fi)  — 1 =  —  nr  u 

^    '  dx'  ih' 

Aux  coordonnées  x  et  y,  substituons  les  coordonnées  a  et  |3  données 
par  les  formules 

a  =  log  —  —  =1  ) 

°  <J{x  -f-  c)*  -h  y:  \j{x  —  c)>  -h  y- 

Y  Y 

S  =  arc  tane  — : h  arc  tan» 


x  +  f  "  j; 


qui  ont  été  considérées  par  M.  Lamé  dans  la  XIIIe  leçon  de  ses  Coor- 
données curvilignes,  a  =  const.  désigne  une  famille  de  lemniscates, 
,3  =  const.  une  famille  d'hyperboles  orthogonale  à  la  première.  Par 
le  changement  de  variables,  l'équation  (i)  devient 

il-u         (Pu  _  m'c-L--' 

da.-  dp  ^  y/n-  2e-«cos|3  -+-  e~w 

Si  p  est  un  nombre  négatif,  a  =  p  désigne  une  lemniscate  formée 
d'une  seule  ligne  fermée;  si  p  est  nul,  a  —  o  désigne  la  lemniscate  à 
laquelle  on  donne  particulièrement  ce  nom  et  pour  laquelle  l'origine 
des  coordonnées  qui  est  un  centre  est  aussi  un  point  double.  Enfin  si  p 
est  positif,  a  =  p  représente  deux  lignes  convexes  fermées  qui  sont  sy- 
métriques l'une  de  l'autre  par  rapport,  à  l'axe  des^';  elles  se  réduisent 
à  deux  points  a  =  ce  . 

Nous  allons  employer  l'équation  (2)  à  déterminer  le  mouvement  de 
la  température  dans  le  corps  renfermé  entre  deux  cylindres  indéfinis 
dont  la  base  est  a.  =  p,  lorsque  p  est  de  même  signe  pour  tous  les 
deux. 

1(>.  Résolvons  d'abord  cette  question,  lorsque  p  est  positif.  Comme 
x  =  p  représente  deux  lignes  identiques,  on  a  deux  tuyaux  de  formé 
identique  séparés  l'un  de  l'autre,  et  il  suffit  de  Imiter  celui  qui  est  du 
côté  des  x  positifs.  Toutefois,  pour  faciliter  les  calculs,  il  conviendra 
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de  rétablir  par  la  pensée  le  second  tuyau  ci  d'imaginer,  comme  il  esl 
évidemment  permis,  que  les  températures  sont  les  mêmes  dans  l'un  el 
l'autre  aux  points  symétriques  [x,  y)  et  (—  x,  —y)- 

Si  on  se  reporte  à  l'expression  de  |3  el  qu'on  se  représente  géomé- 
triquement les  deux  arcs  qui  y  entrent,  on  verra  que,  par  le  change- 
ment de  x  et  y  en  —  x  et  —jr,  ces  deux  arcs  ne  se  permutent  pas 
simplement,  mais  qu'ils  prennent  les  valeurs  résultant  de  celte  trans- 
position augmentées  de  n,  en  sorte  que  /3  s'accroît  de  2ît.  Donc,  par 
l'artifice  employé,  u  devient  une  fonction  qui  reste  invariable  quand 
/3  augmente  de  271  et  que  a.  reste  le  même. 

Faisons  dans  l'équation  (2) 

a  =  —  s  ■+-  a, 
et  posons 


cz 

■i 


en  supposant  a  positif  et  par  suite  t  <  1 .  Nous  aurons 

(3)  ~d?  +  7p=~  '»*/_e'.,(i+aTeBcos/3-hî*e-       "■ 

Nous  prenons  pour  la  surface  intérieure  a.  =  a  ou  s  =  o,  el  comme  a 
sera   plus   petit   pour  la   surface  extérieure,   elle  est    représentée   pai 
s  =  b,  b  désignant  une  quantité  positive. 
L'équation  des  lemniscates  est 

{x-  -\-j2  -+•  c-)-  —  ^c2x~  =  c*e~-a=  €*--<>■% 

et  si  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  x  =  c,  y  =  o, 
on  reconnaîtra  que  si  on  fait  tendre  t  vers  zéro  en  regardant  et  ou  / 
comme  fini,  le  système  des  lemniscates  se  change  en  cercles  concen- 
triques. 

Si  les  surfaces  rayonnent  dans  un  milieu  dont  la  température  est 
zéro,  on  remarquera  que  l'élément  de  la  normale  à  la  surface  a  menée 
dans  son  intérieur  a  pour  valeur 

î(ç*«+2e3acos/3  +  eaa)"W=  ~-e£(i+  îreecosÉ  di 

2  v  '  2  ' 
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et  que  si  cet  élément  est  extérieur  à  la  surface,  il  change  de  signe.  On 
en  conclura  que  l'on  a  les  deux  équations  aux  limites  en  faisant  suc- 
cessivement e  =  o  et  s  =  6  dans  l'équation 


ch 


Y e~£(i  -+-  2TeEcos/3  4-  T2e")4  ±flv  =  o, 

et  prenant  le  signe  -+-  dans  le  premier  cas  et  le  signe  —  dans  le  second 
cas  devant  le  dernier  terme. 

Cette  question  se  résoudra  ensuite  d'une  manière  toute  semblable  à 
celle  des  cinq  premiers  numéros.  Ainsi  on  posera 

'i  n  =  U  •+-  U,e  4-  U2s24-  ...; 

on  remarquera  que  l'on  a 

_  j^ 
(i  4-  izcoifi  4-  z-f  '  — 1  +  Q,  z  -+-  Q2z-  -+-.  .  .4-  Q„z"  4- .  . . 

avec 

,         .„        2-4-6.  .  .  2«       ,,  a  n  ,  .   _ 

t-^..3.5...(a.-»-i)Q" =  cosre'3  +  2^  cos("  - 2^ 

H ; LTr—      -^rCOS  (/i    —    4)  fi  4".  .  .  , 

2  (  a  n  —  i  )  (  2  n  —  3)  v  '  ' 

puis  on  en  déduira  le  développement  de 

e2e(i4-  2reecosfi  4-  z2e*z)~  ' 

suivant  les  puissances  de  z.  On  le  portera,  ainsi  que  le  développe- 
ment (4),  dans  l'équation  (3),  et  en  ayant  égard  à  la  condition  pour 
la  limite  s  =  o 

U,(i-h  2tcos/3  -fr)'+//U  =  o, 

on  trouvera  que  toutes  les  fonctions  U,  U,,  U,, .  ..,  s'expriment  au 
moyen  d'une  seule  U,. 

Pour  obtenir  U,,  on  posera  soit 

U,  =  Asingfi  4-  r[a,  sin(g-f-  î)  ]3  4-  bt  sin(g  -  i)fi]  +... 
-I-  t*-'  [ag_,  sin(2g  -  i)  fi  4-  bg_{  sin/3]  +  r^n„  sin  2gj3 
-h?s+'fig+,  sin(2g4-i)fi  -+-..., 
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soit  une  série  semblable  de  cosinus,  et  on  prendra  pour  g  un  nombre 
entier,  puisque  n  a  la  période  271.  U,  Ua,  U;,,...  seront  de  même 
lorine  que  U,,  et  la  dernière  condition  de  limite  déterminera  les  coef- 
ficienls  ri, ,  a.,,...,  b{,  b2,...,  ainsi  que  la  quantité  m. 

17.  Supposons  que  la  surface  intérieure  disparaisse  et  que  le  corps 
soit  un  cylindre  ovoïde  lemniscatique  plein  dont  la  surface  est  entre- 
tenue à  la  température  zéro.  Posons 

x  =  s  4-  a ,     e  6  =  r,      —  =  j , 
et  l'équation  (2)  se  change  en  celle-ci  : 

d'il      .,  llll  d'il  */■•,;  1  r>  •«■-■: 

-—/--+  -r-r+  -—  —  —  m-  f-11  (i-t-  2T/'cosfi  4-  --r-     '  n. 

dr1  tir  dp-  J 

Nous  emploierons  pour  u  la  série 

u  =  Pr^+P,  r*+l  4-  P,  r*+a  — . . . . 

dans  laquelle  g  désigne  un  nombre  entier,  et  nous  substituerons  sou 
expression  ainsi  que  le  développement  de 

(1+  2T/-cos/3  4-  r-r)~2  —  1  4-  rrQ,  4-  r2r2Qs  --  ...4-t"/"Q,,  — ... 

dans  l'équation  précédente.  Le  calcul  se  continuera  comme  aux  nos  S 
et  suivants,  on  sera  conduit  à  des  conclusions  semblables  et  on  pourra 
déterminer  la  constante  m  d'après  la  condition  à  la  surface. 

On  pourrait  aussi  démontrer  que  si  on  fait  vibrer  une  membrane 
dont  le  contour  est  une  lemniscate  ovoïde,  il  se  forme  deux  systèmes 
de  lignes  nodales  orthogonaux  entre  eux  et  que  l'un  de  ces  systèmes 
est  composé  de  lemniscates  dont  l'équation  est  ex  ou  r  =  const. 

18.  Enfin  considérons  un  tuyau  dont  les  deux  surfaces  cylindriques 
ont  pour  bases  des  lemniscates  dont  le  paramètre  a  est  négatif.  Posons 

7.       -  s  —  a,     e  fl=  t,      —  = 

2 
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l'équation  (2)  se  change  en  la  suivante 

d'il         d'il  m'/i'e' 


Ui' 


''P'  y/i  -+-  2Te_îcosp  -I-  x'c~ 


» 


Le  contour  intérieur  sera  représenté  par  £  =  o  et  le  contour  extérieur 
par  :  =  b,  h  étant  positif.  Si  ces  deux  surfaces  sont  entretenues  à  la 
température  zéro,  on  y  aura 

u  =  o; 

si  elles  rayonnent  dans  un  espace  dont  la  température  est  zéro,  on 
aura  sur  ces  deux  surfaces  l'équation 

—  —  <?~  T f  1  -H  2T-e~Ecos|3  -4-  x-e'2ty  ±  Uni  =  o, 

en  prenant  pour  le  signe  ±  le  signe  -+-  sur  la  surface  intérieure  et  le 
signe  —  sur  la  surface  extérieure.  Enfin  u  doit  satisfaire  à  la  condition 
d'avoir  par  rapport  à  |3  la  période  [\7i. 

Nous  avons  vu  jusqu'à  présent  qu'en  faisant  t  =  o,  on  pouvait 
changer  le  système  des  cercles  excentriques  ou  celui  des  lemniscates 
en  cercles  concentriques;  on  peut  reconnaître  qu'il  en  est  encore  de 

même  ici,  pourvu  que  l'on  conçoive  que  ex  2  =  h  reste  fixe. 

Les  équations  précédentes  étant  posées,  la  question  se  résout  d'une 
manière  toute  semblable  à  celle  du  n°  16,  où  l'on  remplacera  dans  U  g 

par-?  g  étant  encore  un  nombre  entier,  parce  que  cette  fonction  doit 

avoir  maintenant  pour  période  ^n  au  lieu  de  in. 

Il  resterait  à  traiter  le  même  problème  pour  le  corps  renfermé  entre 
deux  cylindres  lemniscatiques,  dont  l'un  a  son  paramètre  «  positif  et 
l'autre  ce  paramètre  négatif.  Mais  le  centre  de  la  section  droite,  qui 
a  pour  coordonnées  a  =  o  et  |3  =  n,  fait  alors  partie  du  corps,  et 
en  ce  point  le  second  membre  de  l'équation  (2)  devient  infini;  il  est 
donc  aisé  de  comprendre  que  la  méthode  de  solution  que  nous  avons 
précédemment  employée  cesse  d'être  applicable. 

Mais  il  se  présente  alors  une  autre  difficulté,  et  comme  on  la  ren- 
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coude  aussi  pour  l'équilibre  de  température  de  ce  corps,  c'est  dans 
celte  question  beaucoup  plus  simple  (pie  nous  allons  l'examiner. 

Réflexions  sur  l'équilibre  île  température  des  cylindres  lemnisccitiques. 

lî).  Considérons  l'équilibre  de  température  du  corps  limité  par 
deux  cylindres  a,  en  supposant  toujours  la  température  la  même  sur 
une  parallèle  aux  génératrices,  et  comme  la  question  ne  peut  pré- 
senter de  difficulté  qu'autant  que  les  deux  paramètres  sont  de  signe 
contraire,  examinons  ce  seul  cas. 

L'équation  qui  régit  la  température  se  réduit  à 

,    ,  d'v  ri "■'  v 

Les  deux  surfaces  sont  entretenues  à  des  températures  données  qui 
varient  d'une  génératrice  à  l'autre.  Mais  comme  l'état  du  corps  est  la 
superposition  de  deux  états  dont  chacun  proviendrait  de  la  tempéra- 
ture donnée  sur  une  des  surfaces,  l'autre  surface  étant  à  zéro,  nous 
supposerons  que  la  température  est  zéro  sur  la  surface  intérieure  au 
paramètre  positif  a  =  a",  et  qu'elle  est  égale  à  f[fi)  sur  la  surface 
extérieure  au  paramètre  négatif  u  =  «' . 

On  a  une  solution  de  l'équation  (1)  qui  s'annule  pour  u  =  a"  en 
posant 

(a)  V=^|}(a"-«)](Asin^+  Bcos^); 

£(u)  désigne  en  général  le  sinus  hyperbolique  de  u,  et  n  est  un 
nombre  entier,  afin  que  v  possède  par  rapport  à  /3  la  période  l\v.. 
Ensuite,  pour  satisfaire  à  la  condition  de  la  surface  a  =  «',  on  prend 
la  somme  d'une  infinité  de  ces  expressions  en  posant 


V 


Jyf[^'-' 
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!  A,,  sin  —  -+-  B„  cos  — 
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et  on  détermine,   comme  on  sait,   les  coefficients  A„  et  B„  il  après 

l'équation 


(4) 


2(A.«n2  +  *cc=f)«/tP). 


Telle  semble  être  la  solution  cherchée;  et  cependant  elle  est  inexacte, 
comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître. 

Désignons  par  C  el  C  les  deux  points  dont  le  produit  des  distances 
aux  points  d'une  des  lemniscates  est  constant  et  qui  ont  les  mêmes 
coordonnées,  savoir  :  a  =  co  ,  /3  =  n.  Considérons  deux  points  p  et  p' 
symétriques  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  points  C  et  C,  très- 
voisins  de  la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  C  et  C,  et  supposons, 
de  plus,  ces  deux  points  situés  entre  les  deux  lemniscates  de  contour. 


Pour  ces  deux  points,  la  coordonnée  a  est  la  même  et  la  coordonnée  /3 
est  7:  —  £  pour  p  et  3rc  -4-  £  pour  p',  e  désignant  une  quantité  très- 
petite,  et  il  résulte  de  la  formule  (3)  que  V  aurait  en  général  une 
valeur  fort  différente  pour  les  deux  points  /;  et  p',  tandis  qu'elles  doi- 
vent évidemment  différer  infiniment  peu.  Si  on  considère  au  contraire 
les  deux  points  p  et  q  très-rapprochés  de  la  droite  CC  qui  ont  la 
même  coordonnée  a  et  dont  la  coordonnée  j3  est  n  —  £  pour  l'un  et 
n  -f-  £  pour  l'autre  et  diffère  infiniment  peu,  la  formule  (3)  donnerait 
pour  la  température  de  ces  deux  points  des  valeurs  qui  différeraient 
infiniment  peu,  bien  qu'ils  soient  à  une  distance  finie,  et  cela  quelle 
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que  soil   la   température  f{fi)  «Je  la  surface  extérieure;  ce  qui   est 
impossible. 

20.  Il  reste  à  savoir  d'où  vient  cette  contradiction,  après  que  nous 
avons  satisfait  à  l'équation  (1),  aux  conditions  aux  limites  et  à  la 
condition  voulue  de  périodicité. 

Or,  si  l'on  exprime  l'équilibre  de  température  d'un  cylindre  élé- 
mentaire dont  la  section  droite  est  comprise  entre  deux  courbes  a  et 
deux  courbes  |3  infiniment  voisines,  on  est  bien  conduit  en  général 
à  l'équation  (1);  mais  si  cet  élément  est  situé  sur  la  droite  CC  entre  les 
points  C  et  C,  en  sorte  que  cette  droite  remplace  l'une  des  courbes  |3, 
la  coordonnée  |3  varie  brusquement  pour  des  points  infiniment  voi- 
sins et  l'équation  n'a  plus  lieu  sur  CC.  Toutefois  cette  équation  dis- 
paraissant, il  faut  qu'une  autre  condition  la  remplace.  Or,  sur  la 
droite  CC,  la  coordonnée  ]3  est  à  volonté  n  ou  3;:;  donc  la  condition 
est  que  la  fonction  V  ait  la  même  valeur  pour  toute  valeur  positive 
de  a.  comprise  de  o  à  a",  soit  qu'on  fasse  /3  =  n  ou  |3  =  3rc. 

Cherchons  maintenant  à  obtenir  la  véritable  solution.  Remarquons 
d'abord  qu'il  ne  se  présente  plus  de  difficulté  dans  le  cas  où  la  tempé- 
raturey  (,3)  donnée  sur  la  surface  extérieure  est  symétrique  par  rapport 
au  centre,  et  où  l'on  a 

Dans  ce  cas,  la  série  (4)  qui  exprimer/S)  ne  conserve  que  les  termes 
pour  lesquels  n  est  pair,  et  dès  que  l'équation  (3)  ne  renferme  que  des 
valeurs  paires  de  n,  les  contradictions  que  nous  avons  signalées  tout 
à  l'heure  disparaissent. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  /(/3)  est  une  fonction  qui  a  l^n  pour 
période,  de  sorte  que  l'on  a 

/(13  +  4«)=/(i3), 
et  en  posant 

/(S)  =  /(P) +/(!»*«*)  ^  /(P)-/(P  +  ^)> 

on  décompose /(|3)  en  deux  parties  /,  (|3)  et  f2  (|3),  dont  l'une  reste 
invariable  quand  on  remplace  /3  par  jS  4-  27:,  et  dont  l'autre  change 

i3.. 
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seulement  de  signe.  Donc  l'état  d'équilibre  de  température  du  corps 
est  la  superposition  de  deux  états,  dont  l'un  symétrique  par  rapport  au 
centre  correspond  à  /',  (fi)  et  vient  d'être  examiné,  et  dont  l'autre  cor- 
respondant à  f2(fi)  donne  des  températures  égales  et  désigne  con- 
traire pour  deux  points  symétriques  par  rapport  au  centre. 

Ainsi  cherchons  la  température  V  d'un  corps  en  supposant  qu'elle 
soit  égale  et  de  signe  contraire  pour  deux  points  m  et  m"  symétriques 
par  rapport  au  centre. 

Nous  pouvons  considérer  cet  état  de  température  comme  la  super- 
position de  deux  états  V,  et  V2  ainsi  définis. 

Soient  ni  un  point  quelconque  dans  l'angle  )Ox,  et  ni',  m",  m  les 
trois  points  dont  les  coordonnées  rectilignes  ont  la  même  valeur  ab- 
solue dans  les  trois  autres  angles  de  coordonnées.  i°V,  est  une  fonc- 
tion qui  a  la  même  valeur  en  m  et  m',  des  valeurs  égales  et  de  signe 
contraire  en  m  et  m",  et  en  m  et  m'"  ;  i°  V2  est  une  fonction  qui  a  des 
valeurs  égales  et  de  signe  contraire  en  ni  et  m'  ou  en  m  et  m",  et  la 
même  valeur  en  m  et  m'". 

En  effet,  désignons  V  par  F  (a,  fi);  cette  fonction  satisfait  par  hypo- 
thèse à  l'équation 

(5)  F(«,/3  +  a7r)=-F(a,/5) 

quel  que  soit  |3;  partageons-la  en  deux  parties  de  cette  sorte  : 

(6)  Fia    fl)=  F(g'P)+F(g'a,r-M    |    F(«,p)-F(«,  a7r-pj 

La  première  partie  remplit  les  conditions  de  la  fonction  V,,  et  la  se- 
conde celles  de  la  fonction  V2,  comme  il  résulte  de  (5),  en  observant 
que  si  b  est  la  coordonnée  fi  de  ni,  celles  de  m',  m",  m'"  sont  respecti- 
vement 2  71  —  I),  2  7T  -+-  b,  4/1  —  "b. 

D'ailleurs  pour  examiner  ces  deux  états  de  température,  il  est  clair 
qu'il  faudra  partager  la  température  j  (fi)  relative  à  la  surface  exté- 
rieure en  deux  parties,  d'après  la  formule  (6). 

'21.  L'avantage  que  nous  obtenons  à  considérer  les  deux  états  V, 
et  V5  résulte  de  ce  que,  pour  les  étudier,  il  suffit  de  s'occuper  du 
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quart  du  corps,  et  que  l'équation  (i)  y  est  exacte  < lans  toute  sou 
étendue. 

En  effet,  considérons  le  quart  du  corps  OABEFGD.  La  température  \  , 
est  donnée  sur  ARE  et  DGF  qui  sont  des  parties  des  surfaces  a  =  «" 

et  a  =  «';  elle  est  nulle  sur  OA  el  EF,  et  '-,-r  est  nul  sur  Ol),  en  sorte 

dp 

que  cette  surface  peut  être  regardée  connue  imperméable  à  la  cha- 
leur. Ces  conditions  aux  limites  déterminent  évidemment  la  tempéra- 
ture du  corps  OABEFGD. 

Dans  l'état  V2,  cette  température  est  nulle  sur  OD,  tandis  que  <>\ 
et  EF  peuvent  être  supposés  imperméables  à  la  chaleur. 

Cherchons  la  température  V,.  Désignons  par  <p  (a)  la  température 
inconnue  le  long  de  OD,  on  a 

v        'V  a     &["(*"-«)]    ■       a 
V  ,  =   >   A„  — ± Jsin///5 


>   R« — -, ;— r-s""         —   k  — «     - 

•"  =  '  &  \  ~tl 


n  et  m  désignant  des  nombres  entiers  auxquels  se  rapporte  le  si^nt 
sommatoireN   et  les  coefficients  A  et  R  ayant  pour  valeurs 


A„  =  -  I     J(B)&mnfidfi,     R„,  =  -nr^n  j      <p(°0sinw   *    -  a')<Y<z. 

Donc  les  coefficients  A„  sont  connus,  tandis  que  les  coefficients  R,. 
sont  à  déterminer.  Comme  —  est  nul  pour  B  =  r.  entre  a  =  o  et  a  =  a', 
on  a  entre  ces  limites 


E     -g- 

_  m  77  \   a    —  a   / 

B/n  -s ;  — , rr-  sin 


(7: 


<§< 


—     >    A„  -  //  COSH7T, 
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E  désignant  un  cosinus  hyperbolique;   le  second   membre  de   cette 
équation  est  connu,  et  comme  V,  est  nul  sur  OA,  on  a 


(8)  ^Bmsin/n( 


a  —  «  )  =  o, 


entre  a  =  o  et  a  =  a" .  La  détermination  des  coefficients  B  au  moyen 
de  ces  deux  équations  offre  de  la  difficulté;  mais  pour  résoudre  la 
question  par  approximation,  on  pourra  réduire  ces  deux  séries  à 
leurs  g  premiers  termes,  g  étant  un  nombre  suffisamment  grand;  puis 
diviser  la  ligne  AOD  en  g  -+-  i  parties  égales,  et  on  supposera  que  les 
points  de  division  situés  sur  OD  satisfont  à  la  première  équation,  et  les 
points  de  division  sur  OA  à  la  seconde;  il  en  résultera  g  équations  pour 
déterminer  un  même  nombre  de  coefficients. 

Le  calcul  de  V2  se  ferait  d'une  manière  toute  semblable. 

Le  principal  intérêt  de  ces  dernières  considérations  est  de  prouver 
que  lorsqu'on  transformera  en  coordonnées  curvilignes  les  équations 
aux  différences  partielles  qui  régissent  l'équilibre  et  le  mouvement  de 
la  température  des  corps  ou  leurs  mouvements  vibratoires,  ces  équa- 
tions transformées  pourront  cesser  d'avoir  lieu  sur  certaines  lignes  ou 
certaines  surfaces  de  l'intérieur  de  ces  corps,  et  que  si  on  les  intégrait 
sans  y  prendre  attention,  on  arriverait  à  des  formules  tout  à  fait 
inexactes.  Or,  ces  remarques  n'avaient  pas  encore  été  faites. 
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MÉMOIRE  SUR  LES  LIGNES  SPIRIQl  ES 

(suite); 
Par  M.  DE  LA  GOURAE1UE 


CHAPITRE  II. 

FOYERS. 

Nombre  des  foyers .  —  Foyers  multiples. 

99.  Nous  avons  vu  que  la  spirique  était  de  la  huitième  classe. 
Quatre  des  huit  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  circulaire 
à  l'infini,  sont  représentées  par  deux  asymptotes,  et,  par  suite,  elle 
possède  quatre  foyers  quadruples,  seize  doubles  et  seize  simples.  Les 
foyers  réels  sont  au  nombre  de  six,  deux  quadruples  et  quatre  simples. 
J'appellerai  les  premiers  foyers  singuliers  (n°  18),  et  les  autres  foyers 
ordinaires. 

La  détermination  des  foyers  singuliers  ne  présente  aucune  difficulté. 
On  trouve  que  ces  points  coïncident  avec  les  foyers  communs  aux  trois 
coniques  déférentes.  Ce  résultat  est  une  conséquence  immédiate  du 
théorème  établi  au  n°  18. 

Considérations  générales  sur  les  foyers  simples. 

100.  Les  quatre  intersections  d'une  conique  déférente  avec  le  cer- 
cle d'inversion  qui  lui  correspond  sont  des  foyers  ordinaires  (n°47). 
Nous  trouvons  ainsi  immédiatement  douze  foyers  répartis  en  trois 
groupes.  Quatre  des  intersections  réciproques  des  tangentes  qu'on 
peut  mener  à  la  spirique  des  points  circulaires  sont  d'ailleurs  sur  son 
axe;  elles  complètent  le  nombre  des  seize  foyers  simples. 

11  est  nécessaire  de  déterminer  les  foyers  simples  pour  connaître  le* 
situations  relatives  des  déférentes  et  des  cercles  d'inversion,  et  voir 
quelle  est  la  forme  de  la  spirique. 
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101 .  Soient  «,,  u2,  u3,  uk  les  abscisses  des  foyers  sur  l'axe.  Les 
droites  dirigées  de  ces  points  aux  points  circulaires  à  l'infini  se  coupent 
aux  autres  foyers.  Les  coordonnées  des  foyers  de  l'un  des  groupes  sont, 
par  conséquent, 


II,     ■+-     II, 
1 


H       -\-    H, 

y=  — • 

V-i;         ly=±    — —  v-f. 


Si  u,  et  u2  sont  des  longueurs  imaginaires  conjuguées,  les  foyers  qui 
ont  pour  coordonnées 


seront  réels.  D'où  il  suit  que  les  joyers  réels  Itors  de  l'axe  sont  les 
points  figuratifs  des  joyers  iinagi/iaires  sur  l'axe  (n°  15,  3°).  L'étude 
des  foyers  sur  l'axe  nous  fera  donc  connaître  toutes  dispositions  que 
peuvent  prendre  les  foyers  réels  de  la  spirique. 

102.  Les  quatre  foyers  déterminés  par  l'équation  (i)  sont  sur  un 
cercle  d'inversion;  mais,  d'après  les  propositions  démontrées  aux 
noa  21-24,  les  points  figuratifs  de  quatre  points  imaginaires  en  ligne 
droite  sont  sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  les  points  doubles  de  l'in- 
volution  quadratique  déterminée  par  les  deux  couples  de  points 
conjugués  imaginaires.  Les  sommets  et  les  foyers  sur  l'axe  ont  donc 
les  mêmes  centres  d'inversion. 

Cette  proposition  estime  conséquence  du  théorème  dun°47,  mais 
comme  elle  a  beaucoup  d'importance,  je  l'établirai  plus  loin  directe- 
ment. 

Foyers  sur  l'axe. 

105.  Je  vais  maintenant  me  proposer  de  déterminer  les  foyers  que 
la  spirique  possède  sur  son  axe.  Considérons  la  courbe  représentée  par 
l'équation 


■      :  y-y  —  [±px(x-  +  y-)  -+-  qx'1  +  ry-  -+-  sx 


■+-  t .=  o. 
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Si  «est  l'abscisse  d'un  foyer  sur  Taxe,  les  deux  droites 


'  •  -    u  ±:  j  '  v ■  —  i  =  o 

seront  tangentes  à  la  courbe,  et,  par  suite,  l'équation  (2)  pourra  être 
mise  sous  la  forme 

(3        [{x—  ")a  -*-J2](^2+J2+  ax  -+-  jS)  -t-  (yx  +  c?)2  =  o. 

Égalant  les  coefficients  des  termes  semblables  dans  les  équations    2 
et  (3)  développées,  j'obtiens 

1  u  —  a  =  f\  p,     u2  —  2  au  ■+-  /3  +  y2  =  g, 

m2  +  |3  =  r,     a«!  —  aj3«  h-  2yc?  =  s, 

/3«'+  t?2=  /. 

L'élimination  de  a,  (S,  7  et  c?  entre  ces  cinq  équations  donnera  la 
valeur  de  u. 

Faisant  d'abord  disparaître  a  et  /3,  on  trouve 

■y2  =  4"2  —  8/jm  -t-  7  —  /',     7c?  =  -  2M3  +  2p«2  -+-  /'»  -(-  ■ 


1 


â2  =  u''  —  ru2  ■+-  t . 
Il  est  très-facile  d'éliminer  yel  â.  On  a,  après  quelques  réductions, 
(  (q  —  r  —  4/?2)«*  -4-  2(j  -1-  2pr)u3 

(Il  )  .s- 

■    y   |        -4-  (4<  —  2/w  —  «yr)»2  —  (5/'-+-  8/^)«  -f-  (ry  —  /*)«--  -g  =  o. 

Nous  trouvons  pour  u  quatre  valeurs,  comme  cela  devait  être. 

104.  D'après  cette  équation,  le  centre  des  moyennes  distances  des 
foyers  a  une  abscisse  égale  à  la  valeur  trouvée  pour  e  au  n°  65.  Il  ré- 
sulte de  là  que  le  point  équatorial  est  le  centre  des  moyennes  distances 
des  foyers  sur  l'axe. 

Quand  le  point  équatorial  s'éloigne  à  l'infini,  un  des  foyers  disparaît 
avec  lui.  On  voit  ainsi  que  la  cartésienne  n'a  sur  son  axe  que  trois  foyers 
à  distance  finie. 
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HK>.  Il  nous  sera  utile  d'avoir  l'équation  aux  foyers  en  fonction 
des  coefficients  de  l'équation  aux  sommets,  et  de  l'abscisse  du  point 
équatorial. 

L'équation  (5)  du  n"  65  donne 

?.{e-  p) 

En  portant  cette  valeur  dans  (4),  on  trouve,  après  quelques  ré- 
ductions, 

(8p3  —  2pq  —  s)  /<'  +■  [!\/>'~s  —  Spt  —  i/s)  ir  ■+■  (  1 6p't  —  s'2)  u 

,;  r  <r\ 

\e    [op3  —  2/K/  —  s)u3  H-  [ps  —  2p-(/  —  2t  +  — J  u 

qs 


[\pt  —   Lip-S-h  —  j  U  +  (g   --  2/?2n       =o. 

5z  /«  spirique  se  déforme  de  manière  que  ses  sommets  soientjixes  et 
le  point  équatorial  mobile,  les  foyei  s  sur  l 'axe formeront  une  involution . 

1 06.  Quand  e  est  infini,  les  valeurs  de  u  sont  égales  à  celles  de  ) 
données  par  l'équation  (6)  du  n"  5,  et,  par  suite,  les  centres  d'inver- 
sion des  foyers  sont  également  les  centres  d'inversion  des  sommets. 

Si  l'on  suppose  e  égal  à  p,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

"'  —  (\pu3  -+-  <]'*"  -+-  su  +  t  =  o, 

et,  par  suite,  les  foyers  coïncident  avec  les  sommets.  Nous  trouvons 
ainsi  d  une  nouvelle  manière  lé"  théorème  établi  au  n"  102.  On  peut 
l'énoncer  comme  il  suit  : 

Les  quatre  sommets  et  les  quatre  foyers  que  la  spirique  possède  sur 
\t»t  axe  forment  deux  groupes  d'une  involution  spéciale  du  quatrième 
ordre ,  dont  les  centres  d'inversion  sont  aux  points  où  les  axes  des  tores 
qui  passent  par  la  spirique  rencontrent  son  axe.  de  symétrie. 

li  résulte  de  là  qu'un  groupe  de  foyers  hors  de  l 'axe  jouit  des  pio- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  107 

priâtes  d'un  groupe  de  point*,  figuratifs  d'une  involution  spéciale  com- 
plète (nos  21-24). 

107.  Deux  cercles  quelconques  forment  une  spirique  dans  laquelle 
la  ligne  des  centres  est  Taxe  de  symétrie  (  11"  6(iy.  L'intersection  de  la 
sécante  commune  des  cercles  avec  la  ligne  de  leurs  centres  e^l  le  point 
équatorial  de  la  spirique,  et  aussi  le  point  central  O'  de  l'involution 
quadratique  déterminée  par  les  deux  couples  de  points  a,  et  a.,,  a ,  cl  il ■ 
où  les  cercles  rencontrent  l'axe.  Les  foyers  ordinaires  se  confondent 
deux  à  deux  aux  points  doubles  e'  et  f  de  l'involution  composante 
dont  O'  est  le  centre.  Les  foyers  singuliers  réels  sont  les  centres  des 
cercles  qui  forment  la  spirique,  c'est-à-dire  les  milieux  des  segments 
a,  a2  et  a3  a,. 

Deux  des  déférentes  sont  les  coniques  qui  ont  leurs  foyers  en  ces 
points  milieux  a,2  et  a3i,  et  qui  passent  par  les  points  d'intersection 
des  deux  cercles.  La  troisième  déférente  se  réduit  aux  points  ai2  et  aik 
(n°52). 

Les  cercles  d'inversion  qui  correspondent  aux  deux  premières  défé- 
rentes touchent  ces  courbes  aux  points  d'intersection  des  i\euii.  cercles. 

Si  l'on  suppose  les  sommets  fixes  et  le  point  équatorial  mobile,  on 
a  un  faisceau  de  spiriques  qui  comprend  trois  systèmes  de  deux  cercles. 
Dans  chacun  d'eux  le  point  équatorial  coïncide  avec  un  centre  d  in- 
version. 

108.  Il  est  facile  d'avoir  l'équation  d'une  spirique  quand  on  connaît 
les  positions  des  centres  d'inversion,  du  centre  G  des  moyennes  dis- 
tances, et  du  point  équatorial. 

L'origine  étant  un  point  quelconque  de  l'axe,  j'appelle  e  et  p  les  ab- 
scisses du  point  équatorial  et  du  centre  G,  et  je  regarde  comme  connus 
les  coefficients  de  l'équation 

(  7)  ax"  -f-  bjc-  -+-  ex  -+-  <(  =  o, 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  centres  d'inversion. 

Les  abscisses  des  sommets  sont  données  par  l'équation  (8)  du  n°  i, 

.4.. 
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(jui,  ordonnée  par  rapport  à  x,  devient 

\bp  -4-  c      „  ,  cp  ■+-  id  titidp  —  (c2  - 

— .T-  —  h  — X  — —  O. 


xs  - 

-  kpx* 

— 

2  — : 

1 

If 

On 

a  donc 

q-- 

2 

=  —  i  - 

bP 

+  c 

J'obtiens  r  en  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  (5)  du  n°  65  : 

2 ne  p-  -\-{ibe  -+-  c)p  -\-{ce  -4-  id) 


1=2 


a(p  —  e) 

L'équation  cherchée  est,  par  conséquent, 


f'p  +   '  a 


X 


(x-  -t-jr2)2  -  kpx{x-  +  J2)  -  2  — - 
„  laep1  ■+■  {'ibc  +  r)/;  -4-  (ce  +  •>.</,       ., 

f  ,  cp  -+-  id  4  atlP  —  W —  ibd) 

—  4  - —  -x  —  - — —  -  =  o. 


Spiriques  homofocales  [']. 

109.  Si  l'on  donne  les  quatre  foyers  sur  l'axe,  ou,  plus  générale- 
ment, quatre  foyers  situés  sur  un  même  cercle,  l'équatoriale  et  les 
cercles  d'inversion  seront  déterminés,  mais  les  sommets  pourront  être 
placés  sur  l'un  quelconque  des  groupes  de  l'involution  spéciale  à  la- 
quelle les  foyers  appartiennent  directement  ou  comme  points  figuratifs. 
Nous  aurons  ainsi  un  système  de  spiriques  homofocales,  c'est-à-dire 
possédant  les  mêmes  foyers  ordinaires. 

Pour  que  l'équation  (8)  représente  un  système  de  spiriques  horao- 


[*]  Plusieurs  des  résultais  contenus  dans  ce  paragraphe  ont  déjà  été  établis  poul- 
ies courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points  doubles  à  l'infini  sur  un  cercle, 
mais  je  présente  la  théorie  des  spiriques  homofocales  en  la  rattachant  aux  propriétés 
de  l'involution  spéciale,  ce  qui  est  utile  pour  que  les  propositions  puissent  plus  tard 
servir  facilement  dans  la  discussion  générale. 
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locales,  il  suffit  d'y  considérer/;  comme  variable.  Ce  paramèlre  s'élève 
à  la  seconde  puissance  lorsqu'on  l'ait  disparaître  les  dénominateurs,  et, 
par  suite,  il  passe  par  tout  point  du  plan  deux  spirîques  homofocah  s  à 
une  spiri(jite  donner. 

1 10.  Nous  avons  vu  au  n°  95  que  quand  les  points  E  et  G  coïnci- 
dent, l'équation  de  la  spirique  donne  deux  l'ois  l'axe  de  symétrie  et 
deux  fois  la  droite  de  l'infini.  On  peut  le  reconnaître  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (8)  en  y  supposant  p  égal  à  e.  Ce  système  de  droites  satisfait  a 
la  définition  de  la  spirique,  mais  par  lui-même  il  n'est  pas  de  la  même 
classe  que  cette  courbe. 

p  et  e  étant  égaux,  les  foyers  coïncident  avec  les  sommets.  Les  droites 
perpendiculaires  à  l'axe  menées  par  les  sommets  d'une  spirique  lui  sont 
tangentes.  Il  y  a  donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux  tangentes  dis- 
tinctes à  chaque  sommet,  d'abord  l'axe  qui  est  la  spirique  elle-même, 
puis  sa  perpendiculaire.  11  réstdte  de  là  que  toute  droite  passant  a 
un  sommet  est  une  tangente.  En  résumé,  la  courbe  se  transforme  en 
un  système  du  genre  de  ceux  que  M.  Chasles  a  appelés  êtres  géomé- 
triques (Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
22  avril  1 867).  Elle  est  représentée  par  deux  fois  la  ligne  de  l'infini, 
deux  fois  l'axe  de  symétrie  et  quatre  points  situés  sur  cet  axe.  Ces 
points  sont  à  la  fois  foyers  et  sommets;  on  doit  tegarder  comme  tan- 
gentes toutes  les  droites  qui  y  passent. 

Cette  transformation  est  analogue  à  celle  qui  a  lieu  pour  les  coni- 
ques quand  leurs  foyers  réels  coïncident  respectivement  avec  deux 
sommets.  Le  contact  avec  la  courbe  du  cercle  de  rayon  nul  qui  a  son 
centre  au  foyer  cesse  alors  d'être  idéal. 

Les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  ont  déjà  été  obte- 
nus au  n°  87  par  des  considérations  différentes. 

111.  Quand  le  centre  G  des  moyennes  distances  est  à  l'infini,  l'é- 
quation (8)  devient 

(9)  ax(x-  -+-  jA)  -+-  bx2  —  eaj1  -+-  ex  -+-  d  =  o. 

La  spirique  se  décompose  en  une  cubique  circulaire  et  la  droite  de 
l'infini. 
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Tout  système  de  spiriques  homnfocales  contient  une  cubique  circu- 
laire. L'asymptote  réelle  de  cette  courbe  est  l'e'quatoriale  commune  des 
spiriques. 

Je  consacrerai  un  Chapitre  à  l'élude  de  la  cubiqjie  circulaire  douée 
d'un  axe. 

3  12.  Je  vais  maintenant  supposer  que  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances coïncide  avec  le  centre  d'inversion  O'.  Je  prends  ce  point  pour 
origine,  alors/;  et  f/sont  nuls,  et  l'équation  (8)  devient 

v  ,      •,  ,    .,  r  c       .,  c2 

io)  (x-  -h  Y  }~  —  2  -  x  -  —  2  -  y  H =  o. 

Elle  représente  Aeux  fois  un  cercle  qui  a  son  centre  en  O'  et  qui  est 
nécessairement  le  cercle  e'J',  car  le  point  G  étant  en  O',  les  sommets 
doivent  être  réunis  deux  à  deux  aux  points  e'  <?xf. 

Les  trois  cercles  d'inversion  d'un  système  de  spiriques  homojocales 
font  partie  de  ce  système. 

J'aurais  à  présenter  ici  des  observations  analogues  à  celles  du  n°  i  10; 
je  me  borne  à  dire  que  la  spirique  n'est  pas  remplacée  par  un  cercle 
double,  mais  par  un  être  géométrique  composé  de  deux  arcs  doubles 
limités  aux  foyers.  M.  Crofton  a  déjà  signalé  cette  circonstance  à  la 
Société  Mathématique  de  Londres  dans  sa  séance  du  a3  mai  1867. 

Si  deux  des  foyers  situés  sur  le  cercle  étaient  imaginaires,  la  spirique 
serait  représentée  par  un  seul  arc  double  réel  limité  aux  deux  autres 
foyers. 

115.  Il  est  bien  connu  que,  dans  un  système  de  courbes  homofo- 
cales  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points  à  l'infini  sur  un  cercle,  les 
rencontres  se  font  à  angle  droit  [*].  Je  vais  donner,  de  ce  théorème, 
une  démonstration  purement  géométrique.  Je  ne  considérerai  que  des 
spiriques. 

Soient  un  cercle   C  et  sur  ce  cercle  quatre  foyers  communs  à  un 

[*]   Voir  l'article  déjà  cité  île  M.  Bertrand. 
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système  île  spiriques.  Je  prends  sur  le  plan  un  point  quelconque  M,  et 
je  détermine  le  point  M'  qui  est  son  réciproque  par  rapport  au  cercle  C. 
J'appelle  V  l'axe  radical  commun  au  cercle  C  et  aux  cercles  de  rayon 
nul  qui  ont  respectivement  leurs  centres  en  M  et  en  M'. 

On  obtient  le  système  général  des  spiriques  qui  oui  pour  foyei 
quatre  points  donnés  sur  le  cercle,  en  prenant  pour  déférentes  les 
coniques  qui  passent  par  ces  points;  deux  d'entre  elles  touchent  V  en 
des  points  E  et  F.  Les  cercles  qui  ont  pour  centre  E  el  F,  et  qui  sont 
orthogonaux  à  C,  touchent  en  M  et  eu  M'  chacun  une  spirique  du  sys- 
tème (n°  40).  Il  faut  prouver  que  ces  cercles  sont  à  angle  droit. 

Les  coniques  coupent  V  en  des  couples  de  points  qui  forment  une 
involution  dont  E  et  F  sont  les  points  doubles;  ces  points  sont  donc 
conjugués  par  rapport  au  cercle  C  qui  est  une  des  coniques.  Si  de  I 
comme  centre,  on  décrit  un  cercle  orthogonal  à  C,  la  sécante  commune 
à  ce  cercle  et  à  C  passera  par  F,  et  ce  point  sera  le  centre  d'un  troi- 
sième cercle  qui  coupera  ceux-ci  à  angles  droits  Le  théorème  est  don< 
démontré. 

Propriétés  vectoriales  des  joj  ers. 

114.  M.  Salmon  a  établi  (Higïier  plane  ctirves)  que,  dans  les  lignes 
du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points  doubles  à  l'infini  sur  un  cer- 
cle, il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  à  trois  des  quatre  foyers  situés  sur  un 
même  cercle.  Il  importe,  par  suite,  de  savoir  dans  quel  cas  les  foyers 
réels  d'une  spirique  appartiennent  à  un  seul  cercle. 

Si  les  sommets  sur  l'axe  sont  tous  réels  ou  tous  imaginaires,  les  trois 
centres  d'inversion  sont  réels  et  les  quatre  foyers  réels  se  trouvent  sur 
l'axe  ou  sur  un  même  cercle  (n°  15). 

Quand  deux  des  sommets  sur  l'axe  sont  imaginaires,  deux  centres 
d'inversion  sont  également  imaginaires.  Deux  des  foyers  réels  sont 
alors  sur  l'axe;  les  autres  se  trouvent  sur  le  seul  cercle  d'inversion  qui 
soit  réel  (  n°  16). 

Lorsque  deux  sommets  sur  l'axe  coïncident  en  un  point  O.,,  deux  des 
centres  d'inversion  sont  en  02,  et  le  troisième  est  nécessairement  un 
point  réel  O'".  Deux  foyers  réels  sont  en  O,  ;  les  deux  autres  se  trouvent 
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sur  le  cercle  d'inversion  dont  le  centre  est  O   ou  sur  l'axe,  suivant  que 
le  point  équatorial  est  ou  n'est  pas  sur  le  segment  O,  ()'"  (n°  17). 

Quand  la  spirique  a  un  rehroussement,  le  point  de  rebrousseinent 
représente  trois  foyers;  le  quatrième  foyer  est  sur  l'axe.  Dans  ce  cas  les 
propriétés  vectoriales  disparaissent. 

11."».  La  cartésienne  a  son  point  équatorial  et  un  de  ses  foyers  à  l'infini; 
ses  autres  foyers  sur  l'axe  coïncident  avec  les  centres  d'inversion.  Si  la 
courbe  n'a  sur  l'axe  que  deux  sommets  réels,  deux  centres  d'inversion 
seront  imaginaires  et  leurs  points  figuratifs  seront  des  foyers  réels.  Les 
propriétés  vectoriales  par  lesquelles  on  a  coutume  de  définir  l'ovale  de 
Descartes  n'existent  plus  dans  ce  cas,  ou  du  moins  on  ne  les  retrouve 
qu'en  considérant  des  points  et  des  coefficients  imaginaires. 

Transformation  d'une  spirique. 

116.  Si  l'on  fait  éprouvera  une  spirique  une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  on  aura  une  ligne  du  quatrième  ordre 
a\  ant  deux  points  doubles  à  l'infini  sur  un  cercle.  Les  foyers  ordinaires 
des  deux  courbes  se  correspondront,  car  ce  sont  les  centres  de  cercles 
de  rayon  nul  et  bitangents. 

Lorsque  le  pôle  coïncide  avec  un  foyer  ordinaire,  la  transformée  est 
une  nouvelle  spirique  ayant  un  foyer  à  l'infini,  c'est-à-dire  un  ovale  de 
Descartes.  Ce  résultat  a  été  signalé  par  M.  Mannbeim  [Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  XLe  cabier,  p.  74),  et  par  M.  Darboux  (Nou- 
velles annales  de  Mathématiques,  1864,  p.  162). 

Quand  le  pôle  de  transformation  est  à  un  sommet,  on  a  une  cubique 
circulaire  douée  d'un  axe;  s'ilse  trouve  à  l'intersection  de  deux  cercles 
d'inversion,  on  obtient  une  spirique  à  centre. 
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CHAPITRE  III. 

ESSAI     DUNE    CLASSIFICATION     DES    SPIRIQUES. 

Observations  g énérales . 

117.  Les  théorèmes  que  j'ai  établis  dans  les  Chapitres  précédents 
permettent  de  discuter  les  formes  et  les  propriétés  spéciales  des  spiri- 
ques.  Je  me  bornerai  à  énoncer  les  résultats  pour  les  différents  genres; 
je  réserverai  d'ailleurs  pour  des  Chapitres  spéciaux  trois  variétés  sur 
lesquelles  je  devrai  présenter  quelques  considérations  spéciales  :  ce 
sont,  la  cubique  circulaire  douée  d'un  axe,  la  spirique  à  point  double 
et  la  spirique  à  centre.  J'ai  déjà  dit  (n°  98)  que  les  formules  précé- 
demment obtenues  ne  conviennent  pas  toutes  à  la  spirique  qui  a  un 
centre;  il  faut  aussi  prendre  quelques  précautions  quand  on  veut  les 
appliquer  aux  deux  autres  variétés  que  je  viens  d'indiquer. 

Les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  étant  toujours  réelles 
quand  les  tores  d'un  couple  sont  réels  (n°  95),  je  ne  m'occuperai 
d'elles  que  dans  le  cas  où  tous  les  tores  seraient  imaginaires. 

La  forme  d'une  spirique  est  facilement  déterminée  quand  on  con- 
naît le  genre  de  l'une  des  coniques  déférentes,  et  sa  position  par  rap- 
port au  cercle  d'inversion.  Il  est  essentiel  de  savoir  en  combien  de 
points  la  conique  rencontre  le  cercle;  ces  points  sont  des  foyers  ordi- 
naires de  la  spirique,  et  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  qu'il 
est  très-aisé  de  les  obtenir  lorsque  les  centres  d'inversion  et  le  point 
équatorial  sont  donnés. 

§  I.  —    Les  quatre  sommets  sur  Vaxe  sont  réels  et  distincts. 

1 18.  Les  trois  centres  d'inversion  sont  réels,  distincts  et  situés  d'un 
même  côté  du  centre  G  des  moyennes  distances.  Les  prenant  dans  l'or- 
dre où  ils  sont  rangés  à  partir  de  ce  centre,  je  les  appelle  O',  O",  O'". 
Le  cercle  d'inversion  O"  est  imaginaire  (n°  15). 

Suivant  que  le  point  équatorial  est  en  dehors  du  segment  GO"  ou 

Tome  XIV  (j«  série).  —  Mars  1869.  I  5 
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sur  ce  segment,  on  a  deux  ovales  dont  un  contient  l'autre,  ou  deux 
ovales  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Il  y  a  ainsi  lieu  de  distinguer  deux 
genres  différents.  Lorsque  le  point  équatorial  est  en  O"  ou  en  G,  on  a 
deux  formes  de  transition,  qui  doivent  être  considérées  comme  des  es- 
pèces distinctes. 

Premier  genre.  —  Deux-  ovales  dont  un  contient  Vautre. 

119.  Indépendamment  des  sommets  réels  sur  l'axe,  chaque  ovale 
en  possède  deux  sur  le  cercle  O'".  Tous  les  autres  sommets  sont  ima- 
ginaires. 

On  est  conduit  à  reconnaître  cinq  espèces,  suivant  la  position  du 
point  équatorial. 

Première  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  du  côté  du  centre  G  op- 
posé à  celui  où  sont  les  centres  d'inversion. 

Les  six  tores  sont  réels;  les  foyers  singuliers  se  trouvent  en  dehors 
de  l'axe  de  symétrie.  Les  foyers  ordinaires  sont  sur  l'axe. 

Les  coniques  déférentes  sont  des  ellipses.  Le  cercle  d'inversion  O'  est 
dans  l'intérieur  de  la  conique  V  ;  le  cercle  O"  se  trouve  à  l'extérieur 
de  Y'". 

Deuxième  espèce.  —  Quand  le  point  équatorial  est  à  l'infini,  la 
courbe  est  une  cartésienne. 

Troisième  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  au  delà  du  centre  O'". 

Les  six  tores  sont  imaginaires,  et  les  tangentes  doubles  perpendicu- 
laires à  l'axe  réelles. 

Les  déférentes  sont  des  ellipses  dont  les  foyers  se  trouvent  sur  l'axe 
de  symétrie,  et  qui  ont,  par  rapport  aux  cercles  d'inversion,  les  mêmes 
positions  relatives  que  dans  la  première  espèce. 

Les  foyers  ordinaires  sont  sur  l'axe. 

Quatrième  espèce.  —  Le  point  équatorial  coïncide  avec  le  centre  O'". 

La  spirique  est  remplacée  par  le  système  de  deux  cercles  dont  un 
contient  l'autre  (n°  108). 

Cinquième  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  entre  O"  et  O'". 

Les  tores  sont  imaginaires. 

Les  coniques  déférentes  ont  leurs  foyers  sur  l'axe  de  symétrie.  La 
première  T'est  une  ellipse  qui  contient  le  cercle  O';  la  seconde  T"  est 
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(■■gaiement  une  ellipse.  Pour  la  troisième  F",  on  trouve  une  hyperbole 
dont  une  branche  rencontre  en  quatre  points  le  cercle  ()'". 
Les  quatre  foyers  ordinaires  sont  sur  ce  cercle. 

120.  Constructions  pour  distinguer  les  cinq  espèces.  —  Une  spirique 
composée  de  deux  ovales  dont  un  contient  l'autre  étant  tracée,  et  l'axe 
de  symétrie  étant  connu,  on  déterminera  sans  difficulté  les  points  O', 
O",  O",  G,  et  les  sommets  que  la  déférente  Y'  possède  sur  l'axe  de  sy- 
métrie. 

Une  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par  O'  rencontrera  la  spirique 
en  quatre  points  réels,  et  on  verra  immédiatement  comment  ils  doi- 
vent être  réunis  en  couples  par  rapport  au  cercle  d'inversion  O'.  Em- 
ployant alors  la  construction  exposée  à  la  fin  du  n°  40,  on  obtiendra 
les  droites  parallèles  à  l'axe  de  symétrie  qui  touchent  la  déférente  r"  : 
elles  font  connaître  les  quatre  sommets  de  cette  ellipse.  On  détermi- 
nera ensuite  la  position  du  point  équatorial  par  un  tracé  facile  déduit 
de  la  formule  (20)  du  n°  85. 

On  peut  appuyer  la  construction  sur  le  point  O",  car  la  perpendi- 
culaire à  l'axe  élevée  par  ce  centre  rencontrera  toujours  la  courbe  en 
quatre  points  réels. 

Le  point  équatorial  étant  connu,  on  saura  à  quelle  espèce  appar- 
tient la  courbe. 


Deuxième  genre.  —  Deux  ovales  extérieurs  l'un  à  Vautre  et  traversés 

par  l'axe  de  symétrie. 

121.  Les  six  tores  tont  imaginaires.  Les  foyers  singuliers  de  la  spi- 
rique sont  sur  l'axe  de  symétrie. 

Chaque  ovale  possède  quatre  sommets,  deux  sur  l'axe  et  deux  sur  le 
cercle  O'. 

Première  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  entre  O'  et  O". 

Les  deux  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  sont  réelles. 

La  première  déférente  est  une  ellipse  qui  coupe  le  cercle  O'  en 
quatre  points;  les  deux  autres  sont  des  hyperboles.  La  troisième  F 
contient   le   cercle   d'inversion   O"   dans   la    concavité  d'une    de   ses 
branches. 

■  5.. 
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Deuxième  espèce.  —  Lorsque  le  point  équatorial  est  en  0',  la  spi- 
rique  est  formée  de  deux  cercles  extérieurs  l'un  à  l'antre. 

Troisième  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  entre  G  et  O'. 

Les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  sont  imaginaires.  Les 
foyers  ordinaires  se  trouvent  sur  l'axe. 

Les  trois  déférentes  sont  des  hyperboles.  La  première  est  telle,  que 
le  cercle  d'inversion  O'  se  trouve  entre  ses  deux  branches.  Les  deux 
antres  Y"  et  V"  sont  disposées  comme  pour  la  première  espèce. 

122.  Constructions  pour  distinguer  les  trois  espèces.  —  On  déter- 
minera comme  au  n"  120  les  points  O',  G  et  les  sommets  que  V  pos- 
sède sur  l'axe  de  symétrie,  puis  on  construira  une  des  tangentes  de 
cette  conique  (n°-40).  Suivant  que  cette  tangente  passera  en  dehors 
des  sommets  de  I",  à  l'un  d'eux,  ou  entre  eux,  la  déférente  r"  sera  une 
ellipse,  deux  points  ou  une  hyperbole,  et  la  spirique  appartiendra  à  la 
première,  à  la  seconde  ou  à  la  troisième  espèce. 

Transitions  du  premier  genre  au  second  genre. 

123.  Première  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  en  O". 

La  courbe  se  décompose  en  deux  cercles  qui  se  coupent  aux  mêmes 
points  réels  e"  et  <p"  que  les  cercles  O'  et  O'"  (n°  15),  et  qui  sont 
orthogonaux  au  cercle  imaginaire  O". 

Deuxième  espèce.  —  Le  point  équatorial  coïncide  avec  le  centre  G. 

La  courbe  est  remplacée  par  un  être  géométrique  formé  d'une  droite 
double  et  de  quatre  points  situés  sur  elle  (nos  95  et  110). 

§  IL   —   Les  quatre  sommets  sur  L'axe  sont  imaginaires. 

12i.  Les  trois  centres  d'inversion  sont  réelset  distincts.  L'un  d'eux 
O'  est  d'un  côté  du  centre  G  des  moyennes  distances;  les  deux  autres 
O"  et  O"  de  l'autre  côté. 

Suivant  que  le  point  équatorial  est  sur  le  segment  GO"  ou  en  dehors 
de  ce  segment,  la  spirique  se  compose  de  deux  ovales  ou  est  imagi- 
naire. 
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Premier  genre.  —  Deux  ovales  situés  de  pari  et  d'autre  de  l'axe 

de  symétrie. 

1*21).  Le  point  équatorial  est  sur  le  segment  GO". 

Les  deux  tores  dont  les  axes  se  croisent  en  0'  sont  réels;  les  quatre 
antres  imaginaires. 

Les  foyers  singuliers  se  trouvent  hors  de  l'axe  de  symétrie.  La  défé- 
rente T'  est  une  ellipse  qui  coupe  le  cercle  O'  en  quatre  points.  Les 
deux  autres  déférentes  sont  des  hyperboles  :  T'"  ne  rencontre  pas  le 
cercle  O". 

Chaque  ovale  a  quatre  sommets,  deux  sur  le  cercle  O'  et  deux  sur 
le  cercle  O". 

Second  genre.  —  Spirique  imaginaire. 

126.  On  est  conduit  à  distinguer  sept  espèces  suivant  la  position  du 
point  équatorial  par  rapport  aux  centres  d'inversion  et  au  point  G.  Il 
serait  peu  intéressant  de  reproduire  en  détail  tout  ce  qui  concerne  ces 
espèces. 

Les  tores  dont  les  axes  passent  par  les  points  O"  et  O"  sont  imagi- 
naires; mais  ceux  qui  correspondent  au  centre  O'  sont  réels  quand  le 
point  équatorial  est  au  delà  de  O'".  On  les  trouve  réduits  à  des  cercles 
quand  ce  point  est  en  O"  (n°  91  ). 

La  déférente  T"  est  toujours  imaginaire.  Chacun  des  deux  autres 
est  une  ellipse  située  dans  l'intérieur  du  cercle  d'inversion,  ou  une 
ellipse  imaginaire,  ou  une  hyperbole  dont  chaque  branche  rencontre 
le  cercle  d'inversion. 

Transitions  entre  les  deux  ge?ires. 

127.  Première  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  en  G.  La  courhe 
est  remplacée  par  un  être  géométrique. 

Seconde  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  en  O".  La  partie  réelle 
de  la  courbe  ne  se  compose  que  de  deux  points.  Les  tores  du  second 
couple  sont  réels,  mais  réduits  à  des  cercles. 

Les  foyers  singuliers  sont  hors  de  l'axe, 
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*j   II f.  Deux  des  quatre  sommets  sur  l'axe  sont  réels  et  les  deux 

autres  imaginaires. 

lliS.  La  courbe  a  sur  son  axe  un  centre  d'inversion  réel  O',  et  deux 
sommets  réels  situés  d'un  même  côté  de  ce  point.  Les  centres  d'in- 
version O"  et  O"  sont  imaginaires,  ainsi  que  les  déférentes  et  les  tores 
qui  leur  correspondent.  Les  deux  autres  tores  sont  réels  quand  les 
points  E  et  G  sont  de  côtés  différents  du  centre  O'. 

Deux  foyers  ordinaires  réels  se  trouvent  sur  l'axe;  les  deux  autres 
sont  les  intersections  réelles  de  la  déférente  V  avec  le  cercle  O'.  Ces 
foyers  ne  jouissent  pas  des  propriétés  vectoriales. 

La  discussion  détaillée  montre  qu'il  y  a  six  espèces  suivant  la  posi- 
tion du  point  équatorial. 


CHAPITRE  IV. 

CUBIQUE    CIRCULAIRE    DOUÉE    d'un    AXE. 

Considérations  générales. 

129.  Toute  cubique  circulaire  douée  d'un  axe  peut  être  représentée 
par  l'équation  (9)  du  n°  111,  et,  par  suite,  doit  être  considérée  comme 
une  spirique  dont  le  centre  des  moyennes  distances  est  à  l'infini.  Les 
centres  d'inversion  sont  les  trois  points  où  l'axe  rencontre  la  cubique. 
Je  supposerai  que  ces  points  sont  distincts;  les  variétés  des  spiriques 
à  point  double  seront  examinées  dans  le  Cbapitre  V. 

En  faisant  le  coefficient  a  égal  à  l'unité,  les  équations  (7)  et  (8)  du 
n°  108  deviennent 

x3  -+-  bx'2  ■+-  ex  -+-  d  —  o, 
x  x-  -f-  y'2  )  -+-  hx"2  —  cj'1  +■  ex  -+-  d  =  o  ; 

e  est  l'abscisse  du  point  équatorial  mesurée  à  partir  du  point  qui  a  été 
pris  arbitrairement  pour  origine. 
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150.  On  trouve  sans  difficulté  que  les  asymptotes  imaginaires  sont 
représentées  par  l'équation 

/ b  -+-  e 

Ces  droites  déterminent  par  leur  intersection  un  foyer  singulier  situé 
sur  l'axe.  Si  ^est  l'abscisse  de  ce  foyer,  on  a 

/■ b  -t-  e 

•'  '  ■?. 

Le  second  foyer  singulier  est  à  l'infini.  Les  coniques  déférentes  sont 
donc  des  paraboles,  ce  qu'on  pouvait  prévoir  par  les  considérations 
présentées  au  n°  45. 

151.  Je  désigne  par  X',  A",  X"  les  abscisses  des  trois  centres  d'inver- 
sion ;  la  somme  de  ces  longueurs  est  égale  à  —  b,  et,  par  suite,  l'expres- 
sion de/ devient 

,._  r  +  V'-hV"  —  e 

J  2 

Les  sommets  des  trois  paraboles  ont  pour  abscisses  (n°  85) 


Ces  relations  donnent 

C/_c')=X'-e,     i(f-c")  =  r-e,     2(f-c>")  =  \'°.-e. 


1 


La  distance  du  sommet  d'une  pat  aboie  déférente  a  son  foyer  est  égale 
à  la  moitié  de  la  distance  du  point  équatorial  au  centre  d'inversion  cor- 
respondant, et  dirigée  dans  le  même  sens.  Si  l'on  suppose  le  point  équa- 
torial  mobile,  lorsqu'il  passe  à  un  centre  d'inversion,  la  parabole  défé- 
rente se  retourne.  Elle  se  réduit  à  deux  points  dont  un  à  l'infini,  quand 
le  point  équatorial  est  au  centre  d'inversion. 
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l."»2.   On  peut  mettre  l'équation  de  la  cubique  sous  la  forme 

[x  —  l')(x  —  \"){x  —  X'")  +  {x  —  e)  y"1  —  o. 

Cette  équation  conduit  à  diverses  propositions  assez  intéressantes, 
niais  qui  n'ont  pas  d'importance  dans  la  question  qui  nous  occupe.  Je 
me  bornerai  à  remarquer  que  lorsque  le  point  équatorial  coïncide  avec 
un  des  centres  d'inversion,  la  cubique  se  décompose  en  une  droite 
passant  par  ce  point,  et  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment  de 
l'axe  compris  entre  les  deux  autres  centres  d'inversion.  Il  était  facilr 
de  prévoir  ce  résultat  fn°*66  et  107). 

15Ô.  La  construction  exposée  au  n°  79  montre  que  tous  les  tores 
sont  imaginaires;  cependant  dans  le  cas  où  le  point  équatorial  coïncide 
à  l'infini  avec  le  centre  des  moyennes  distances,  on  trouve  que  les  axes 
des  tores  sont  réels  et  se  confondent  avec  l'axe  de  symétrie. 

La  courbe  ne  possède  pas  de  tangentes  doubles;  et,  par  suite,  la 
surface  qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  son  axe  n'admet  pas 
de  sections  circulaires. 


§  I.  -  -   Les  trois  sommets  sur  l'axe  (ou  centres  d'inversion)  sont  réels. 

154.   La  spirique  se  compose  d'un  ovale  et  d'une  brandie  infinie. 

Première  espèce.  — Le  point  équatorial  est  en  debors  du  segment  de 
Taxe  compris  entre  les  centres  d'inversion  extrêmes,  par  exemple,  en 
deçà  du  point  O'. 

L'asymptote,  qui,  comme  nous  le  savons,  passe  par  le  point  équato- 
rial (n"  111),  est  située  du  côté  de  la  brandie  infinie  opposé  à  celui  où 
se  trouve  l'ovale.  Les  foyers  appartiennent  au  cercle  O'. 

Seconde  espèce.  —  Le  point  équatorial  coïncide  avec  un  des  centres 
d'inversion  extrêmes,  par  exemple,  avec  O'. 

La  cubique  se  décompose  en  une  droite  et  un  cercle  qui  ne  se  cou- 
pent pas  (n°  130). 

Troisième  espèce.  —  Le  point  équatorial  est  entre  deux  centres  d'in- 
version, par  exemple,  entre  O'  et  O". 
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L'asymptote  est  silure  entre  la  branche  infinie  et  l'ovale.  Les  foyers 
réels  sont  sur  le  cercle  ()'. 

Quatrième  espèce.  —  Le  point  équalorial  coïncide  avec  le  centre 
d'inversion  qui  est  entre  les  deux  antres. 

La  spirique  est  remplacée  par  une  droite  et  nu  cercle  qui  se  coupent. 

Cinquième  espèce.  —  Je  rat  tache  à  ce  genre  l'être  géométrique  que 
l'on  obtient  quand,  les  centres  d'inversion  étant  réels  et  distincts,  le 
centre  des  moyennes  distances  et  le  point  équatorialcoïncident  à  l'infini. 

$  IL  —  Deux  des  trois  sojnmets  sur  l'axe  sont  imaginaires , 

îôîi.  Un  seul  des  cercles  d'inversion  est  réel.  La  courbe  a  sur  ce 
cercle  deux  sommets  et  deux  foyers.  Les  deux  autres  foyers  ordinaires 
sont  sur  l'axe.  La  spirique  se  compose  d'une  branche  infinie. 

On  aurait  une  droite  si  le  point  équatorial  était  au  centre  d'inversion 
réel,  et  un  être  géométrique  s'il  se  trouvait  à  l'infini. 


CHAPITRE  Y. 

SPIRIQUE    AYANT    UN    POINT    DOUBLE    SUR    SON     AXE. 

Généralités. 

156.  Deux  des  centres  d'inversion  sont  réunis  au  point  double  02 
de  la  spirique  (n°  17).  Le  troisième  point  double  O  '  est  nécessairement 
réel.  Le  cercle  d'inversion  02  a  un  rayon  nu!  ;  l'autre  O"  a  pour 
rayon  0"02. 

La  spirique  a  sur  son  axe  deux  sommets  réels  ou  imaginaires  a, 
et  a2. 

La  conique  déférente  F2  a  deux  sommets  sur  l'axe  aux  milieux  des 
segments  a,  02  et  a2  02.  La  seconde  conique  F"  touche  le  cercle  O'"  au 
point  ()2.  Elle  passe  par  le  milieu  du  segment  a,  a2.  Les  observations 
présentées  aux  nos55et51  montrent  comment  le  point  double  est  pro- 
duit dans  la  génération  de  la  spirique  comme  anallagmatique. 

Tome  XIV  '  j*  si-ric).  —  Avril    1869.  I    ■ 
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137.  La  spirique  n'appartient  qu'à  quatre  lores  distincts.  Deux 
d'entre  eux  touchent  le  plan  de  la  courbe  en  O.,  :  leurs  axes  se  croisent 
en  O".  Les  deux  autres  ont  en  CL  un  point  conique;  chacun  de  ces 
derniers  doit  être  considéré  comme  représentant  deux  tores. 

La  courbe  est  de  la  sixième  classe;  elle  a  quatre  tangentes  doubles  : 
deux  perpendiculaires  à  l'axe,  et  deux  divergeant  de  O'"  et  respective- 
ment perpendiculaires  aux  asymptotes  de  V". 

La  spirique  a  deux  foyers  réunis  en  O,.  En  les  négligeant,  je  dirai 
qu'elle  possède  deux  foyers  ordinaires  réels. 

158.  Le  cercle  d'inversion  02  ayant  un  rayon  nul,  la  spirique  est  la 
podaire  d'une  conique  homothétique  à  L2  par  rapport  au  point  CL,  el 
de  dimensions  doubles  (n°  55). 

Quand  le  point  équatorial  est  à  l'infini,  on  a  la  podaire  d'un  cercle 
(n°86),  c'est-à-dire  un  limaçon  de  Pascal.  Le  cercle  directeur  est  ima- 
ginaire, et  la  courbe  se  réduit  au  point  double  02  quand  les  points  a, 
et  a2  sont  imaginaires. 

M.  Cornu  paraît  avoir  établi  le  premier  d'une  manière  générale  que 
la  section  d'un  tore  par  un  plan  tangent  est  la  podaire  d'une  conique. 
Cette  proposition  avait  déjà  été  énoncée  dans  des  cas  particuliers  par 
MM.  Pagani  et  J.-A.  Serret.  Avant  les  publications  de  ces  géomètres. 
M.  Chasles  avait  dit  que  le  limaçon  de  Pascal  est  une  variété  de  l'ovale 
de  Descartes. 

159.  Quand  un  des  sommets  a,  et  a2  coïncide  avec  le  point  double 
02  en  un  point  03,  la  spirique  a  un  rebroussement.  Les  six  tores  qui 
contiennent  la  courbe  se  réduisent  alors  à  deux  distincts  et  symé- 
triques. Chacun  d'eux  est  tangent  au  plan  de  la  courbe  en  un  point 
conique. 

La  déférente  et  la  conique  dont  la  spirique  est  la  podaire  passent 
l'une  et  l'autre  par  03. 

î  iO.  Il  est  important  de  pouvoir  reconnaître  facilement  dans  chaque 
cas  particulier,  si  les  branches  qui  passent  au  point  double  sont  réelles 
on  imaginaires. 

Reportons-nous  aux  équations  du  n°  108  :  en  mettant   l'origine  au 
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point  0„  et  appelant X'"  l'abscisse  du  point  O",  on  a 

l> 

-  — -  —  À'",      c  =  o,      «  =  o  : 

a 

et  l'équation  (8)  devient 

/y         c 

J'appelle  w  l'angle  que  l'une  des  tangentes  en  02  fait  avec  l'axe  des 
abscisses;  on  trouve 


tang-fjo 


i        i 

f,         e 


A  l'aide  de  cette  équation  on  voit  immédiatement  si  les  valeurs  de  oj 
sont  réelles  on  imaginaires,  lorsqu'on  connaît  les  positions  relatives  des 
points  E,  G,  02  et  O'". 

Si  le  point  E  se  meut  sur  l'axe,  les  trois  autres  étant  fixes,  lorsqu'il 
passera  soit  par  le  point  O,,  soit  par  le  point  G,  le  carré  de  la  tangente 
de  w  changera  de  signe. 

Ml.  Quand  on  transforme  la  spirique  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques en  prenant  le  point  double  02  pour  centre  d'inversion,  on 
obtient  une  conique  dans  laquelle  l'axe  de  symétrie  est  un  axe  prin- 
cipal. Les  foyers  des  deux  courbes  sont  réciproques. 

La  transformation  en  conique  de  la  spirique  à  point  double  permet 
de  déterminer  diverses  propriétés  de  cette  dernière  courbe  (n°  11G). 

§  I.  —  Les  deux  sommets  sur  F  axe  sont  réels  et  situés  de  cotés 
différents  du  point  double  02. 

142.  Cette  disposition  est  celle  à  laquelle  se  rapporte  la  figure  du 
n°  17,  le  point  G  est  en  G,.  Les  branches  qui  se  croisent  au  point 
double  02  ne  sont  réelles  que  quand  le  point  équatorial  est  sur  le  seg- 
ment G02  (n°  141).  La  courbe  a  deux  sommets  sur  le  cercle  O". 

16.. 
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Premier  genre.  —  Deux  ovales  extérieurs  l'un  à  l'autre 
et  se  rejoignant  à  un  point  double. 

liv>.  Le  point  équatorial  est  sur  le  segment  G02.  Les  tores  sont 
imaginaires  et  les  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  l'axe  réelles. 
Les  coniques  déférentes  sont  des  hyperboles  ayant  leurs  foyers  réels 
sur  l'axe. 

Second  genre.  —  Un  ovale  avec  un  point  conjugué  intérieur. 

ï\i.  Le  point  équatorial  est  en  dehors  du  segment  G02. 

On  est  conduit  à  distinguer  cinq  espèces.  Les  tores  sont  réels  quand 
le  point  équatorial  est  du  côté  du  centre  des  moyennes  distances 
opposé  à  celui  où  se  trouvent  les  centres  d'inversion. 

Transitions  entre  les  deux  genres. 

îio.  La  spirique  est  remplacée  par  un  être  géométrique  lorsque 
le  point  équatorial  est  en  G.  Quand  il  se  trouve  en  02,  la  courbe  se 
décompose  en  deux  cercles  qui  se  touchent  extérieurement. 

Les  transitions  ne  présentant  aucune  difficulté,  je  n'en  parlerai  pas 
dans  les  paragraphes  qui  vont  suivre. 

§  IL  —    Les  deux  sommets  sur  l'axe  sont  réels,  distincts  et  situés 
d'un  même  côté  du  point  double  02. 

14G.  Les  points  sont  rangés  sur  l'axe  dans  l'ordre  suivant  :  02,  0"', 
G,  a,  et  c/2.  La  courhe  a  deux  sommets  sur  le  cercle  O'". 

Lorsque  le  point  équatorial  est  en  dehors  du  segment  02  G,  la 
courbe  présente  deux  ovales  dont  l'un  est  compris  dans  l'autre  et  qui 
se  rejoignent  au  point  double.  Il  y  a  trois  espèces  à  considérer.  Les 
tores  sont  réels  dans  l'une  d'elles,  celle  que  l'on  ohtient  quand  le 
point  E  est  du  côté  du  centre  G  opposé  à  celui  où  se  trouvent  les  centres 
d'inversion. 

Dans  le  cas  où  le  point  équatorial  est  sur  le  segment  02  G,  la  courbe 
est  un  ovale  ayant  un  point  conjugué  extérieur.  Les  tores  sont  imagi- 
naires. La  discussion  conduit  d'ailleurs  à  distinguer  trois  espèces  dif- 
férentes. 
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§  IU.  —  Les  deux  sommets  sur  l'axe  sont  imaginaires 

l  ïl .  Le  centre  G  est  sur  le  segment  020"'.  Les  tores  dont  les  axes 
se  croisent  en  02  sont  imaginaires. 

Lorsque  le  point  équatorial  est  entre  les  centres  G  et  Q2,  la  courbe 
se  compose  de  deux  ovales  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe  el  se  rejoi- 
gnant au  point  double  02.  Les  deux  tores  dont  les  axes  passent  en  ()'" 
sont  réels.  La  courbe  a  deux  foyers  et  deux  sommets  sur  le  cercle  O". 
T"'  est  une  ellipse,  et  r2  une  hyperbole. 

Quand  le  point  équatorial  est  en  dehors  du  segment  GOâ,  la  partie 
réelle  de  la  courbe  est  réduite  au  point  double  G\.  On  trouve  d'ailleurs 
pour  les  déférentes  et  les  tangentes  doubles  cinq  dispositions  diffé- 
rentes suivant  la  position  du  point  E  par  rapport  au  point  ()'"et  à  l'infini. 

§  TV.  —   Un  des  sommets  sur  Taxe  esta  V "infini. 

1  i8.  La  courbe  est  une  cubique  circulaire  à  point  double.  Lorsque 
le  point  équatorial  est  du  côté  de  Oa  opposé  à  O'",  on  a  un  ovale  et  une 
branche  infinie  qui  se  rejoignent  au  point  double.  Quand  le  point  est 
au  contraire  du  même  côté  de  0\  que  le  centre  03,  la  courbe  se  com- 
pose d'une  branche  infinie  avec  un  point  conjugué. 

Dans  le  premier  cas,  si  les  points  E  el  O'sont  à  des  distances  égales 
de  02,  la  courbe  est  une  strophoïde. 

§  V.  --  Un  des  d'eux  sommets  sur  l'axe  coïncide  avec  le  point  double: 

l-i9.  Les  centres  d'inversion  02  et  O'"  coïncident  en  i\n  seul  (J3. 

La  courbe  est  un  ovale  ayant  un  rebroussement.  Quand  le  point 
équatorial  est  en  dehors  du  segment  GOa,  la  saillie  du  rebroussement 
est  dirigée  vers  le  seul  sommet  qui  reste  à  la  spirique  sur  son  axe.  On 
trouve  la  disposition  contraire  quand  le  point  E  est  entre  les  points  G 
et  03.  Trois  foyers  ordinaires  sont  réunis  en  Ot. 

Lorsque  le  point  équatorial  est  du  côté  de  G  opposé  à  celui  où  se 
trouve  Oj,  les  deux  tores  sont  réels. 


i26  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

CHAPITRE  VI. 

SPIBIQTJE    A    CENTRK. 

Considérations  générales, 

150.  La  spirique  à  centre  rapportée  à  ses  deux  axes  de  symétrie  a 
pour  équation 

(i)  (a  'J  -l-  J'Y  +  qœ2  4-  rj2  4-  t  =  o. 

Deux  des  centres  d'inversion  coïncident  avec  le  centre  O;   les  deux 
antres  sont  à  l'infini. 

On  a  pour  déterminer  les  rayons  des  cercles  d'inversion  qui  ont 
leur  centre  au  point  O  l'équation 

(a)  R2=±v/^. 

En  appelant  f  l'abscisse  d'un  foyer  singulier  situé  sur  l'axe  des 
abscisses  que  je  regarderai  comme  le  premier  axe  de  symétrie,  on 
trouve 


o: 


'-*)£?■ 


Je  considérerai  souvent  la  spirique  comme  donnée  par  ses  quatre 
sommets  sur  l'axe  des  abscisses  et  par  ses  foyers  singuliers.  Son  équa- 
tion sera  alors 

5)  (xa  +  rf-  +  qx*  +  [q  +  kp)r  +  t  =  o. 

151.  L'équation  (6)  du  n°  106,  qui  fait  connaître  les  foyers  sim- 
ples, devient,  lorsqu'on  y  suppose  *  et  p  nuls, 

(5)  (</  —  r)u*  +  (4*  —  qr)u%  -t-  [q  —  r)t=  o, 
ou  bien 

(6)  (^>+7^+0+v_7i'^  =  o. 
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Si  l'on  fait  passer  J2  par  toutes  les  grandeurs  positives  ou  négative-. 
on  aura  une  involution  dans  laquelle  deux  des  centres  d'inversion  de 
chaque  groupe  seront  au  point  O,  et  le  troisième  à  l'infini. 

Quand  f1  est  infini,  les  foyers  coïncident  avec  les  sommets. 

Résolvant  l'équation  (5),  on  obtient 

r_N  „2_-7r-4'±vV-4')(^-4') 

Détermination  des  tores  qui  passent  par  une  spirique  à  centre. 

152.  Pour  accommoder  au  cas  que  j'examine  les  équations  (m)  du 
n°  75,  il  faut  y  supposer  nul  non-seulement  s,  mais  encore  e,  car  le 
point  équatorial  coïncide  avec  l'origine  O.  On  trouve  alors 

p  cosco  =  o ,  p-  —  a"  —  b'2  =  -) 

'  2 

a-  sin-o;  =  '—j- -,     a2b-  =  - A- • 

4  ib 

En  vertu  de  la  première  de  ces  équations,  il  faut  que  p  soit  nul,  ou 
que  w  soit  égal  à  900.  On  obtient  ainsi  les  deux  solutions  suivantes: 


(8) 


p  —  0, 

/    u    =  90", 

"2==-T  +  2-^ 

1       2  _    ?  ~  '' 

1  .,                  r           I      - 
b-  —  —  y y  t  , 

4      2  * 

1  0    =  -. 

<7 —  r 

sin  w  =  — - —      -••, 

—  r  -+-  2  y7 

0          '!>-  \> 

\  [J      4  (v     > 

Ee  radical  devant  être  considéré  comme  portant  avec  lui  le  double 
signe,  on  voit  que  la  spirique  appartient  à  trois  couples  de  tores  ayant 
leur  axe  dans  le  plan  principal  qui  contient  l'axe  des  abscisses.  Deux 
de  ces  tores  ont  leur  axe  parallèle  au  plan  de  la  spirique;  les  quatre 
autres  ont  le  même  centre  que  cette  courbe. 

La  spirique  à  centre  est  ainsi  l'intersection  d'un  tore  par  un  plan 
passant  par  son  centre  ou  parallèle  à  son  axe. 
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Cette  courbe,  étant  symétrique  par  rapport  à  deux  axes,  appartient 
à  douze  tores;  mais  ceux  dont  les  axes  se  trouvent  dans  le  plan  prin- 
cipal qui  contient  les  foyers  singuliers  sont  nécessairement  imagi- 
naires (n°  82). 

Pour  la  facilité  de  la  discussion,  je  désignerai  par  T'  et  T"  les  deux 
tores  non  symétriques  que  donnent  les  premières  formules  (8).  Le 
troisième  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  ahscisses  sera  T'".  J'ap- 
pellerai T'j,  T"  ,  T",'  les  trois  tores  analogues  aux  précédents,  et  dont 
les  axes  sont  dans  le  second  plan  principal. 

Spirique  considérée  comme  lieu  des  points  de  rencontre  des  couples 
de  tangentes  d'une  conique  qui  comprennent  un  angle  donné. 

155.   Considérons  la  conique 

(9  —  ■+-  —  —  i  = 

>■  *J  tu-  n* 


le  lieu  des  points  de  concours  des  couples  de  tangentes  à  cette  courbe 
qui  comprennent  un  angle  ©,  a  pour  équation 

(io)     \.r-  -+- y2)2  —  2  (m2  +  ir  -h  2 n3  cot2 <p) x3 

—  2(nr  -+■  rr  -+-  2/M2cot2©) y 2  -\-(m2  +  n2)2  +  [\in2n2co\.2  o  =  o. 

Ce  lieu  est  donc  \\\\g  spirique  à  centre  dans  laquelle  les  coefficients 
q,  i\  t  ont  les  valeurs  suivantes  : 

,  <j  =  —  i{m3  -+-  ?r  -t-  2Tl2COl2f), 

(il)  |  r  =■  —  2  (m2  -h  n2  +  2  m2  coi2©), 

f  /  =  (nr  -t-  n2)2  -+-  l\m2  n2  cot2©. 

M.  Carlin  a  signalé,  en  i854j  l'identité  du  lieu  dont  il  est  question, 
avec  la  section  du  tore  par  un  plan  parallèle  à  son  axe.  Les  tbéorèmes 
contenus  dans  les  numéros  suivants  ne  se  trouvent  pas  dans  le  Mémoire 
de  M.  Carlin. 

L'équation  (to)  n'éprouve  aucune  modification  quand  on  y  rem- 
place l'angle  ©  par  son  supplément.  Cela  tient  à  ce  que  l'on  peut 
prendre  indifféremment  l'une  on  l'autre  des  deux  tangentes  que  l'on 
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peut  mener  d'un  point  à  la  conique  pour  origine  de  l'angle  qu'elles 
comprennent.  M.  Laguerre  a  présenté  à  la  Société  Philomatliique  d'ex- 
cellentes observations  sur  les  questions  de  ce  genre,  dans  la  séance 
du  2]  novembre  1 868. 

154.  Eliminant  9,  puis  n2,  entre  les  équations  (10),  on  obtient 
d'abord 

,     \  (  m*  —  n*  -+-  qm2  -\-  t  =  o, 

(12)  • 

(  m*  —  «4  —  rn2  —  t  —  o  ; 

et  ensuite 

(i3)  (f-  r*)m*  —  q(r*-  4<)m*-  t(r2-  ^t)  =  0. 

Les  équations  (12)  donnent  d'ailleurs 
(i4)  qm2  +  rn2-+-  2t  =  o. 

A  chacune  des  deux  valeurs  de  m2  données  par  l'équation  (i3) 
correspond  un  système  de  valeurs  pour  n2  et  pour  cot2<p.  Il  résulte  de 
là  que  toute  spirique  à  centre  est,  de  deux  manières  différentes,  le 
lieu  des  points  de  concours  des  couples  de  tangentes  à  une  conique 
qui  comprennent  un  angle  donné. 

Les  équations  qui  donnent  n2  et  ç>  sont 


(i5) 


(,.*  _  q2)n"  -  r{q2  -  40«2  -  t  [q2  -  M)  =  o, 
(q  —  r)2tang*f  —  l\(qr  —  4<)tang2ip  +  i&t  =  o. 


Résolvant  les  équations  (1 3)  et  (i5)  et  établissant  la  concordance 
des  signes  par  les  relations  (14)  et  (11),  on  obtient 


m%=  g(',-40  +  'V(g'-40('-'--4' 


;.6) 


2(q2—  r') 

-*■(?'-  40  -9  ^-4')  (''-40 

2(?'.-7*) 


2           [ir—  40  +  v/(72  —  40('J—  4») 
tane  o  =  2  — — — ±±j~—T—L± ±j 

5    Y  (1-r)* 


Tome  XIV  (2*  série).  —  Avril  iS 
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J'appellerai  A,  et  A2  les  deux  coniques  que  nous  venons  de  déter- 
miner. Leurs  axes  seront  m,,  n,  et  m.,,  n2. 

loli.  L'équation  de  la  spirique  à  centre  ne  contenant  que  trois 
coefficients,  il  existe  nécessairement  une  relation  entre  les  longueurs 
des  axes  des  deux  coniques  A,  et  A2. 

Je  pose 

n2  =  km2  ; 
l'équation  (i/j)  donne 


:>7)  ra2=-^—r,'  »2=- 


lit 


hr 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (12),  on  obtient 

?'-4< 


[18)  k2 


4< 


Les  deux  valeurs  de  k  sont  égales  et  de  signes  contraires;  par  con- 
séquent on  a 

/       \  n\  n\ 

iq  -L  +  -i=tO- 

Les  deux  coniques  A,  et  A2  sont  de  genres  différents;  l'hyperbole  a 
pour  asymptotes  les  diagonales  du  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse. 

Une  spirique  est  déterminée  par  deux  coniques  satisfaisant  aux  re- 
lations qui  viennent  d'être  indiquées.  Si  l'on  désigne  par  À,  le  rapport 
des  carrés  des  axes  de  la  conique  A,,  on  trouve  que  l'équation  de  la 
spirique  en  fonction  de  m2,  m\  et  A",  est 


(  {x2+j2f-  (.  -ADK  +  m\)x2  +  J-jii  (m2  -  m\)j 


-h  (1  —  kf)m*  m\  —  o. 


On  peut  prendre  pour  les  coniques  A,  et  A2  un  cercle  et  une  hy- 
perbole équilatère;  k2  est  alors  égal  à  l'unité,  et  la  spirique  se  réduit 
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à  son  centre,  à  moins  toutefois  que  les  axes  de  l'une  des  coniques  ne 
soient  infinies.  Dans  ce  cas,  suivant  que  la  grandeur  infinie  est  le  dia- 
mètre du  cercle  ou  l'axe  de  l'hyperbole,  on  a  une  cassinoïda  ou  deux 
cercles  concentriques,  comme  je  le  dirai  plus  loin  (n°  IG'2). 

loG.    Le  système  des  deux  coniques  À,  et  A,  a  pour  équation 

'   '«l  +  ^W-f-i  +  JLW» 

1  m  **  \   m  -  m  -    I 


n\  n\  \  m  ;  III  '  I        * 

I  I 


-     r-+  i  =  o. 
«  ;        n\j 

Eu  égard  à  la  relation  (19),  le  terme  en  x'2  y'2  disparaît;  en  intro- 
duisant dans  les  coefficients  des  autres  termes  les  valeurs  de  ni\,  m\, 
n\  et  n\  prises  dans  les  équations  (16),  on  obtient 

(2I)  ~7rEjix*  +  ;j^^J4-+-'F'2+'T2+'  =  °- 

La  courbe  représentée  par  le  système  des  deux  coniques  est  de  la 
quatrième  classe,  et  par  conséquent  a  seize  foyers,  dont  quatre  sont 
réels.  Ceux-ci  coïncident  avec  les  foyers  réels  des  coniques,  quand  les 
carrés  de  leurs  axes  sont  réels;  mais  lorsque  ces  carrés  sont  imaginaires 
conjugués,  les  foyers  réels  de  la  courbe  (21)  se  trouvent  hors  des 
axes,  en  des  positions  symétriques,  et  par  conséquent  sur  un  cercle 
décrit  du  point  O  comme  centre. 

157.  On  déduit  des  deux  premières  équations  (16) 


'22)  m2-  n2=l 


r-4^dbv/(r/!-40(H-40 


2  [q  -  r) 


En  comparant  les  équations  (7)  et  (22),  on  reconnaît  que  les  foyers 
du  système  des  deux  coniques  A,  et  A2  coïncident  avec  ceux  de  la 
spirique.  Quand  les  coniques  sont  réelles,  les  foyers  réels  de  la  spi- 
rique  sont  sur  les  axes  de  symétrie.  Lorsque  ces  foyers  se  trouvent 
hors  des  axes,  les  coniques  sont  imaginaires,  et  les  carrés  des  lon- 
gueurs de  leurs  axes  sont  imaginaires  conjuguées. 

»7  • 
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158.  Les  deux  premières  équations  (i  i)  donnent 

q  —  r  =  —  4  ("2  ~  '"2)  cot2  (p. 
Cette  valeur  introduite  dans  la  relation  (3)  donne 
(23)  —  f2  —  (m2  —  re2)  cot*ç. 

Les  Joy  ers  singuliers  sont  les  centres  des  cercles  décrits  sur  le  seg- 
ment compris  entre  les  foyers  de  l'une  quelconque  des  coniques  A , 
et  A2,  et  capables  de  l'angle  o  qui  correspond  à  cette  conique.  Cette 
proposition  peut  être  déduite  d'un  théorème  donné  par  M.  Laguerre 
sur  les  foyers  singuliers  des  lieux  des  points  où  se  coupent  les  droites 
qui  touchent  deux  courbes  fixes  et  qui  comprennent  un  angle  donné 
journal  V Institut,    3o  novembre  1 868  ). 

La  formule  (23)  est  très-utile  pour  reconnaître  dans  chaque  cas  si 
un  angle  ç,  ou  (p2  est  réel  ou  imaginaire. 

159.  En  ajoutant  l'une  à  l'autre  les  deux  premières  équations  (i 6), 
on  a 

m*  _l.  „i  -      IL  +  4'  +  v/(7,-40l^=r4ô 

//*     - r~  Il     —  


2(9  +  7-) 

D'après  cette  équation  et  la  relation  (i),  on  trouve 
(a4)  (m2  +  ra2)(/n24-n2)=  R4. 

On  déduit  de  la  relation  (24)  et  des  théorèmes  trouvés  plus  haut 
diverses  constructions  utiles. 

Introduction  des  paramètres  dans  les  formules. 

1(>0.  Il  nous  sera  commode  d'avoir  dans  les  formules,  au  lieu  des 
coefficients  q,  r,  t,  les  demi-axes  c'  et  c"  des  coniques  V  et  T"  (n°  83), 
et  l'abscisse  /  des  foyers  singuliers. 

On  trouve 

(a5)     9  =  -a(c,i!  +  c"2),    r=-2(c'2  +  c"2)  +  4/S    *  =  (C2  -  c"2f. 
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A  l'aide  de  ces  valeurs,  on  obtient,  pour  les  coordonnées  des  sommets 
de  la  spirique  situés  sur  l'axe  des  ;', 


(a6)  f  =  c"2  +"  '"2  ~  ->P  ±  ^  Vl/2  -  c'^IJ  ■ 

L'équation  (7)  relative  aux  foyers  devient 


ce'     ,         ce 


(27)      ua  =  c'2  4-  c"-  -  2  —  ±  2  —  v<(jK-  C'*)  iy a  -  C"2). 

Les  grandeurs  relatives  aux  coniques  A,  et  A2  sont  données  par  les 
équations  suivantes 


,  ._  -  (c"  +  c'")  (/'-  c'2)  Ç/'-  Q  -  (c"+  c"'-  ipyc'-yJÏP^  c"")  (,/  ;  -  r"  <)  _ 


/M^'+C"-/8) 

(c'»+  c"2—  a/2)  r' V'2-t-  (V2+  c"2)  c'e"  \f(f'—c'2)  (./ 

c" 

/»(«"+«"—/•) 

./•  (c"-+-  c"2)  —  2r'2c"2  —  2c'c"v/(/2—  c'2)(/2  — c"2) 

/' 


(/•-«"}  (/'-*") 


Je  n'indique  pas  les  formules  relatives  aux  tores.  Il  sera  facile  de 
faire  la  discussion  à  l'aide  des  équations  (8)  et  (25). 

161.  Quand  la  spirique  est  réelle,  elle  a  des  sommets  réels  sur  un 
de  ses  axes;  car  sans  cela,  eu  égard  à  ses  symétries,  elle  serait  com- 
posée de  quatre  ovales,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elle  ne  peut 
avoir  que  deux  tangentes  doubles  perpendiculaires  à  un  axe  (nos  9*i 
et  96).  En  conséquence,  si  nous  négligeons  les  variétés  imaginaires, 
il  nous  suffira  d'examiner  les  cas  où  la  courbe  a  au  moins  deux  point- 
réels  sur  un  axe  qui  sera  pris  pour  axe  des  abscisses. 

On  a 

(,o)  c>*=-1+^',     c"=-*-^. 

Lorsque  les  quatre  sommets  sur  l'axe   des   abscisses  sont    réels. 
<:'2  et  c"'  sont  positifs.  Si  la  courbe  a  seulement  deux  sommets  réels, 
ces  quantités  sont  imaginaires  conjuguées.  Quand  une  d'elles  est  n^ 
gative,  aucun  des  sommets  sur  l'axe  n'est  réel. 
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§  I.   —   La  courbe  a  quatre  sommets  réels  sur  un  de  ses  axes. 

lii'l.  Je  supposerai  que  les  sommets  sont  fixes,  et  que  les  foyers 
singuliers  occupent  successivement  toutes  les  positions  possibles  sur 
les  axes,  a'2  et  c"2  sont  alors  des  quantités  positives  constantes.  Les 
formules  du  n"  i()0  permettent  de  faire  facilement  la  discussion. 

Première  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  coïncident  au  centre  de  la 
courbe,  j2  étant  nul,  r  est  égal  à  q,  et  on  voit  par  l'équation  (i) 
que  la  spirique  se  décompose  en  deux  cercles  concentriques.  Deux 
foyers  ordinaires  coïncident  au  centre;  les  autres  sont  à  l'infini.  Les 
déférentes  sont  des  cercles. 

Une  îles  valeurs  de  m2  est  infinie;  la  conique  correspondante  est 
une  hyperbole  équilatère  ayant  des  axes  infinis.  L'autre  conique  est 
un  cercle. 

La  spirique  appartient  à  deux  tores  distincts  qui  ont  pour  axe  la 
perpendiculaire  élevée  par  son  centre  à  son  plan.  Ce  plan  représente 
un  troisième  tore. 

Deuxième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  sont  entre  les  sommets 
de  la  première  déférente,  j2  est  plus  petit  que  c'2,  qui  est  supposé 
moindre  cpie  c"2. 

La  courbe  se  compose  de  deux  ovales  dont  un  contient  l'autre; 
les  foyers  ordinaires  sont  sur  le  second  axe  de  symétrie.  Les  deux  dé- 
férentes sont  des  ellipses. 

Les  coniques  A,  et  A2  sont  réelles  ainsi  que  les  angles  ç,  et  f2  qui 
leur  correspondent.  L'ellipse  est  dans  l'intérieur  des  deux  ovales. 

Les  tores  T',,  T",  T"  sont  réels,  les  autres  imaginaires. 

Troisième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  coïncident  avec  les  som- 
mets de  la  première  déférente.  La  spirique  se  décompose  en  deux 
cercles  égaux  dont  les  centres  sont  sur  l'axe  des  abscisses  et  qui  se 
coupent  sur  l'axe  des  ordonnées.  Ces  cercles  sont  les  méridiens  d'un 
tore,  et  appartiennent  à  deux  autres  tores  bitangents  à  leur  plan  et 
symétriques  l'un  de  l'autre. 

Les  coniques  A,  et  A2  sont  remplacées  chacune  par  les  deux  points 
où  les  cercles  se  coupent. 

Quatrième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  sont  entre  les  sommets 
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des  deux  déférentes.  La  spirique  se  compose  de  deux  Ovales  extérieurs 
l'un  à  l'autre.  Chaque  ovale  a  deux  sommets  sur  le  cercle  d'inversion 
réel.  Les  foyers  ordinaires  sont  sur  ce  même  cercle. 

Une  des  déférentes  est  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole.  Les 
coniques  A,  et  A2  sont  imaginaires,  le  tore  T",  est  seul  réel. 

Cinquième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  coïncident  avec  la  se- 
conde déférente.  La  spirique  est  remplacée  par  deux  cercles  ég;mx  qui 
ne  se  coupent  pas. 

Sixième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  sont  au  delà  des  sommets 
de  la  seconde  déférente.  Les  déférentes  sont  des  hyperboles  ayant  leurs 
sommets  sur  l'axe  des  abscisses.  Les  foyers  ordinaires  sont  sur  cet  axe; 
ceux  qui  sont  d'un  même  côté  du  centre  se  trouvent  entre  les  deux- 
sommets  qui  sont  de  ce  côté. 

La  courbe  est  formée  de  deux  ovales  extérieurs  l'un  à  l'autre. 

Les  angles  cp,  et<p2  sont  imaginaires.  L'ellipse  A,  ou  A2  est  réelle  ou 
imaginaire  suivant  que  y'2  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  (c's  -+-  c"2). 

Cas  spécial  de  la  cassinoïde.  —  Lorsque  f2  est  égal  à  (c'* -h  c"2), 
les  coefficients  <y  et  /'sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  la  spirique 
est  une  cassinoïde.  Les  foyers  singuliers  coïncident  avec  deux  des 
foyers  ordinaires,  résultat  intéressant  déjà  signalé,  pour  cette  courbe, 
par  M.  Salmon. 

Si  l'on  étudie  les  tores  qui  passent  par  la  cassinoïde,  on  obtient  un 
théorème  donné  par  M.  J.-A.  Serret  dans  le  Mémoire  cité  à  l'Avant- 
propos. 

Une  des  coniques  A,  et  A2  est  un  cercle;  l'autre  est  une  hyperbole 
équilatère  dont  les  foyers  coïncident  avec  les  foyers  simples  de  la 
cassinoïde.  L'angle  <p  correspondant  à  l'hyperbole  est  imaginaire.  Si 
cet  angle  était  réel,  la  cassinoïde  aurait  seulement  deux  sommets  réels 
sur  ses  axes. 

Une  spirique  étant  donnée  par  un  cercle  d'inversion  et  une  conique 
déférente  concentriques,  pour  qu'elle  soit  une  cassinoïde,  il  faut  que 
le  carré  du  rayon  du  cercle  d'inversion  soit  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  demi-axes  de  la  conique. 

Septième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  sont  à  l'infini.  La  spirique 
se  réduit  à  un  être  géométrique. 

Huitième  espèce.  —  Les  foyers  singuliers  sont  sur  le  second  axe  tic 
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symétrie.  La  courbe  se  compose  de  deux  ovales,  dont  un  comprend 
l'autre.  Les  déférentes  sont  des  ellipses.  Les  tores  T',f;T",  T'"  sont  réels. 
Ees  foyers  ordinaires  se  trouvent  sur  l'axe  des  abscisses  :  deux  d'entre 
eux  à  l'intérieur  de  la  petite  déférente,  et  les  deux  autres  à  l'extérieur 
de  la  grande.  Les  coniques  A,,  A2  et  les  angles  cpii  leur  correspondent 
sont  réels. 


§  II.  -  -   La  courbe  a  sur  chacun  de  ses  axes  deux  sommets  réels 

et  deux  imaginaires. 

163.  Quand  la  courbe  a  sur  un  de  ses  axes  deux  sommets  réels  et 
deux  imaginaires,  elle  se  compose  de  deux  ovales  concentriques,  dont 
un  est  imaginaire  et  l'autre  réel. 

Il  est  convenable  de  ne  plus  employer  les  quantités  c'2  et  c"2,  parce 
qu'elles  sont  imaginaires.  J'appelle  2  a,  2/3  les  longueurs  des  deux  axes 
de  la  courbe.  J'ai 

a*  -+-  qa2  -+-  t  —  o ,     [ih  -h  rfi2  ■+-  t  =  o  ; 
et  je  pose 

(3o)  *'  =  ^-'- 

A  l'aide  de  ces  formules  et  de  la  relation  (3),  on  obtient 

(3i)  q  =  hip*—a*,     r  =  /*2a2- j3s,     t=-h2«2[i2. 

Une  spirique  quelconque  peut  être  donnée  par  un  système  de  va- 
leurs des  trois  quantités  a2,  /32  et  h2.  Dans  le  cas  que  j'examine,  on 
peut  prendre  pour  a2  et  fi2  des  grandeurs  réelles  et  positives,  parce 
que  la  courbe  rencontre  chacun  de  ses  axes;  h2  est  alors  essentielle- 
ment positif,  car  le  coefficient  t  est  négatif,  puisque  c'2  et  c"2  sont 
imaginaires  (n°  161  ). 

Je  peux  supposer  que  le  plus  grand  des  deux  axes  de  la  courbe  a 
été  pris  pour  axe  des  abscisses,  et  ainsi  que  ce  est  plus  grand  que  /52. 

16-1.   L'introduction  des  expressions  (3i)  dans  les  équations  (16) 
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et  (22)  donne 

<  =  -  (*»«»  +  /B")^,     !  •»;  =  (A-a'  +  jS")^, 

La  conique  A,  est  une  hyperbole  ayant  pour  loyers  les  deux  foyers 
que  la  spirique  possède  sur  le  plus  petit  de  ses  deux  axes. 

L'ellipse  A2  a  ses  foyers  sur  le  grand  axe;  elle  est  réelle  ou  imagi- 
naire suivant  que  h2  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité.  Quand  Ir 
est  égal  à  1,  la  courbe  est  une  cassinoïde,  et  l'ellipse  Aa  un  cercle  d'un 
rayon  infini. 

h2  étant  essentiellement  positif,  il  résulte  de  l'équation  (3o)  qu'on 

a3  fil 

ne  peut  faire  varier  J-  que  depuis  — v-*- jusqu'à  l'infini.  Quand  J- 

est  plus  grand  que — )  l'ellipse  A2  est  réelle. 

Ou  trouve  par  l'équation  (a3)  que  l'angle  <p,  est  réel,  et  l'angle  o.2 
imaginaire. 

rest  plus  grand  que  q,  et  t  est  négatif;  il  résulte  de  là,  d'après  les 
formules  et  les  considérations  du  n°  155,  que  les  deux  tores  symé- 
triques qui  ont  leurs  axes  parallèles  au  petit  axe  de  la  courbe  sont 
seuls  réels. 

§   III.  —  Le  centre  de  la  courbe  est  un  point  double. 

165.  Je  désigne  par  ±  a  et  ±  jS  les  coordonnées  des  points  où  la 
courbe  rencontre  ses  axes.  On  a 

q  —  —  a2,      /=  -  /32,      t  =  0, 

Je  suppose  que  a2  est  plus  grand  que  |32.  Si  la  spirique  a  une  branche 
réelle,  «2  est  positif;  j32  peut  être  positif,  nul  ou  négatif. 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Avril  1869.  l  " 
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On  trouve 

La  conique  A2  est  remplacée  par  les  deux  droites 

x  p 

L'angle  correspondant  ç2  est  nul. 

Lorsque  |32  e.^  positif,  la  spirique  se  compose  d'un  ovale  ayant  à 
son  centre  un  point  conjugué.  A,  est  une  hyperbole  ayant  ses  foyers 
sur  le  petit  axe  de  la  spirique,  A2  une  ellipse  réduite  à  un  point;  çp,  est 
réel. 

Quand  fi-  est  nul,  la  spirique  est  le  système  de  deux  cercles  égaux 
et  tangents  l'un  à  Vautre.  Les  coniques  A,  et  A2  sont  remplacées  par' 
la  droite  qui  touche  les  deux  courbes  à  leur  point  de  contact. 

Lorsque  /32  est  négatif,  la  spirique  est  formée  de  deux  ovales  qui  se 
rejoignent  à  un  point  double.  A,  est  une  ellipse  imaginaire  dont  les 
loyers  sont  sur  l'axe  transverse;  <p,  est  imaginaire.  La  conique  A2  se 
trouve  remplacée  par  les  deux  tangentes  de  la  courbe  à  son  point 
double. 

Lorsque  |3a  n'est  pas  nul,  la  spirique  appartient  à  quatre  tores  réels 
et  distincts.  Leurs  axes  sont  dans  le  plan  principal  qui  contient  l'axe 
non  transverse  ou  le  petit  axe  de  la  courbe. 

Je  ne  parlerai  pas  des  déférentes  et  de  la  génération  de  la  spirique 
comme  podaire  d'une  conique,  ces  questions  ayant  été  suffisamment 
examinées  au  Chapitre  V. 
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Théorèmes  sur  les  équations  algébriques  ; 
Pau  M.   Camille  JORDAN  [*]. 


1.  On  peut  appeler  ordre  d'une  équation  algébrique  l'ordre  (ou 
nombre  des  substitutions)  de  son  groupe. 

Si  le  groupe  G  d'une   équation  algébrique  E  a   pour  ordre  O  et 

contient  un  autre  groupe  H  ayant  pour  ordre  -,  une  fonction  des  ra- 
cines de  E,  invariable  par  les  substitutions  de  H,  dépendra  d'une 
équation  irréductible  de  degré  /. 

Si  le  groupe  G  d'une  équation  algébrique  ne  contient  aucun  autre 
groupe  auquel  toutes  ses  substitutions  soient  permutables  (sauf  le 
groupe  formé  par  la  substitution  imité),  cette  équation  est  simple  et 
ne  pourra  être  résolue  par  aucune  équation  auxiliaire,  dont  l'ordre 
ne  soit  pas  un  multiple  du  sien. 

Si  le  groupe  G  ne  jouit  pas  de  la  propriété  ci-dessus,  on  pourra  dé- 
terminer (souvent  de  plusieurs  manières)  une  suite  de  groupes  G,  H, 
I, ...,  i  tels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent  et  per- 
mutable à  ses  substitutions,  et  ne  soit  contenu  dans  aucun  groupe 

plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété.  Soient  O,  -  >  — ,•■•,  i 

1  °  *        *  I      fin 

les  ordres  de  ces  groupes  successifs.  La  résolution  de  l'équation  pro- 
posée se  ramène  à  la  résolution  successive  d'équations  simples  dont 
les  racines  sont  des  fonctions  rationnelles  de  celles  de  la  proposée,  et 
qui  ont  respectivement  pour  ordre  /,  /?z, .... 

Ces  nombres  l,  m,...  seront  dits  lesjàcteurs  de  composition  de  la 


[*]  Cet  article  et  le  suivant  sont  extraits  d'un  Traite  des  équations  algébriques  en 
cours  de  publication. 
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proposée  (on  de  son  groupe).  Ils  restent  les  mêmes,  à  l'ordre  prés,  de 
quelque  manière  qu'on  détermine  la  suite  G,  H,  I,.. .,  i  [*]. 

2.   Théorème.  —  Soit  G'  un  groupe  quelconque  contenu  dans  un 
autre  groupe  G;  ses  facteurs  de  composition  diviseront  ceux  de  G. 

Soient  en  effet  O  l'ordre  de  G;  /,  m, ...  ses  facteurs  de  composition-, 
G,  H,  I,...  une  suite  de  groupes  ayant  respectivement  pour  ordre 

O,  ji  j—  »•••  et  tels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent 

et  permutable  à  ses  substitutions.  Soient,  d'autre  part,  G',  H',  I', .  .  . 

les  groupes  respectivement  formés  par  celles  des  substitutions  de  G' 

O'      O' 
qui   appartiennent  à  G,  à  H,  à  I,  etc.;  O',  y>  -p— -,■>•••  leurs  ordres 

respectifs.  Chacun  de  ces  groupes  sera  évidemment  contenu  dans  le 
précédent,  et,  de  plus,  permutable  à  ses  substitutions.  Car,  soient, 
par  exemple,  g'  et  h'  deux  substitutions  quelconques  appartenant  aux 
groupes  G'  et  H'  :  h'  appartient  à  Tf,  auquel  les  substitutions  de  G, 
et  notamment  g',  sont  permutables.  Donc  g'~{h'g'  appartient  à  H; 
mais  elle  appartient  aussi  à  G'  :  donc  elle  appartient  à  H';  donc  g'  est 
permutable  à  ce  dernier  groupe. 

Soient  —  l'ordre  d'un  groupe  G',  aussi  général  que  possible  parmi 
ceux  qui  contiennent  II',  et  sont  contenus  dans  G'  et  permutables  à 
ses  substitutions;  . —  l'ordre  d'un  groupe  G2,  aussi  général  que  pos- 
sihle  parmi  ceux  qui  contiennent  H'  et  sont  contenus  dans  G,  et  per- 
mutables à  ses  suhstitutions,  etc.  Soient  de  même  -—  l'ordre  d'un 

groupe  H',  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  contiennent  I', 
et  sont  contenus  dans  FI'  et  permutables  à  ses  substitutions,  etc.  Les 
groupes  G',  G',,  G'2,...,  II',  H',,...,  1',...  formant  ainsi  par  construc- 
tion une  suite  telle,  que  chacun  d'eux  soit  aussi  général  que  possible 
parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  précédent  et  permutables  à  ses 


[*]  Pour  la  démonstration   de  ces   résultats,  voir  le  Commentaire  sur  Galon  qut: 
nous  avons  inséré  dans  les  Mathematische  Annale/*,  t.  I. 
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7  "/,     /.,  /.,  /' 
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•î  les  facteurs  de  composition  de  G'  seront  /,,  '/ .,, 


/' 

—  '  M-n  ■  ■  -, 


u.,,...,  -     — , Ils  diviseront  donc  respectivement  /',  m',.... 


Nous  achèverons  la  démonstration  en  prouvant  que  /',  m',...  di- 
visent respectivement  /,  m, 

Soient  en  effet  //,,  b2,  ..  les  substitutions  de  H;  h\,  //,,...  celles 
de  II';  celles  de  G'  seront  de  la  forme  g'ah'?;  g\,  g'.,,...,  g',,  étant  des 
substitutions  de  G'  qui  ne  satisfassent  à  aucune  relation  de  la  forme 
g'*  =  g'*'h'v  (Serret,  algèbre  supérieure,  n°  413).  Cela  posé,  les  substi- 
tutions de  G',  appartenant  à  G,  sont  permutables  à  II.  Le  groupe  K, 
dérivé  de  la  combinaison  de  G'  et  de  H,  aura  donc  toutes  ses  substi- 
tutions de  la  forme  g'ah'fhr  Mais  b'^Ji^,  appartenant  à  H,  est  de  la 
forme  hz  :  les  substitutions  de  K.  seront  donc  de  la  forme  g'%h$.  Réci- 
proquement, les  /'  -  substitutions  de  cette  forme  obtenues  en  faisan! 

varier  a  et  â  appartiennent  à  G,  et  sont  distinctes  :  car  si  l'on 
avait  g'a  h?,  =  g'%,  h% ,  sans  avoir  a=  oc',  d'où  â  =  c?',  la  substitution 
g'~*g'a=:  h$hj'  appartiendrait  à  H  et  à  G',  et  par  suite  à  H'  :  dési- 
gnons-la par  hv ;  il  viendrait  g\  =  g'^hy,  ce  qui  est  impossible. 

Donc  l'ordre  de  K  est  égal  à   V  -  ;  mais   ce   groupe   est  contenu 

dans  G,  dont  l'ordre  est  O;  donc  son  ordre  divise  ce  dernier  nombre  : 
donc  /'  divise  /.  De  même  m'  divise  m,  etc. 

3.  Théorème.  —  Soient  G  un  groupe  quelconque  ;  H  et  G'  deux 
groupes  contenus  dans  G  ;  H'  le  groupe  /orme'  par  les  substitutions 
communes  aux  deux  précédents;  O,  P,  O',  P'  les  ordres  respectifs  de 

ces  quatre  groupes;  d,  d',  e,  f  les  valeurs  des  entiers  -,  —  ,  —  ,  —  , 

iï  le  plus  grand  commun  diviseur  de  d  et  de  e  :  d'  sera  au  plus  ét/al 

à  d,  et  divisible  par  -y 

Soient  en  effet  //,,  //2,...  les  substitutions  de  H;  //', ,  h,,...  celles 
de  H'  :  celles  de  G'  seront  de  la  forme  g',  //,;  g', ,...,  gd,  étant  des  sub- 
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solutions  convenablement  choisies.  En  outre,  le  groupe  G  contiendra 
au  moins  les  substitutions  ga  Ap,  qui  sont  toutes  distinctes  et  en  nom- 
bre Yd'.  On  aura  donc  Yd'  =  0,  d'où  d'  =  d. 

D'autre  part,  la  relation  évidente  ed'  =  df  montre  que  d'  est  divi- 

1  i  d 

.sihie  par  -• 

1  0 

i.  Théorème.  —  Soit  E  une  équation  dècomposable  en  facteurs 
rationnels  X,  Y,. . .  :  tout  facteur  de  composition  d'une  des  équations 
partielles  X,  Y,...  sera  un  facteur  de  composition  de  E;  et  réciproque- 
ment ,  tout  jacteur  de  composition  de  E  sera  facteur  de  composition 
d'une  ou  plusieurs  de  ces  équations  partielles. 

En  effet,  on  résoudra  l'équation  E  en  résolvant  successivement  les 
équations  partielles  X,  Y,...,  ce  qui  pourra  se  faire  pour  chacune 
d'elles  à  l'aide  d'une  suite  d'équations  simples. 

Soient  x{,x2,...  les  racines  de  l'équation  X,  lesquelles  appartiennent 
également  à  E;  /  son  premier  facteur  de  composition  :  il  existe  une 
équation  simple  U,  d'ordre  /,  dont  la  résolution  fera  connaître  des 
fonctions  de  x,,  x.2,...  qui  auparavant  n'étaient  pas  rationnelles.  Cette 
résolution  abaissera  donc  l'ordre  de  X  et  celui  de  E  en  les  divisant 
l'un  et  l'autre  par  l  Quant  à  chacune  des  autres  équations  partielles, 
telle  que  Y,  son  ordre  ne  sera  pas  réduit  par  cette  résolution,  ou  il 
sera  divisé  par  /,  auquel  cas  Y  aura  /  pour  facteur  de  composition. 

Si  donc  on  résout  l'équation  X  par  l'adjonction  des  racines  d'une 
suite  d'équations  simples,  on  trouvera  successivement  que  chacun  des 
facteurs  de  composition  de  X  est  un  facteur  de  composition  de  E. 
Quant  aux  autres  équations  partielles  Y,...,  leurs  groupes  pourront 
perdre  par  ces  adjonctions  quelques-uns  de  leurs  facteurs  de  compo- 
sition, mais  conserveront  tous  ceux  qui  ne  leur  sont  pas  communs  avec 
le  groupe  de  X.  Résolvant  maintenant  l'équation  Y  par  l'adjonction 
des  racines  d'une  suite  d'équations  simples,  on  verra  de  même  que 
tous  les  facteurs  de  composition  qui  restent  dans  le  groupe  de  l'équa- 
tion Y  sont  des  facteurs  de  composition  de  E;  et  que  les  équations 
partielles  restantes  Z,...  conserveront  après  cette  nouvelle  adjonction 
tous  ceux  de  leurs  facteurs  de  composition  qui  ne  leur  sont  pas  com- 
muns avec  X  ou  Y.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  résolu 
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successivement  toutes  les  équations  X,  Y, Mais  alors  l'équation  E 

sera  elle-même  résolue,  et  le  théorème  sera  démontré. 

5.  Théorème.  —  Soient  £  une  équation  irréductible  et  primitive 
de  degré  n\  E  V  équation  de  degré  n  —  i  obtenue  par  l'ail  jonction 
d'une  de  ses  racines,  a;  X,  Y,...  les  diviseurs  rationnels  de  cette  der- 
nière équation,  supposée  réductible.  Tout  facteur  de  c'omposilion  de 
Vune  des  équations  partielles  X,  Y,...  divisera  l'un  au  moins  des  fac- 
teurs de  composition  de  chacune  des  autres  équations  partielles. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  deux  équations  par- 
tielles, X  et  Y,  et  que  Y  ait  un  facteur  de  composition,  ///,  qui  ne 
divise  aucun  des  facteurs  de  composition  de  X;  nous  allons  prouver 
que  l'équation  C,  supposée  irréductible,  n'est  pas  primitive. 

Soit  en  effet  G  le  groupe  de  l'équation  E  :  abaissons-le  autant  que 
possible  par  la  résolution  successive  d'équations  simples,  dont  l'ordre 
ne  soit  pas  divisible  par  m;  et  supposons  que  ces  adjonctions  réduisent 
successivement  le  groupe  de  l'équation  E  à  H,...,  à  K.  L'équation  par- 
tielle X  étant  complètement  résolue  par  ces  opérations,  et  l'équation  ^ 
ne  l'étant  pas,  le  groupe  final  R  contiendra  des  substitutions  diffé- 
rentes de  l'unité;  mais  les  racines  x,,  x2,...  de  X,  qui  sont  actuelle- 
ment connues,  ne  seront  déplacées  par  aucune  de  ces  substitutions. 

La  suite  des  facteurs  de  composition  de  R  peut  être  déterminée, 
soit  d'une  seule  manière,  soit  de  plusieurs  manières  différentes;  mais, 
dans  tous  les  cas,  le  premier  de  ces  facteurs  sera  divisible  par  m;  car, 
sans  cela,  le  groupe  pourrait  être  abaissé,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse, par  la  résolution  d'une  équation  simple  dont  l'ordre  ne  sérail 
pas  divisible  par  m.  Réciproquement ,  R  contient  tous  les  groupes 
contenus  dans  G  et  jouissant  de  cette  propriété.  Car  soit  G'  un 
groupe  quelconque  contenu  dans  G  et  non  dans  R.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  parmi  les  groupes  de  la  suite  G,  H,...,  R,  le 
groupe  H  soit  le  premier  qui  ne  contienne  pas  G'  :  soit  H'  le  groupe 

formé  par  les  substitutions  communes  à  H  et  a  G';  soient  enfin  O,  -> 

0' 

O',  -j  les  ordres  respectifs  de  G,  H,  G',  H'.  Les  premiers  facteurs  d<- 
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composition  de  G',  1,,  ).,,...  auront  pour  produit  /',  qui  divise  /  (2)  : 
ils  ne  sont  donc  pas  divisibles  par  m. 

(i.  Soient  maintenant  a,  a4,...,  a^,  celles  des  racines  de  E  que  les 
substitutions  de  K  laissent  immobiles.  Cette  suite  contenant,  outre  la 
racine  a  que  l'on  s'est  adjointe,  les  racines  x,,  .x2,...  de  l'équation  X, 
contient  plusieurs  racines;  d'autre  part,  elle  ne  les  contient  pas  toutes. 

Cela  posé,  soient  g"  le  groupe  de  C;  S  une  de  ses  substitutions,  qui 
remplace  a  par  une  des  racines  a,  a,,...,  a^_t,  telle  que  a,  :  elle  rem- 
placera toutes  ces  racines  les  unes  par  les  autres.  En  effet,  S  transforme 
le  groupe  G,  formé  des  substitutions  de  Ç  qui  ne  déplacent  pas  a,  en 
un  groupe  analogue  G,,  formé  de  celles  de  ces  substitutions  qui  ne 
déplacent  pas  a,.  Ceux  des  groupes  partiels  contenus  dans  G,  qui 
jouissent  de  la  propriété  d'avoir  leur  premier  facteur  de  composition 
nécessairement  divisible  par  m  seront  évidemment  les  transformés 
de  ceux  des  groupes  partiels  contenus  dans  G  qui  jouissent  de  cette 
propriété.  Ils  seront  donc  tous  contenus  dans  un  seul  d'entre  eux,  qui 
sera  le  transformé  de  K,  et  aura  seul  le  même  ordre  que  ce  dernier 
groupe.  Mais  G,  contient  K  lui-même;  ce  sera  donc  là  ce  groupe 
d'ordre  maximum  qui  contient  tous  les  autres  et  qui  est  le  transformé 
de  R.  Donc  la  substitution  S  transforme  K  en  lui-même  :  donc  elle 
permute  exclusivement  entre  elles  les  racines  a,  «,,  <72,...  que  les 
substitutions  de  K.  ne  déplacent  pas. 

Toute  substitution  de  Ç  qui  remplace  l'une  par  l'autre  deux  des 
racines  a,  a,,...,  av_,  permute  ces  racines  exclusivement  entre  elles. 
Car  soitT  une  substitution  de  y  qui  remplace,  par  exemple,  a,  par  a2; 
ST,  remplaçant  «  par  a2,  permutera  exclusivement  entre  elles  les  ra- 
cines rt,  «,,...,  fl,j.-(  :  il  en  est  de  même  pour  S;  donc  il  en  est  de 
même  pour  T. 

Soient  a'  une  autre  racine  quelconque;  U  une  substitution  de  Ç 
qui  remplace  a  par  a'  :  les  racines  a',  a\,...,  a'f _,  que  U  fait  succéder 
à  a,  «,,...,  a„_{  seront,  d'après  ce  qui  précède,  essentiellement  diffé- 
rentes de  rt,  «,,...,  «,x-|.  D'ailleurs  toute  substitution  de  Ç  qui  rem- 
place une  des  racines  a,  «,,...,  «^,  par  une  des  racines  a',  a',,..., 
a'^L,  remplacera  chacune  des  racines  a,  a,,...  <7H__(  par  quelqu'une  des 
racines  a',  a\,.,.,  d}f,_t   Car  soit  V  une  substitution  de  ç  qui  remplace, 
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par  exemple,  a  par  a\  :  VU"'  remplace  «par  a,  :  elle  remplacera  donc 
les  racines  a,  a,,...,  av,_t  les  unes  par  les  autres;  et  U  les  remplaçant 
para',  dl,...,a'f,  _„  V  =  VU_,.U  les  remplacera  également,  à  l'ordre 
près,   par  a',  «',,...,  d^_t. 

Si  les  2[j.  racines  écrites  ci-dessus  n'épuisent  pas  le  nombre  n  des 
racines  de  C,  soient  a"  une  autre  racine,  W  une  substitution  de  Ç  qui 
remplace  a  par  a"  :  les  racines  a",  a\,...,  a"  ,  que  W  fait  succéder 
à  a,  a,,...,  a^,  sont,  d'après  ce  qui  précède,  essentiellement  différentes 
de  a,  a,,...,  av,_,  et  de  a',  a',,...,  a,k_r 

Si  n  >  3fx,  on  continuera  de  même;  et  l'on  voit  ainsi  que  n  est  un 
multiple  de  p.,  et  que  les  racines  de  la  proposée  peuvent  être  groupées 

en  -  systèmes.   D'ailleurs  chaque  substitution  de  Ç  remplace  les  ra- 

cines  de  chaque  système  par  celles  d'un  même  système.  Car  soit  R 
une  substitution  de  <J,  qui  remplace,  par  exemple,  a"  par  a\;  et 
soient  a\,  a,...,  â  les  racines  qu'elle  fait  succéder  à  a",  a",,...,  a"  . 
La  substitution  WR  appartient  à  Ç,  et  remplace  a,  «,,..,  a^_,  par 
«',,  a,...,  c?.  Mais  a'(  appartient  au  système  a\,  a'2,...,  d]/__1.  Donc 
«,...,  c?  sont  les  autres  racines  de  ce  système. 

Donc  l'équation  C  n'est  pas  primitive,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

7.  Corollaire  I.  — L'équation  £  étant  irréductible  et  primitive,  tout 
nombre  premier  qui  divise  V ordre  de  E  divisera  V ordre  de  chacune  des 
équations  partielles  X,  Y,.... 

Car  soit  p  un  semblable  diviseur.  Divisant  l'ordre  de  E,  il  divise  un 
de  ses  facteurs  de  composition;  mais  ce  facteur  de  composition  appar- 
tient à  lune  au  moins  des  équations  partielles  X,  Y,...  (4).  Donc  il 
divise  un  au  moins  des  facteurs  de  composition  de  chacune  des  autres 
équations  :  donc  il  divise  l'ordre  de  chacune  d'elles. 

Corollaire  II.  —  Si  l'une  des  équations  partielles  X,  Y,...  a  tous 
ses  facteurs  de  composition  premiers,  il  en  est  de  même  des  autres. 

8.  Théorème.  —  Si  une  équation  E,  irréductible  et  de  degré  ra,  a  son 
ordre  divisible  par  un  nombre  premier  p,  supérieur  à  -  n,  son  groupe  G 
sera  n  —  p  -+■  ifois  transitif. 

Toma  XIV  (2e  série).  -  Aviul  1869.  IQ 
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Supposons  en  effet  que  G  soit  n  —  q  -+-  i  fois  transitif,  q  étant  <[  p. 
Son  ordre  sera  égal  à  n  [n  —  ')---(7  +  >)  i->  ii  étant  l'ordre  du  groupe 
partiel  Ç  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobiles 
n  —  q  racines  données  a,  a,,...,  lequel  est  simplement  transitif  par 
rapport  aux  q  racines  restantes.  Mais  n[n  —  !)•••(<?  -I-  ')  n'est  pas  di- 
visible par  p,  n  étant  •<  ip  et  q^>j>.  D'autre  part,  îi  ne  peut  être 
divisible  par/;.  En  effet,  considérons  l'équation  c  de  degré  q  à  laquelle 
se  réduit  la  proposée  par  l'adjonction  des  racines  a,  a,,...;  elle  a  évi- 
demment pour  groupe  §.  Si  elle  n'est  pas  primitive,  soit  \j.  le  nombre 
des  systèmes  entre  lesquels  se  répartissent  ses  racines  :  son  ordre  Q. 

sera  un  diviseur  de  i.2...fi(  i.  2...  -  j  >  et  ne  sera  pas  divisible  par  p, 

qui  est  supérieur  à -)  et,  par  suite,  à  p.  et  à  -•  Si,  au  contraire,  l'équa- 

tion  c  est  primitive,  son  ordre  est  égal  à  qO,  O  étant  l'ordre  de  l'équa- 
tion E',  de  degré  q  —  1,  qu'on  obtient  en  s'adjoignant  une  nouvelle 
racine  b.  Mais  £  étant  simplement  transitif,  le  groupe  de  E',  formé 
par  celles  des  substitutions  de  Ç  qui  laissent  b  immobile,  sera  intran- 
sitif: l'équation  E'  se  décompose  donc  en  plusieurs  facteurs  ration- 
nels X,  Y, L'une  au  moins  de  ces  équations  partielles  sera  d'un 

degré  cl  inférieur  à  -■>  et,  par  suite,  à  p;  son  ordre,  divisant  i.2...d, 

ne  sera  pas  divisible  par  p.  Mais  il  est  divisible  par  tout  nombre  pre- 
mier qui  divise  O  :  donc  O,  et,  par  suite,  Q.  =  qO  n'est  pas  divisible 
par  p. 
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Sur  l'équation  aux  vingt-sept  droites  des  surfaces 

du  troisième  degré  ; 

Par  M.  Camille  JORDAN. 


1.  Steiner  a  fait  connaître  (Journal  de  M.  Borchardt ,  t.  LIIIj  les 
théorèmes  suivants  : 

Toute  surface  du  troisième  degré  contient  vingt-sept  droites. 

L'une  quelconque  d'entre  elles,  a,  en  rencontre  dix  autres,  se  cou- 
pant elles-mêmes  deux  à  deux,  et  formant  ainsi  avec  a  cinq  triangles. 
Le  nombre  total  des  triangles  ain.ùformés  sur  la  sur/ace  par  les  vingt- 
sept  droites  est  de  quarante-cinq. 

Si  deux  triangles  abc,  a  b' c'  nont  aucun  côté  commun,  on  peut 
leur  en  associer  un  troisième  a"  b"  c"  tel,  que  les  côtés  correspondants 
de  ces  trois  triangles  se  coupent ,  et  forment  trois  nouveaux  triangles 
aa'a",  bb'b",  ce'  c". 

D'après  cela,  désignons  par  les  lettres  a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  h,  i,  k,  l, 
m,  n,  p,  q,  r,  s,  t,  u,  m',  n',  p',  q',  r',  s',  t',  u!  les  vingt-sept  droites  : 
on  formera  sans  peine  le  tableau  suivant  des  quarante-cinq  triangles, 
où  la  désignation  des  droites  reste  seule  arbitraire  : 

abc,  ade,  afg,  ahi,  akl,  bmn,  bpq,  brs,  btu,  cm' n',  cp' q',  cr's',  ct'u', 
dinm',  dpp',  drr' ',  dtl',  enn' ,  eqq',  ess',  euu',  fuq',  fh'p,  fst',  fur', 
gnp',  gm'q,  gru',  gis',  hms',  hn'r,  hqt1 ',  hp'  u,  inr',  im's,  ilq',  ipu', 
kmù\  kn' t,  kqr',  kp's,  lut',  Im'u,  hf  r,  ls' p. 

2.  Étant  données  maintenant  l'équation  d'une  surface  du  troisième 
degré  et  les  équations  d'une  droite  arbitraire,  exprimons  que  la 
droite  eit  contenue  tout  entière  sur  la  surface.  Nous  obtiendrons  des 
équations  de  condition  qui  permettront  d'exprimer  rationnellement 

19  • 
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trois  des  paramétres  de  la  droite  en  fonction  du  quatrième,  qui  sera 
déterminé  par  une  équation  du  vingt-septième  degré,  dont  chaque  ra- 
cine correspondra  à  l'une  des  vingt-sept  droites.  Nous  conviendrons 
de  désigner  par  a,  b,  c,...  celles  des  racines  de  cette  équation  qui  cor- 
respondent respectivement  aux  droites  a,  b,  t% 

f.e  groupe  G  de  l'équation  considérée  est  exclusivement  formé  des 
substitutions  qui  n'altèrent  pas  la  forme  algébrique  de  la  fonction  sui- 
vante : 

(p  =  abc  -+-  ade  ■+- ...  -t-  h'  p. 

En  effet,  soient  S  une  de  ses  substitutions,  abc  l'un  des  termes  de  (p. 
Les  droites  a,  b,  c  forment  un  triangle,  et  cette  propriété  géométrique 
s'exprime  par  un  système  de  relations  analytiques 

<p(a,  b,  c)  =  o,     ty(a,  b,  c) =  o,... 

entre  les  racines  «,  b,  c.  Les  fonctions  tp,  ^,...,  ayant  leur  valeur  nulle, 
et  par  suite  rationnelle,  ne  sont  pas  altérées  en  valeur  numérique  par 
la  substitution  S.  Si  donc  S  remplace  a,  b,  c  par  trois  autres  ra- 
cines a',  b',  c',  on  aura 

y  («',  b',  c')  =  o,     4-  la',  b',  c')  =  o, . . .  . 

Donc  les  trois  droites  a',  b',  c'  forment  un  triangle,  et  a'b'c'  sera  l'un 
des  termes  de  o.  Donc  S  transforme  les  ternies  de  ç>  les  uns  clans  les 
autres. 

Réciproquement,  si  l'on  admet  que  toutes  les  relations  géométriques 
existant  entre  les  vingt-sept  droites  peuvent  se  déduire  de  celles  qui 
précèdent,  ce  qui  est  au  moins  fort  probable,  G  contiendra  toutes  les 
substitutions  qui  n'altèrent  pas  ç>. 

Cette  hypothèse  étant  admise,  cherchons  à  déterminer  le  groupe  G. 

5.  Soient  p.  le  nombre  des  positions  différentes  où  les  substitutions 
de  G  permettent  d'amener  a;  p.,  celui  des  positions  différentes  où 
celles  de  ces  substitutions  qui  laissent  a  immobile  permettent  d'ame- 
ner b;  jx2  celui  des  positions  différentes  où  celles  des  substitutions 
de  G  qui  laissent  a  et  b  immobiles  permettent  de  faire  passer  d; 
fjL3  celui  des  systèmes  de  positions  que  celles  des  substitutions  de  G 
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qui  laissent  a,  b,  ci  immobiles  permettent  d'assigner  à  ///,  p ,  /',  /; 
/7.4  celui  des  substitutions  de  G  qui  laissent  a,  b,  cl,  m,  p,  /',  t  immo- 
biles. L'ordre  de  G  sera  évidemment  égal  à  uu,  (jl2jx3  p.4. 

Or  p.  est  au  plus  égal  à  27,  nombre  total  des  lettres  :  ij.,  ne  peut  dé- 
passer 10;  car  toute  substitution  de  G  qui  laisser  immobile  permute 
exclusivement  entre  eux  les  cinq  termes  de  9  qui  contiennent  a;  elle 
remplace  donc  b,  qui  figure  dans  ces  termes,  par  l'une  des  dix  ra- 
cines b,  c,  ci,  e,f,  g,  h,  i,  k,  l  qui  y  figurent  également.  De  même 
(x2  ne  peut  dépasser  8  ;  car  toute  substitution  de  G  qui  laisse  a  et  b 
immobiles  n'altérera  pas  le  terme  abc,  qui  seul  dans  <p  est  divisible 
par  ab  :  donc  elle  laissera  c  invariable,  et  permutera  exclusivement 
entre  elles  les  huit  racines  d,  e,  f,  g,  h,  i,  k,  l.  D'autre  part,  tj.3  ne 
peut  dépasser  24  ;  car  toute  substitution  de  G   qui   ne  déplace  pas 

a,  b,  c,  cl  n'altérera  pas  les  coefficients  de  leurs  diverses  puissances 
dans  la  fonction  9.  Elle  laissera  donc  invariables  e,  Jg  +  hi  -f-  /./, 
mn  -+-  pq  -h  rs  -+-  tu,  m'u'  -+-  p'q'  -f-  r's'  -+-  t'u',  mm'  -+-  pp'  -+-  rr'  4-  tt'. 
nri  4-  qq' '-+-  ss1 -t-  uu' '.  Donc  elle  permute  exclusivement  entre  elles 
les  quatre  racines  m,  p,  r,  t,  communes  aux  deux  expressions 
mn  -t-  pq  -t-  rs  ■+■  tu,  et  mm'  -+-  pp'  +  rr'  +  tt'  ;  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  de  vingt-quatre  manières.  Enfin  l'on  voit  de  même  que  u..  se 
réduit  à  l'unité. 

4.  Donc  l'ordre  de  G  ne  peut  dépasser  27.10.8.24-  Mais  il  est  égal 
à  ce  chiffre,  car  on  vérifie  de  suite  que  G  contient  les  substitutions 

A  =  [amu)  [eut)  (gq'  iJ)  {is'p')  u'td)  (m'ek), 
B  =  (bhk)  {cil)  (pt'r')  {ns'u')  (p'tr)  [n'su), 
C  =  [dhk)  {eïl)  (pus)  (m's'iï)  [qtr)  (n'r't'), 
D  =  [fil)  (ghk)  (71'u's')  (mtr)  [m' t' r')  [nus], 
E  =  [fhk)  (gil)  [p'r't')  [q'su')  [prt)  [qsu), 
F  =  [hk)[il)[r't')[s'u')[rt)[su), 

dont  les  cinq  premières,  combinées  entre  elles,  permettent  évidemment 
de  faire  succéder  a  à  l'une  quelconque  des  vingt-sept  racines.  Les 
substitutions  I»,  C,  D,  E  permettent  ensuite,  sans  déplacer  a,  d'ame- 
ner b  à  la  place  de  l'une  quelconque  des  dix  racines  b,  c,  cl,  e,  f,  g, 

b,  i,  k,  l.  Puis  les  substitutions  C,  D,  E  permettent,  sans  déplacer  a,  b 


i5o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

de  faire  succéder  d  à  l'une  quelconque  des  huit  racines  d,  e,  /,  g,  //, 
/.  k,  I.  Les  substitutions  D,  E,  qui  ne  déplacent  pas  a,  b,  d,  permettent 
de  faire  succéder  m  et  p  à  deux  quelconques  des  quatre  racines 
m.  p,  r,  t,  ce  qui  donne  pour  ces  racines  douze  systèmes  de  places 
distincts.  Enfin  la  dernière  substitution  permet  de  permuter  entre  elles 
les  deux  racines  restantes  r  et  /,  sans  déplacer  a,  b,d,  m,  /;. 

Donc  G  ne  contient  pas  moins  de  27. 10.8. 12. 1  substitutions;  en 
outre,  le  groupe  partiel  II  dérivé  des  seules  substitutions  A,  B,  C,  D,  E 
en  contient  au  moins  27. 10.  8. 12.  Nous  allons  prouver  :  i°  qu'il  en 
contient  précisément  ce  nombre;  2"  qu'il  est  permutable  à  toutes  les 
substitutions  de  G. 

.*>.  Chacune  des  substitutions  de  (1,  transformant  les  uns  dans  les 
autres  les  divers  termes  de  <p ,  équivaut  à  un  certain  déplacement 
opéré  entre  ces  termes.  Les  divers  déplacements  ainsi  équivalents  aux 
diverses  substitutions  de  G  forment  un  groupe  G,,  dont  les  substitu- 
tions correspondent  une  à  une  à  celles  de  G.  Celles  des  substitutions 
de  G,  qui  résultent  d'un  nombre  pair  de  transpositions  entre  les  termes 
abc,  ade,...  forment  un  groupe  partiel  ${  permutable  aux  substitutions 
de  G,.  Les  substitutions  correspondantes  du  groupe  G  forment  un 
groupe  eh  permutable  aux  substitutions  de  G.  En  effet,  soient  S,  S' 
deux  substitutions  de  ,'j;  S,,  S',  les  substitutions  correspondantes  de  />,  : 
S,  S',  faisant  partie  de  £,,  sa  correspondante  SS'  fera  partie  de  la  suite  £i, 
laquelle  formera  ainsi  un  groupe.  D'autre  part,  soient  T  une  substitu- 
tion quelconque  de  G,  T,  sa  correspondante  :  Tj^S,  T,  faisant  partie 
de  />,,  sa  correspondante  T~'ST  fera  partie  fie  ,'j;  donc  T  sera  permu- 
table à  ,'j. 

Or  on  vérifie  sans  difficulté  que  chacune  des  substitutions  A,B,  C,D,  E 
équivaut  à  un  nombre  pair  de  transpositions  entre  les  termes  abc, 
ade,....  Donc  H,  qui  en  dérive,  est  contenu  dans  5-  Au  contraire,  la 
substitution  F,  équivalente  à  un  nombre  impair  de  transpositions,  n'est 
pas  contenue  dans  ce  groupe.  Donc  5?  dont  l'ordre  est  un  diviseur  de 
celui  de  G,  renferme  au  plus  la  moitié  des  substitutions  de  ce  dernier 
groupe.  Mais  il  contient  H,  qui  en  renferme  la  moitié  :  ces  deux 
groupes  sont  donc  identiques. 

(i.   Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  évidemment  2  et  les  fac- 
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leurs  de  composition  fie  II.   Nous  allons  démontrer  que  ce  dernier 
groupe  est  simple. 

Considérons  d'abord  les  racines  a,  b,  c,  d,  m,  m'.  Elles  forment  deux 
termes,  abc,  dtnm',  de  la  fonction  <p  :  de  plus,  a  et  </,  b  et  m,  c  el  m' 
se  retrouvent  ensemble  dans  trois  autres  termes,  ade,  bmn,  cm'n',  de 
cette  fonction,  Chaque  substitution  de  II,  devant  laisser  <p  invariable, 
fera  succéder  a,  b,  c,  d,  m,  m!  à  un  système  île  six  racines  k,  (3,  y,  o\ 
p.,  p!  jouissant  de  propriétés  analogues.  Réciproquement,  soit  y,  (3,  y, 
o\  f/,,  |x'  un  système  quelconque  de  six  racines  jouissant  de  ces  pro- 
priétés :  II  contiendra  une  substitution  qui  remplace  ces  racines  par 
a,  b,  c,  r/,  m,  m'.  En  effet,  si  cela  n'avait  pas  lieu,  le  nombre  des  sys- 
tèmes tels  cpie  a,  /3,  y,  r),  p.,  p!  serait  supérieur  à  celui  des  systèmes  de 
places  où  les  substitutions  H  permettent  d'amener  a,  è,  c,  d,  m,  m'.  Mais 
le  premier  de  ces  deux,  nombres  ne  peut  dépasser  27.10.32  :  car  a 
peut  être  choisie  de  vingt-sept  manières:  cela  fait,  (3,  devant  se  ren- 
contrer avec  a  dans  un  même  terme  de  <p,  ne  peut  être  choisie  que  de 
dix  manières;  et  y  sera  déterminée  par  là  :  on  pourra  ensuite  prendre 
pour  èp.p.'  l'un  quelconque  des  trente-deux  termes  de  ç>  qui  n'ont  au- 
cune lettre  commune  avec  a/3y;  et  â,  p,  p.'  seront  alors  déterminées 
sans  ambiguïté  par  la  condition  de  se  trouver  respectivement  avec 
a,  |3,  y  dans  un  même  terme  de  y.  D'un  autre  côté,  les  substitutions  II 
permettent  de  donner  à  a  vingt-sept  places  distinctes,  puisa  h  dix  places 
distinctes,  puis  à  d  huit  places  distinctes,  puis  à  m  quatre  places  dis- 
tinctes :  le  nombre  des  systèmes  de  places  qu'elles  permettent  de  don- 
ner à  a,  b,  c,  «T,  m,  m'est  donc  au  moins  égal  à  27.10.8.4,  et  à  fortiori 
au  nombre  des  systèmes  a,  |3,  y,  c?,  p,  p'. 

7.  Soit  maintenant  I  un  groupe  contenu  dans  II,  et  permutable 
à  ses  substitutions  :  nous  allons  prouver  qu'il  se  confond  avec  II. 

i°  I  contient  une  substitution  différente  de  l'unité'  et  qui  ne  dé- 
place pas  a.  En  effet,  soit  S  une  substitution  de  I,  qui  remplace  a  par 
une  autre  racine  a  :  a  pourra  être  l'une  des  racines  b,  c,  d,  e.J,  g, 
h,  i,  k,  l,  ou  l'une  des  seize  autres  racines. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  supposer  ce  =  b.  Car  II  contient  une 
substitution  2  qui  remplace  a  par  b  sans  déplacer  a;  et  I  contiendra 
S.-1  S 2,  qui  remplace  a  par  b.  Soient  donc  a  =  b.  Si  parmi  les  sub- 
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stitutions  C,  D,  E,  il  en  est  une,  T,  non  échangeable  à  S,  I  contiendra 
S-1.!"-1  ST,  qui  diffère  de  l'unité,  et  ne  déplace  pas  a.  Si,  au  contraire, 
S  est  échangeable  à  la  fois  à  C,  D,  E,  elle  permutera  exclusivement 
ensemble,  d'une  part  les  trois  racines  a,  h,  c  que  ces  suhslitutions 
laissent  immobiles,  d'autre  part  les  deux  racines  ///,  //,  que  D  déplace 
et  que  C,  E  laissent  immobiles.  Si  donc  S  ne  laisse  aucune  racine  im- 
mobile, elle  permutera  circulairement,  dune  part  les  trois  racines 
a,  />,  c,  d'autre  part  les  deux  racines  m  et  n  :  son  carré  ne  se  réduira 
pas  à  l'unité,  et  laissera  m  et  n  immobiles.  Donc  1  contient  dans  tous 
les  cas  une  substitution  qui  laisse  quelque  racine  immobile.  Soient  S, 
cette  substitution,  /3  cette  racine,  2  une  des  substitutions  de  H  qui 
remplacent  /3  par  a  :  I  contiendra  2_'S,2,  qui  laisse  n  immobile. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  supposer  a  =  m.  En  elfet,  les  substi- 
tutions dérivées  de  B,  C,  D,  E  permutent  transitivement  les  seize  ra- 
cines m,  7i,.  .  .  sans  déplacer  a.  Soit  1  celle  d'entre  elles  qui  remplace 
a  par  m  :  1  contiendra  2~~'  S 2,  qui  remplace  a  par  ni.  Soit  donc  a  =  m. 
Si  parmi  les  substitutions  B,  C,  E,  il  est  une,  T,  non  échangeable  à  S, 
I  contiendra  la  substitution  S-,.T~'ST,  qui  ne  déplace  pas  a.  Dans 
le  cas  contraire,  il  faudra  que  S  permute  exclusivement  ensemble, 
d'une  part  a  et  m,  de  l'autre  les  trois  racines  d,  e,  m'  :  cela  posé,  la 
démonstration  s'achève  comme  au  premier  cas. 

S.  iu  l  contient  une  substitution,  autre  que  t'imite',  et  qui  laisse  a,  b 
immobiles.  Car  soit  S  la  substitution  qui  laisser  immobile,  et  dont  on 
vient  de  démontrer  l'existence  :  elle  remplacera  b  par  une  des  dix  ra- 
cines />,  c,  d,  e,J,  g,  h,  r,  /',  /  qui  se  trouvent  associées  à  a  dans  les 
termes  de  o.  Donc  si  S  déplace  b,  elle  le  remplacera  par  c,  ou  par  une 
des  huit  autres  lettres. 

Si  S  remplace  b  par  c,  il  faudra,  pour  qu'elle  n'altère  pas  <p,  qu'elle 
n'altère  pas  le  terme  abc  :  donc  elle  remplacera  c  par  b.  Cela  posé,  si 
parmi  les  suhslitutions  C,  D,  E,  il  en  existe  une,  T,  qui  ne  soit  pas 
échangeable  à  S,  I  contiendra  S^'.T-1  ST,  qui  laisse  a,  b  immobiles. 
Si  au  contraire  S  était  échangeable  à  ces  trois  substitutions,  elle  per- 
muterait exclusivement  entre  elles  les  racines  m,  n,  (pie  C,  E  laissent 
immobiles.  Mais  alors  elle  changerait  le  terme  bmn  en  cmn,  qui  n'est 
pas  un  terme  de  <p  :  ce  qui  est  absurde. 
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Si  S  remplace  b  par  l'une,  jS,  des  huit  racines  d,  e,...,  /,  on  voit 
comme  tout  à  l'heure  qu'on  peut  supposer  /S  =  d.  Cela  posé,  si 
l'une  T  des  substitutions  D,  E  n'est  pas  échangeable  à  S,  I  contien- 
dra S-,.T_'ST,  qui  laisse  a  et  h  immobiles.  Dans  le  cas  contraire,  et 
sachant  d'ailleurs  cpie  S  permute  exclusivement  entre  elles  les  dix 
racines  /;,  c,  d,  e,f,  g,  h,  i,  k,  l,  associées  à  a  dans  les  termes  de  9, 
on  vérifie  sans  peine  qu'elle  devra  permuter  exclusivement  entre  elles 
les  deux  racines^  g.  Cela  posé,  I  contiendra  la  transformée  de  S 
par  EB-',  laquelle  laisse  a  immobile,  et  permute  b  et  c  exclusivement 
entre  elles.  On  retombe  ainsi  sur  un  cas  déjà  discuté. 

9.  3°  I  contient  une  substitution  autre  que  V unité,  et  nui  laisse  a,  b ,  d 
immobiles.  Car  soit  S  la  substitution  qui  laisse  a  et  b  immobiles  et 
dont  on  vient  de  démontrer  l'existence.  N'altérant  pas  ©,  elle  n'alté- 
rera pas  le  terme  abc  :  elle  laissera  donc  c  immobile.  Si  elle  déplace  d, 
elle  le  remplacera  par  e,  ou  par  une  des  racines^,  g,  h,  i,  k,  l. 

Si  S  remplace  d  par  e,  il  faudra,  pour  qu'elle  n'altère  pas  y,  qu'elle 
n'altère  pas  le  terme  ade  :  donc  elle  remplacera  réciproquement  e 
par  d.  Cela  posé,  si  parmi  les  substitutions  D  et  E  il  en  est  une,  T, 
qui  ne  soit  pas  échangeable  à  S,  I  contiendra  S-1  T~'  ST,  qui  laisse 
a,  b,  d  immobiles.  Dans  le  cas  contraire,  S  permutera  exclusivement 
entre  elles  les  deux  racines  j,  g.  Si  elle  les  laisse  immobiles,  I  con- 
tiendra la  transformée  de  S  par  EC_I,  laquelle  laisse  a,  b,  d  immobiles. 
Si  au  contraire  elle  échange  les  deux  racines  /  et  g,  il  faudra,  pour 
être  échangeable  à  D  et  à  E,  qu'elle  permute  exclusivement  entre  elles 
les  racines  de  chacun  des  systèmes  ib,  lk,  mnm'n',  pqp'q' ,  rsr's',  tut' u'  ; 
et  comme  elle  doit  eu  outre  transformer  ©  en  elle-même  on  trouvera 

S  =  (de)(jg){hi){M){mn)(p<ï)(rs){tu)(m'n')(p'q'){r's')(t'u'). 

Cela  posé,  I  contiendra  la  substitution  S-1  .B-1  SB  =  S',  qui  laisse 
rt,  d,  J  immobiles  :  et  H  contenant  une  substitution  2  qui  remplace 
a,  d,  e,f,  m,  q'  par  a,  b,  c,  d,  m,  m'  (6),  I  contiendra  I~'S'l,  qui 
laisse  a,  b,  d  immobiles. 

Si  S  remplace  d  par  l'une,  |3,  des  racines  /,  g,  b,  i,  k,  /,  on  peut 
supposer  |3  =  h.  Cela  posé,  si  S  n'est  pas  échangeable  à  la  substitution 
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DE"  '  =  T,  I  contiendra  S-,.T~'ST,  qui  laisse  a,  b,  d  invariables. 
Si  elle  lui  est  échangeable,  elle  permutera  exclusivement  ensemble  les 
racines  d,  c ,  h,  i  autres  que  a,  b,  c  et  que  T  laisse  immobiles 

Or  S  remplace  d  par  h  :  si  elle  remplace  réciproquement  //  par  <7, 
on  aura  S  =  DCU,  U  étant  une  substitution  de  II  cpii  laisse  a,  b,  d,  b 
immobiles.  Mais  les  substitutions  de  II  permettent  d'amener  n,  b,  d  à 
27 .  1  o .  (S  systèmes  de  places  distinctes  :  les  substitutions  D  et  E  qui  ne 
déplacent  pas  ces  trois  racines  permettent  d'amener  ensuite  h  à  six 
places  distinctes.  L'ordre  de  H  est  donc  égal  à  27 .  10.8.6.  v,  v  étant  le 
nombre  des  substitutions  de  ce  groupe  qui  ne  déplacent  pas  n,  b,  d,  h. 
On  déduit  de  là  V  =  2.  Les  deux  seules  substitutions  que  Ton  puisse 
prendre  pour  U  sont  donc  l'unité  et  la  substitution  T. 

Soit  en  premier  lieu  U  =  1,  d'où  S  ==  DC.  Cette  substitution  laisse 
immobiles  a,  b,  c,  p',  q'  :  et  H  contenant  une  substitution  2  qui  rem- 
place c,  p',  q' ,  a,  d,  e  par  a,  b,  c,  d,  m,  m'  ((>),  I  contiendra  2  ' S2, 
qui  laisse  a,  b,  d  immobiles. 

Soit  en  second  lien  U  =  T.  La  substitution  S  laisse  immobiles  a,  b, 
c,  /72,  n  :  et  H  contenant  une  substitution  2  qui  remplace  b,  m,  n,  a,  d,  e 
par  a,  b,  c,  d,  m,  m'  (6),  l  contiendra  2~'S2,  qui  laisse  a,  A,  d  im- 
mobiles. 

Supposons  maintenant  que  S  remplace  //  par  e  :  1  contiendra  S2, 
qui  remplace  d  par  e;  et  l'on  retombe  sur  un  cas  déjà  discuté. 

Enfin,  si  h  est  remplacé  par  /,  II  contient  une  substitution  2  qui 
remplace  a,  h,  i,  b,  tn,  n,  par  a,  d,  e,  b,  m,  n  (6)  ;  et  I  contenant  Z~'S2, 
< 1 11 1  remplace  d  par  <?,  sans  déplacer  a  ni  b,  on  retombe  encore  sur  un 
cas  déjà  discuté. 

ÎO.  4"  I  contient  la  substitution  E.  En  effet,  soit  S  la  substitution 
de  I  qui  ne  déplace  pas  a,  b,  d,  et  dont  l'existence  vient  d'être  dé- 
montrée. Si  elle  ne  déplace  pas  m,  elle  se  réduira  à  E  ou  à  son  carré, 
qui  lui-même,  étant  élevé  au  carré,  reproduira  E.  Si,  au  contraire, 
S  déplace  m,  elle  la  remplace  par  l'une  des  trois  racines  p,  r,  t,  et  il  est 
permis  de  supposer  que  c'est  par  t.  On  aura  alors  S  =  VD,  V  étant 
une  substitution  de  H  qui  ne  déplace  pasrt,  b,  d,  m,  et  qui,  par  suite, 
se  réduit  à  une  puissance  de  E. 

Supposons  d'abord  V  =  1,  d'où  S  =  D.  Cette  substitution  laisse  im- 
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mobiles  a,  b,  c,  <7,  /;,  p'  ;  et  II  contenant  une  substitution  2  cjui  rem- 
place ces  racines  par  a,  b,  c,  d,  m,  m'((i),  I  contiendra  -  'S2,  qui 
laisse  a,  //,  <7,  m  immobiles,  et  se  réduit  à  E  ou  à  E2. 

Si  V  =  E,  S  laissera  immobiles  a,  b,  c,  d,  /■,  /';  cl  II  contenant 
une  substitution  2  qui  remplace  ces  racines  par  a,  />,  c,  d,  m,  m'(6  , 
I  contiendra  2-'  S2,  qui  se  réduit  à  E  on  à  E2. 

Si  enfin  V  —  E2,  I  contiendra  la  substitution  S-,.A_,SA  =  S',  qui 
laisse  b,  r,  s,  p,  d,  //  immobiles;  et  II  contenant  une  substitution  2  qui 
remplace  ces  lettres  par  a,  b,  ç,  d,  m,  /«'((>),  I  contiendra  2  'S'2,  qui 
se  réduit  a  E  ou  à  E2. 

11.  5°  I  se  confond  avec  H  :  car  il  contient  les  puissances  de  E,  et 
leurs  transformées  par  les  substitutions  de  H.  Mais  A,  B,  C,  D,  E,  dont 
H  dérive,  font  toutes  partie  du  système  de  ces  transformées  :  car  A,  par 
exemple,  laisse  immobiles  b,  r,  s,  p,  u',  f\  mais  H  contient  une  sub- 
stitution 2  qui  remplace  ces  lettres  par  a,  b,  c,  d,  m,  m'  :  la  transformée 
de  A  par  2  laissera  donc  a,  b,  d,  m  immobiles,  et  se  réduira  à  une 
puissance  de  E.  Réciproquement,  la  transformée  de  cette  dernière  sub- 
stitution par  2~'  reproduira  A. 

12.  L'équation  aux  vingt-sept  droites  a  plusieurs  réduites  remar- 
quables, signalées  par  divers  géomètres. 

jo  Prenons,  par  exemple,  pour  inconnue  de  la  question  le  plan  du 

triangle  formé  par  trois  droites  qui  se  coupent  :  ces  triangles  étant  au 

nombre  de  quarante-cinq,  on  aura  une  équation  du  quarante-cinquième 

degré,  équivalente  à  la  proposée. 

45 .  3a 
2°  On  peut  déterminer  de  — - — '-  manières  différentes  un  système  de 

deux  triangles  qui  n'aient  aucune  droite  commune;  à  chaque  sem- 
blable système  correspond  un  triangle  associé  (1).  Réciproquement, 
chaque  système  de  trois  triangles  associés  [trièdre  de  Steiner)  corres- 
pond aux  trois  combinaisons  deux  à  deux  des  triangles  qui  les  for- 

45.32 
ment.  Le  nombre  total  de  ces  trièdres  sera  donc — '-=-'  On  peut  d'ailleurs 

2.3  ' 

les  grouper  par  paires  [doubles  trièdres)  en  réunissant  ensemble  ceux 
qui  contiennent  les  mêmes  droites.  Enfin  les  doubles  trièdres  peuvent 
être  associés  trois  à  trois,  en  réunissant  ensemble  ceux  qui  n'ont  au- 

20.. 
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cune  droite  commune.   Prenant  pour  inconnue  ce  système   de  trois 

doubles  trièdres,  on  aura    une   équation    de  degré  — „'   "    =  /jo,   et 

équivalente  à  la  proposée. 

3°  On  peut  déterminer  de  — — —  manières  différentes  une  paire  de 

droites  qui  ne  se  coupent  pas.  On  peut  d'ailleurs  grouper  ces  paires 
six  à  six  [doubles-six  de  Schlàfli),  de  telle  sorte  que  les  droites  d'une 
paire  rencontrent  chacune  une  droite  de  chaque  autre  paire  du 
donble-six.  Les  doubles-six  dépendent  donc  d'une  équation  du  degré 

£-  =  00,  qui  sera  encore  équivalente  a  la  proposée. 

Aucune  réduite  d'un  degré  inférieur  au  vingt-septième  n'ayant  été 
rencontrée  jusqu'ici,  on  était  fondé  à  penser  qu'il  est  impossible  de 
ramener  la  résolution  de  l'équation  aux  vingt-sept  droites  à  celle  d'une 
équation  d'un  degré  inférieur.  Nous  allons  en  effet  prouver  cette 
proposition. 

15.  En  effet,  si  un  semblable  abaissement  de  degré  pouvait  avoir 
lieu,  il  aurait  lieu  à  fortiori  après  l'adjonction  de  la  racine  carrée  qui 
réduit  le  groupe  de  la  proposée  à  H.  Supposons  donc  cette  adjonction 
opérée  :  soient  E27  l'équation  aux  vingt-sept  droites,  Ed  celle  des  équa- 
tions équivalentes  dont  le  degré  d  est  minimum  :  cette  dernière  équa- 
tion sera  irréductible  et  primitive.  En  effet,  ses  racines  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  celles  de  E27  [Commentaire  sur  Galois,  cité  p.  140). 
Si  donc  Ed  n'était  pas  irréductible,  elle  se  décomposerait  en  facteurs 
irréductibles  de  degré  inférieur  à  d;  et  la  résolution  d'un  seul  de  ces 
facteurs,  faisant  connaître  des  fonctions  des  racines  de  E2,  qui  aupa- 
ravant n'étaient  pas  rationnelles,  abaisserait  le  groupe  de  cette  équa- 
tion. Mais  ce  groupe  H  est  simple  :  donc  l'équation  E27  serait  complè- 
tement résolue;  donc  d  ne  serait  pas  le  minimum  supposé.  D'autre 
part,  si  Ed  n'était  pas  primitive,  ses  racines  se  grouperaient  en  sys- 
tèmes, dépendant  d'une  équation  dont  le  degré  divise  d,  et  la  résolu- 
tion de  cette  dernière  équation,  abaissant  le  groupe  de  E27,  la  résou- 
drait complètement;  donc,  ici  encore,  d  ne  serait  pas  minimum. 

Cela  posé,  l'ordre  du  groupe  Gd  de  Ed  est  égal  à  celui  du  groupe 
de  E27,  lequel  est  fi  =  27.  10.  8.6.  2  (5);  mais  il  est  divisible  par  d,  et 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i57 

divise  i  .2. .  .d.  Donc  si  d  <C  27,  il  sera  l'un  des  nombres  iî\,  20,  18, 
i(i,  1 5,  12,  10,  g. 

14.  //  n'existe  aucune  réduite  de  degré  24,  18  nu  12.  Car  soit, 
pour  fixer  les  idées,  d  =  24.  Adjoignons  à  l'équation  E21  une  de  ses 
racines,  x  :  l'équation  E23  qui  détermine  les  vingt-trois  racines  res- 
tantes a  son  groupe  G23  formé  des  substitutions  qui  laissent  x  immo- 
bile, et  son  ordre  est  égal  à  — 7,  nombre  divisible  par  les  nombres  pre- 
miers 1,  3,  4-  Les  équations  irréductibles  dont  elle  est  le  produit  ont 
donc  leur  ordre  divisible  par  ces  trois  nombres  premiers,  à  l'ex- 
clusion de  tous  les  autres  (Mém.  précéd.,  7).  Donc  chacune  de  ces 
équations  est  du  degré  5  au  moins;  en  outre,  aucune  d'elles  n'a  pour 
degré  7,  8  ou  g,  car  son  ordre  ne  pourrait  être  divisible  par  5  sans 
l'être  par  7  (Mém.  précéd.,  8);  enfin  aucune  d'elles  n'a  son  degré 
divisible  par  un  nombre  premier  autre  que  2,  3,  5,  car  ce  nombre 
premier  diviserait  son  ordre.  D'après  cela,  les  seules  hypothèses  ad- 
missibles pour  les  degrés  de  ces  facteurs  irréductibles  sont  les  sui- 
vantes :  18  et  5;  12,  6  et  5;  6,  6,  6  et  5. 

Mais  ces  hypothèses  elles-mêmes  doivent  être  rejetées.  Considérons, 
par  exemple,  la  première  (les  mêmes  raisonnements  s'appliqueraient 
aux  deux  autres).  Supposons  que  E23  soit  le  produit  de  deux  facteurs 
E)8et  E5,  ayant  respectivement  pour  racines  y,,...,  yis  et  xt,...,  xs. 
L'ordre  du  groupe  partiel  r((L)  formé  parcelles  des  substitutions  de  G2, 

qui  laissent  immobiles  x  et  x^  sera      ~     et  celui  du  groupe  partiel  A  ' 

formé  par  celles  de  ces  substitutions  qui  laissent  immobiles  x  et  yy 

sera  —. — 5-  Soit  maintenant  S  une  substitution  de  G,4,  qui  remplace 

24 . 1 O  -  1  I 

x  par  xVj,  et  soient  z  une  autre  racine  quelconque  de  E2yl,  u  la  racine 
que  S  lui  fait  succéder.  Le  groupe  partiel  formé  par  les  substitutions 
qui  laissent  x^  et  u  immobiles  est  le  transformé  par  S  de  celui  dont 

les  substitutions  laissent  x  et  z  immobiles  :  il  contiendra  donc  — f1^ 

24 .  i> 

ou  — — 3  substitutions,  suivant  que  z  sera  l'une  des  racines  x ,,...,  jts 

ou  l'une  des  racines  y,,...,  ytt. 

Or  l'équation  E5  ayant  son  ordre  divisible  par  3,  son  groupe  est  trois 
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fois  transitif  (Mém.  précéd.,  8);  donc  le  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  G23  qui  laissent  immobiles  deux  quelconques  de  ses 

racines,  x^  et  x^,  a  pour  ordre     .  .   .•  Le  groupe  formé  par  celles  des 

substitutions  de  G,,  qui  jouissent  de  cette  propriété,  contenant  celui-là, 
a  pour  ordre  un  multiple  de  ce  nombre;  donc  il  ne  peut  avoir  pour 

ordre  —. — 7-;  donc  les  cinq  racines  telles,  que  le  groupe  partiel  formé 

par  celles  des  substitutions  de  G24  qui  laissent  immobile  l'une  d'elles 

en   même  temps  que  x^.  ait   pour  ordre  -y-pi  sont  x,  x,,...,  x^,, 

Jcv.+t, —  Mais  S  les  fait  succéder  aux  cinq  racines  x,,...,  x5,  qui 
jouissent  de  la  même  propriété  par  rapport  à  x.  Donc  S  permute 
exclusivement  entre  elles  les  six  racines  x,  x,,...,  x^;  d'où  l'on  dé- 
duirait, comme  au  n°  G  du  Mémoire  précédent,  que  E24  n'est  pas  pri- 
mitive, ce  qui  est  contraire  au  numéro  précédent. 

lîi.  Il  n'existe  aucune  réduite  de  degré  20,  i5  ou  10.  Car  s'il  exis- 
tait, par  exemple,  une  réduite  du  vingtième  degré,  le  groupe  5  formé 
par  celles  des  substitutions  de  H  qui  laissent  sa  racine  invariable  au- 
rait pour  ordre  — ;  et  le  groupe  R  formé  par  celles  des  substitutions 

de  H  qui  laissent  immobile  la  racine  a  ayant  pour  ordre  —  >  l'ordre 
du  groupe  OC  formé  par  les  substitutions  communes  à  §  et  à.  R  serait 


a 


-j  ou  le  vingtième  de  l'ordre  de  R  (Mém.  précéd.,  5). 


27 .20 

Cela  posé,  les  substitutions  de  K  sont  de  la  forme  A^IL,;  A,,  A2,... 
étant  des  substitutions  partielles  qui  permutent  ensemble  les  dix  ra- 
cines b,  c,  d,  e,  J,  g,  h,  i,  k,  l,  et  B,,  B2,...  des  substitutions  opérées 
en  même  temps  sur  les  seize  autres  racines  :  d'ailleurs  on  voit  sans 
peine  qu'aucune  substitution  de  K  (à  l'exception  de  l'unité)  ne  laisse 
les  dix  premières  racines  immobiles  à  la  fois.  Soient  en  particulier 
Xt  ilb,,  X2ui>2)...  les  substitutions  de  3t  :  le  groupe  3C'  formé  par  les 
substitutions  partielles  X,,  -JU2,...  opérées  sur  les  dix  premières  lettres 
sera  évidemment  contenu  dans  le  groupe  R'  formé  par  les  substitu- 
tions partielles  A,,  A2, ...,  et  contiendra  un  vingtième  du  nombre 
total  de  ses  substitutions. 
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Or  on  voit  immédiatement  que  R',  dérivé  des  substitutions 

{bhk){cil),     [dhk){eil),     (fd){ghk),     (JM)(gil), 

contient  :  i°  les  substitutions  qui  résultent  d'un  nombre  pair  de  trans- 
positions entre  les  cinq  systèmes  binaires  bc,  de,  fg,  hi,  Al  :  i°  les 
substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  mais  permutent  en- 
semble les  deux  racines  dans  un  nombre  pair  de  systèmes.  On  recon- 
naît en  outre  facilement  que  tout  groupe  tel  que  2K',  contenu  dans  K' 
et  contenant  le  vingtième  de  ses  substitutions,  contient  le  groupe  F/ 
formé  par  ces  dernières  substitutions.  D'ailleurs  L'  est  permutable  aux 
substitutions  de  K';  et  réciproquement  tout  groupe  contenu  dans  K.' 
et  permutable  à  ses  substitutions  est  contenu  dans  L'. 

Les  substitutions  de  R  et  de  K'  se  correspondent  évidemment  une 
à  une,  de  telle  sorte  qu'au  produit  de  deux  substitutions  correspond 
le  produit  de  sa  correspondante.  Le  groupe  ïX",  formé  des  substitutions 
de  K  dont  le  premier  facteur  appartient  à  *<',  contiendra  le  groupe  I, 
formé  des  substitutions  de  R  dont  le  premier  facteur  appartient  à  1/  : 
donc  5>  qui  contient  X,  contiendra  L.  En  outre,  L  sera  permutable 
aux  substitutions  de  K,  et  réciproquement  tout  groupe  contenu  dans  K 
et  permutable  à  ses  substitutions  sera  contenu  dans  L. 

Soient  maintenant  S  une  substitution  quelconque  de  H;  a,  la  racine 
par  laquelle  elle  remplace  a  :  elle  transformera  K,  L  en  deux  autres 
groupes  R,,  L,,  qui  jouent  par  rapport  à  la  racine  a,  le  même  rôle 
queR,  L  par  rapport  à  la  racine  a.  Raisonnant  comme  précédemment, 
on  voit  que  5  contiendra  L,.  Donc  5  contiendra  les  transformées  des 
substitutions  de  L  par  une  substitution  quelconque  de  H;  mais  ce 
dernier  groupe  étant  simple,  ces  transformées,  combinées  entre  elles, 
le  reproduisent  tout  entier.  Donc  5,  au  lieu  de  contenir,  comme  il  le 
faudrait,  le  vingtième  des  substitutions  de  H,  se  confondrait  avec  lui. 

16.  //  n'existe  aucune  réduite  du  degré  16.  S'il  en  existait  une,  E,G, 
soient  E,5  l'équation  qui  donne  quinze  de  ses  racines  après  l'adjonc- 
tion de  la  seizième,  G,5  son  groupe,  0(5  son  ordre  :  on  voit,  comme  au 
n°  14,  que  si  E,5  n'est  pas  irréductible,  elle  se  décompose  en  deux 
facteurs  du  dixième  et  du  cinquième  degré,  ou  en  trois  facteurs  du 
cinquième. 
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Mais  E|5  ne  peut  se  décomposer  en  trois  facteurs  du  cinquième 
degré  :  car  l'ordre  de  E)0  diviserait  (i  .2.  .  ,5y.\6  et  ne  pourrait  être 
égal  à  £2. 

Supposons  maintenant  El5  =  E,0E5.  L'équation  du  cinquième  de- 
gré E,,  ayant  son  ordre  05  divisible  par  3,  a  son  groupe  G5  trois  fois 

transitif:  d'ailleurs  05,  divisant  — -.■>  n'est  pas  divisible  par  8;  donc  le 

groupe  G5  est  alterné.  Cela  posé,  soient  Gl0  le  groupe  de  El0,  O10  son 

ordre  :  on    aura  évidemment  — :=O,5  =  Ol0P,  P   étant   l'ordre  du 

groupe  partiel  Y  formé  par  celles  des  substitutions  de  G,5  qui  ne  dé- 
placent pas  les  racines  de  E,0.  Ce  dernier  groupe  est  évidemment  con- 
tenu dans  G5  et  permutable  à  ses  substitutions;  et  le  groupe  G5  étant 
simple,  r  se  confond  avec  lui  ou  ne  contient  d'autre  substitution  que 
l'unité.  Mais  si  T  se  confondait  avec  G,  P  serait  divisible  par  5  et 

0,„P  par  a5,  tandis  que  — r  ne  l'est  pas.  Il  faut  donc  admettre  la  se- 
conde bypotbèse,  d'où  P  =  r,  -~  =  O]0. 

Cela  posé,  adjoignons  à  l'équation  E)0  une  de  ses  racines,  t?  :  l'équa- 
tion E[,  qui  détermine  les  autres  aura  pour  ordre  —^ =  2.3''.  Il  faut 

1  r  ÎO. IO 

évidemment  pour  cela  qu'elle  soit  irréductible,  mais  que  l'équation  E8 
obtenue  en  s'adjoignant  une  nouvelle  racine  se  décompose  en  facteurs 
irréductibles  ayant  chacun  pour  degré  i,  2,  3  ou  6.  L'ordre  de  E8  de- 
vant être  égal  à  2.32,  l'un  au  moins  de  ces  facteurs  aura  pour  degré 
3  ou  6,  et  il  est  aisé  de  voir  (pie  quelque  hypothèse  qu'on  fasse  sur  les 
degrés  de  ces  facteurs,  l'équation  E9  sera  non  primitive  (Mémoire  pré- 
cédent, n°  5).  Cela  posé,  soient  a,  jS,  y;  a',  /3',  •/';  a",  /3",  -y"  ses  racines: 
on  voit  immédiatement  que  l'ordre  de  E„  ne  peut  être  égal  à  2.3*  que 
si  son  groupe  G9  est  dérivé  des  substitutions 

(«ftr)i     KPY),     K'P'Y),     (««')(r¥')(7Y')'     (««")(/¥")  (77")- 

Il  est  facile  maintenant  de  prouver  l'impossibilité  du  groupe  Gl0. 
Ce  groupe,  étant  deux  fois  transitif,  contiendrait  une  substitution  S 
qui  remplace  a,  j3,  -y  par  â,  fi,  et  par  une  autre  racine  a  (différente 
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ou  non  de  v.  et  de  7)  :  et  Gl0  contiendrait  la  substitution  (c?/3â), 
transformée  de  (a/37)  par  S.  Soient  maintenant  Ç  une  autre  ra- 
cine quelconque;  T  une  substitution  de  G,„  qui  remplace  'Ç  par  â; 
a.,  /3n  7,,  <?,,  e,  les  racines  que  T  fait  succéder  à  «,  j3,  7,  t?,  £  :  les 
substitutions  [â,  /3,  s,),  (a,  j3,  7,),  transformées  de  (<?/3s),  (a/3y)parT, 
ne  déplaçant  pas  c?,  appartiendraient  à  G9;  résultat  absurde,  car  le 
groupe  dérivé  de  ces  deux  substitutions,  alterné  par  rapport  à  a,,  jS,, 
y,,  d1,,  e,,  ayant  son  ordre  divisible  par  4,  ne  peut  être  contenu  dans 
G9,  dont  l'ordre  est  2  .  34. 

17.   Supposons  maintenant  l'équation  E,s  irréductible  et  primitive. 

Adjoignons-lui  unede  ses  racines,  x;  l'équationE,,  quidonneles  racines 

restantes  aurait  pour  ordre  Om  =  —. — -  =  4. 27,  et  se  décomposerait 

en  facteurs  irréductibles  dont  l'ordre  divise  ce  nombre,  et  admet  les 
diviseurs  premiers  2  et  3.  On  aurait  donc  deux  facteurs  du  quatrième 
degré  avec  un  du  sixième,  ou  avec  deux  du  troisième. 

i°  Ces  deux  hypothèses  doivent  être  rejetées.  En  effet,  considérons 
d'abord  la  première.  Soient  E'4,  E4 ,  E6  les  trois  facteurs  de  E,,.  L'ordre 
de  E6  étant  premier  à  5,  l'équation  E5  qui  s'en  déduit  par  l'adjonction 
d'une  de  ses  racines  sera  décomposable  en  plusieurs  facteurs  irréduc- 
tibles, et  de  quelque  manière  qu'on  imagine  que  cette  décomposition 
ait  lieu,  on  arrivera  à  cette  conclusion  que  E0  n'est  pas  primitive  (Mé- 
moire précédent,  n°  5).  Les  racines  se  grouperont  donc  deux  par  deux 
en  trois  systèmes,  ou  trois  à  trois  en  deux  systèmes. 

Le  premier  cas  est  inadmissible  :  car  O,,,  serait  divisible  par  8  ou 

1  •  r  1  ^ 

ne  le  serait  pas  par  27,  et,  par  suite,  ne  saurait  se  contondreavec—^ — ='• 
,,...,.  10   10 

En  effet,  0)4  est  égal  au  produit  de  O0,  ordre  de  E6,  par  P,  ordre  du 

groupe  T  formé  par  celles  des  substitutions  de  G)4  qui  ne  déplacent 

pas  les  racines  de  Ec.  Chaque  substitution  de  ce  dernier  groupe  est  le 

produit  de  deux  substitutions  partielles  opérées  respectivement  sur  les 

racines  de  E'4  et  de  E4   :   et  son  ordre  est  évidemment  divisible  par 

l'ordre  P'  du  groupe  f  formé  par  les  premières  substitutions  partielles. 

Mais  T'  est  contenu  dans  le  groupe  G',  de  l'équation  E'4  et  évidemment 

permutable  à  ses  substitutions.  D'ailleurs  G'4  ayant  son  ordre  divisible 

Tome  XIV  (2U  série).  —  Mai    1869.  2  I 
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par  4  et  par  3,  et  non  par  8,  est  alterné;  et  l'on  voit  immédiatement 
qu'il  y  a  trois  groupes  contenus  dans  G'4  et  permutables  à  ses  substi- 
tutions, lesquels  ont  respectivement  pour  ordre  12,  4  pt  l-  Donc 
P'=  12,  4  ou  1.  Mais  06  étant  divisible  par  6,  O,.,  =O0P  sera  divi- 
sible par  8  si  P'  >  1 .  On  doit  donc  admettre  que  V  se  réduit  à  la  seule 
substitution  1.  On  voit  de  même  que  le  groupe  T"  formé  parles  se- 
condes substitutions  partielles  se  réduit  à  la  seule  substitution  1.  Mais 
alors  on  aura  0M  =  06,  et  ce  nombre  divisant  1  2.3.(i.2)3  ne  sera  pas 
divisible  par  27. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  racines  de  E6  se  groupent  trois  à 
trois  en  deux  systèmes.  On  aura  Of4  =  2R,  R  étant  l'ordre  du  groupe  I 
formé  parcelles  des  substitutions  de  G,4qui  ne  déplacent  pas  ces  deux 
systèmes.  Mais  chaque  substitution  de  I  est  le  produit  de  trois  substi- 
tutions partielles,  opérées  respectivement  sur  les  racines  de  E'4,  de  E4 
etdeE6.  Soit  F  le  groupe  formé  par  les  premières  substitutions  par- 
tielles; il  est  clair  qu'il  contiendra  au  moins  six  des  douze  substitutions 
du  groupe  alterné  C4  :  d'ailleurs  I  étant  permutable  aux  substitutions 
de  GM,  F  le  sera  h  fortiori  à  celles  de  G'4  ;  donc  F  contient  les  douze 
substitutions  de  G4.  Cela  posé,  R  étant  évidemment  divisible  par 
l'ordre  de  Y,  0(i  le  sera  par  8,  ce  qui  est  inadmissible. 

20  II  reste  à  examiner  le  cas  où  E,4  se  décomposerait  en  deux  fac- 
teurs du  quatrième  et  deux  du  troisième  degré.  Mais  l'impossibilité  de 
cette  hypothèse  (l'équation  E)5  étant  supposée  primitive)  se  démontre 
par  des  considérations  toutes  semblables  à  celles  du  n°  14. 

18.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  E,5  ne  peut  être  à  la  fois  irréduc- 
tible et  non  primitive.  Si  cela  avait  lieu,  ses  racines  se  grouperaient 
cinq  à  cinq  en  trois  systèmes,  ou  trois  à  trois  en  cinq  systèmes.  Exa- 
minons successivement  ces  deux  cas. 

i°  Si  les  racines  de  E,5  formaient  trois  systèmes,  son  groupe  G45  au- 
rait pour  ordre  »;P,  m  étant  le  nombre  de  positions  différentes  que 
ses  substitutions  donnent  aux  systèmes,  et  P  l'ordre  du  groupe  l  formé 
parcelles  des  substitutions  de  G,5  qui  ne  déplacent  pas  ces  systèmes. 
Ces  dernières  substitutions  sont  de  la  forme  A^'A^A^';  A\,  A",,... 
étant  des  substitutions  partielles  opérées  sur  les  racines  du  premier 
système;  A'2,  A!,,...,  et  A'3,  A3,...    d'autres  substitutions  partielles 
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opérées  en  même  temps  sur  les  racines  du  second  et  du  troisième 
système. 

Soient  respectivement  I,,  I,,  I3  les  groupes  formés  par  les  substitu- 
tions partielles  A',,  A",,...;  A'2,  \".,,...;  A'3,  A",,...;  B'2B'3,  B*2B",,... 
celles  des  substitutions  de  I  qui  ne  déplacent  que  les  racines  des  deux 
derniers  systèmes;  K  le  groupe  formé  par  ces  substitutions;  K2  le 
groupe  formé  par  les  substitutions  partielles  B'2,  R"2,...;  soit  enfin  L  le 
groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  I  qui  ne  déplacent  que  les 
racines  du  troisième  système.  Il  est  clair  que  K.  est  contenu  dans  I  et 
permutable  à  ses  substitutions  :  donc  à  fortiori  K2  est  contenu  dans  I2 
et  permutable  à  ses  substitutions.  De  même  L  est  contenu  dans  I3,  et 
permutable  à  ses  substitutions. 

Les  groupes  I(,  I2,  I3  ont  leur  ordre  divisible  par  5.  En  effet,  l'ordre 
de  I  est  évidemment  égal  au  produit  des  ordres/»,  q,  r  des  groupes  I,, 


a 


K2,  L.  Mais  E,5  a  pour  ordre  Ol5  =  —r  =  ■?.-. 3*. 5  =  mpqr.  D'ailleurs 


u. 


m 


divise  1.2.3;  donc  un  des  nombres,  p,  q,  r,  et  un  seul,  est  divisible 
par  5.  Supposons  que  q,  par  exemple,  soit  divisible  par  5  :  I2,  conte- 
nant K2,  aura  à  fortiori  son  ordre  divisible  par  5.  D'ailleurs  G,  s  contient 
une  substitution  S  qui  remplace  les  racines  du  second  système  par 
celles  du  premier  :  cette  substitution  transforme  I2  en  I,;  donc  p,  ordre 
de  I,,  est  divisible  par  5.  De  même  pour  l'ordre  de  I3. 

Le  nombre  p  étant  divisible  par  5,  comme  on  vient  de  le  voir,  q  et  ; 
ne  le  seront  pas.  Ils  se  réduiront  donc  à  l'unité  ;  car  si  q,  par  exemple, 
était  >  i,  les  racines  du  second  système  pourraient  être  partagées  en 
classes,  en  réunissant  ensemble  celles  que  les  substitutions  de  R2  per- 
mutent entre  elles  :  cela  posé,  les  substitutions  de  I2,  étant  permu- 
tables à  K2,  permuteraient  exclusivement  entre  elles  les  racines  appar- 
tenant aux  classes  les  moins  nombreuses;  donc  L  ne  serait  pas  tran- 
sitif, et  son  ordre  ne  pourrait  être  divisible  par  5. 

Soit  donc  q  =r==  i  :  0,5,  se  réduisant  à  ;»/?,  divisera  i.  2. 3. 1.2. 3. 4-5 

et  ne  pourra  être  égal  à  --,  comme  cela  devrait  être. 

19.   20  Si  les  racines  de  El5  formaient  cinq  systèmes,  -g  =  Ol5  serait 

encore  égal  à  mP,  m  étant  le  nombre  de  positions  différentes  que  les 

21 .. 
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substitutions  de  G,5  donnent  aux  systèmes,  et  P  l'ordre  du  groupe  I. 
Supposons  d'abord  que  m  soit  divisible  par  3  :  les  déplacements  des 
systèmes  formeront  un  groupe  de  degré  5,  transitif  et  dont  l'ordre  est 
divisible  par  3  :  ce  groupe  sera  donc  trois  fois  transitif;  et  son  ordre 
n'étant  pas  divisible  par  S,  il  sera  alterné.  On  aura  donc  m  ==  5.4-3, 
d'où  P  =  27.  Ce  résultat  est  impossible.  En  effet,  chaque  substitution 
de  I  serait  de  la  forme  A^'A^A^'A^A^;  A,,...,  A5  désignant  des  sub- 
stitutions circulaires  effectuées  respectivement  entre  les  racines  du 
premier,...,  du  cinquième  système,  et  a,,...,  aB  des  entiers  nuls 
ou  positifs;  et  l'on  aurait  P  =  «Q,  n  étant  le  nombre  de  systèmes  de 
valeurs  non  congrues  suivant  le  module  3  que  prennent,  dans  les 
substitutions  de  I,  les  entiers  a,,  a2,  lequel  divise  9,  et  Q  le  nombre 
des  substitutions  de  1  qui  se  réduisent  à  la  forme  AJ-A^Ag..  Donc 
Q  >i,  et  I,  contient  une  substitution  S  de  cette  dernière  forme, 
autre  que  l'unité.  Supposons,  pour  plus  de  généralité  que  dans  S  les 
valeurs  de  a3,  c/.k  diffèrent  de  o  (mod.  3).  Transformons  cette  substi- 
tution par  celles  de  G,5  qui  laissent  immobiles  les  troisième  et  qua- 
trième systèmes,  en  remplaçant  le  cinquième  par  le  premier  et  par  le 
second.  On  obtiendra  deux  transformées  telles  que  Ap3" A^A^1,  A^Â^'A^'j 
j33,  (34,  y,,  y,,  étant  des  entiers  différents  de  o  (mod.  3).  Cela  posé,  deux 

des  trois  rapports  —  »  ^j  —  seront  nécessairement  congrus  par  rapport 

ai         Pi         7! 

à  3.  Soit,  par  exemple,  j-  e^  —  •  Les  deux  dernières  substitutions  ci- 

P<  7» 

_..  h 
dessus,  combinées  entre  elles,  donneront  la  suivante  :  AP,'A2"",  qui  ne 

déplace  plus  que  les  racines  de  deux  systèmes.  Cette  substitution, 
transformée  par  celles  de  Gl5,  donnera  des  substitutions  déplaçant  les 
racines  de  deux  systèmes  quelconques.  Cela  posé,  soient  respective- 
ment P,,P2,...,  les  ordres  des  groupes  I,,  I2,...,  formés  par  celles  des 
substitutions  de  1  qui  laissent  immobiles  les  racines  du  premier  sys- 
tème, celles  des  deux  premiers  systèmes,  etc.,  on  aura 

p  =  3  P,  =  32  P2  =  33  P,  =  V  \\  >  27 . 
Supposons  enfin  m  non  divisible  par  3.  On  a 

"—-i'i  ^  £i  £»  "9  =  l\  £2  £»  Paj 
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h,,  ea,  s,  étant  des  diviseurs  de  i  .2.3.  Mais  P  =  — r—  est  divisible  par  i*  : 

donc  P3  est  divisible  par  3,  et  I,  contient  une  substitution  S,  autre  que 
l'unité,  et  de  la  forme  A^A'^ .  Les  entiers  a4,  <z5  différeront  de  o(mod.  3  ; 
car  si  l'on  avait  a5  ^  o,  I  contiendrait  les  transformées  de  S  par  les 
substitutions  de  G,5,  transformées  dont  les  puissances,  combinées 
entre  elles,   reproduisent    les    35  substitutions  de  la   forme   A"'...A£. 

Donc  P,  et,  par  suite,  — :  serait  divisible  par  35,  ce  cpii  n'a  pas  lieu, 

On  peut  évidemment,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  question,  sup- 
poser a4^i,  a.h^i.  On  voit  de  même  que  I  contient  une  substitu- 
tion de  la  forme  A?B5A?,',  ^5  et  |3,  différant  de  o  (mod.  3).  Cette  substi- 
tution (ou  son  carré  si  /32^2)  sera  de  la  forme  A5ATj,  et  l'on  peut 
supposer  y,  ^2.  On  voit  de  même  que  I  contient  les  substitutions 
A,  A;;,  A2A^,  A,  A54%  c?,  étant  <  o  (mod.  3).  Mais  ces  substitutions, 
combinées  entre  elles,  donnent  la  substitution  A'4+î%  que  I  doit  conte- 
nir, ce  qui  ne  serait  pas  possible,  d'après  ce  qui  précède,  si  c!\  ne  se 
réduisait  pas  à  2.  Donc  I  contient  les  substitutions  A, kl,  AaA|,..., 
A5  AJ,  et  en  général  toutes  celles  de  la  forme  A"'...  A°'  pour  lesquelles 
a,  -/-... 4-  as  =  o,  lesquelles  dérivent  de  celles-là. 

Le  groupe  G, 5  ne  peut  contenir  aucune  autre  substitution  d'ordre  3. 
Car  cette  substitution,  ne  déplaçant  pas  les  systèmes,  par  hypothèse, 
serait  de  la  forme  A.\l . . . A\' ,  a,  -+-... -t-  as  étant  ^o  (mod.  5);  et  en  la 
combinant  aux  précédentes,  on  aurait  un  groupe  d'ordre  35  contenu 
dans  G, 5,  ce  qui  est  impossible. 

Soient  maintenant  a,,  b,,  c,,...,  a5,  bs,  c5  les  racines  de  E,s;  x  la 
dernière  racine  de  E,6.  Le  groupe  G,6deE)C,  étant  deux  fois  transitif, 
contient  une  substitution  S  qui  remplace  a,  et  b,  par  x  et  a,  :  et  la 
transformée  de  A,  A^  =  (a,  b,  c,)  (a,  c2b2)  par  S  sera  de  la  forme 
T=  (xa,j)  (zuv),  y,  z,  u,  v  étantles  racines  que  S  fait  succédera  c,, 

flj,    Cg,   6>2- 

Supposons  d'abord  que^'  soit  une  des  racines  b,,cn  par  exemple,  b,. 
Les  substitutions  Aa*.  ..A^  d'ordre  3  contenus  dans  1  et  qui  laissent 
x,  a,,  b,  immobiles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  à  T, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  substitution  partielle  (zuv).  Il  faut 
pour   cela    que  (zuv)  soit  une   puissance  de  l'une  des  substitutions 
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A;,...,  A5,  de  Âa  par  exemple.  Cela  posé,  la  substitution  A,Aj,  multi- 
pliée par  T  ou  par  T2,  donnera  une  substitution  U  qui  laisse  immobiles 
toutes  les  racines  autres  que  a,,  bn  c,,  x. 

Supposons,  au  contraire,  que  y  soit  une  autre  racine,  telle  que 
<72;  (z«p)  sera  permutable  à  celles  des  substitutions  de  I  qui  sont  de  la 
forme  A31  A"' A*5,  et,  par  suite,  sera  une  puissance  de  l'une  des  substi- 
tutions A3,  A4,  A5,  ou  permutera  entre  elles  trois  des  racines  bt,  c,, 
b2,  c2.  Mais  dans  ce  dernier  cas,  le  produit  de  S  par  A,  A^  ou  par  son 
carré  donne  une  substitution  d'ordre  7,  ce  qui  est  inadmissible, 
Çl  n'étant  pas  divisible  par  7.  Admettons  donc  que  [zuv)  soit  une  puis- 
sance de  A3  :  S,  combinée  avec  A2  A^,  donne  une  substitution  U  qui 
laisse  immobiles  toutes  les  racines,  sauf  fi,,  a2,  b2,  c2,  x. 

Donc  G,6  contiendra  dans  tous  les  cas  une  substitution  U  qui 
déplace  cinq  racines  au  plus.  Soit  x'  une  des  racines  que  U  laisse 
immobiles  :  G,6  contient  une  substitution  V  qui  remplace  x'  par  x; 
V-1  UV  =  W  ne  déplace  encore  que  cinq  racines,  et  laissante  immo- 
bile, appartient  à  Gl5.  Mais  toute  substitution  qui  déplace  les  systèmes 
déplace  au  moins  deux  d'entre  eux,  soit  six  racines  :  donc  W  appar- 
tient à  I  et  remplace  les  lettres  de  cbaque  système  les  unes  parles  autres. 
Mais  si  W  déplace  les  trois  lettres  d'un  même  système,  le  premier,  par 
exemple,  son  carré  sera  une  puissance  de  A,,  qui  ne  peut  être  contenue 
dans  I,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu.  Si,  au  contraire,  W  laisse  dans  cbaque 
système  une  racine  au  moins  immobile,  on  pourra  supposer 

W-—(a,è{),      =  (a,  b,)(a2b2)     ou      =  (a,  b,)(a2c2). 

Dans  les  trois  cas,  cette  substitution,  jointe  à  celles  de  la  forme 
A"'...AÇ,  que  contient  I,  et  à  ses  transformées  parcelles-ci,  permettra 
de  permuter  ensemble  d'une  manière  quelconque  les  trois  racinesfi,, 
bt,  c,,  puis,  en  laissant  celles-là  immobiles,  de  permuter  ensemble  a2, 
/',,  t'2,  puis  de  permuter  entre  elles  a3,  /;3,  c3.  Donc  P  serait  égal 
à  (i.2.3)3P3,  et  divisible  par  8,  ce  qui  est  inadmissible. 
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Sur  une  propriété  des  systèmes  qui  ont  un  plan  invariable  ; 
Par  M.  R.  RADAU. 


Lorsqu'on  aborde  l'intégration  des  équations  différentielles  de  la 
dynamique,  certaines  simplifications,  basées  sur  la  nature  particulière 
de  ces  équations,  s'offrent  comme  d'elles-mêmes.  En  premier  lieu,  si 
les  forces  sont  indépendantes  du  temps,  on  peut  exclure  la  différen- 
tielle dt  des  6n  équations  du  premier  ordre  qui  représentent  le  mou- 
vement de  n  points  matériels,  et  les  réduire  ainsi  à  6n  —  1  équations 
simultanées  entre  6«  variables.  Le  temps  s'obtient  alors  par  une  qua- 
drature après  l'intégration  du  système  de  671  —  1  équations. 

Ensuite,  dans  les  problèmes  où  les  forces  ne  dépendent  que  des  dis- 
tances mutuelles  des  mobiles,  on  peut  faire  abstraction  de  la  position 
absolue  du  système  par  rapport  à  un  point  fixe  dans  l'espace,  et  se 
contenter  d'en  considérer  la  configuration  autour  d'un  point  mobile, 
lié  au  système.  On  peut,  par  exemple,  prendre  l'origine  des  coordon- 
nées au  centre  de  gravité,  en  le  supposant  fixe;  cela  ne  change  rien  à 
la  forme  des  équations  du  mouvement,  seulement  on  gagne  ainsi  trois 
équations  de  condition  entre  les  coordonnées,  et  trois  équations  sem- 
blables entre  les  vitesses,  de  sorte  qu'on  peut  éliminer  six  variables  et 
diminuer  de  six  le  nombre  des  équations  différentielles.  En  outre,  le 
mouvement  de  translation  du  centre  de  gravité  est  connu  par  trois 
intégrales,  qui  nous  apprennent  qu'il  est  rectiligne  et  uniforme. 

Au  lieu  de  rapporter  tous  les  points  du  système  au  centre  de  gravité, 
on  peut  aussi  les  rapporter  à  un  des  points  que  j'ai  appelés  points 
canoniques.  Ce  sont  des  centres  de  gravité  de  deux  masses  fictives, 
l'une  égale  à  la  racine  carrée  de  la  masse  totale  du  système  et  située 
au  centre  de  gravité  réel,  l'autre  égale  à  la  racine  carrée  de  la  masse 
de  l'un  des  corps  et  prenant  la  place  de  ce  corps.  Ce  dernier  se  trouve 


[68  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

dt  s  lors  exclu  îles  équations  différentielles;  le  mouvement  des  n  —  i 
planètes  a  lieu  autour  du  point  canonique  comme  autour  d'un  centre 
d'attraction  fixe  (en  ce  sens  que  la  fonction  des  forces  renferme  main- 
tenant les  distances  des  planètes  à  l'origine  des  coordonnées).  En  ré- 
sumé, quand  les  forces  et  les  liaisons  des  points  ne  dépendent  que  des 
distances  mutuelles  de  ces  derniers,  le  nombre  des  équations  différen- 
tielles se  réduit  à  6n  —  6,  ou  bien  à  6?i  —  7,  si  nous  éliminons  dt. 

Toutes  les  fois  que  les  forces  en  jeu  dans  le  système  sont  les  dérivées 
partielles  d'une  fonction  qui  ne  renferme  pas  le  temps,  nous  avons 
une  intégrale  indépendante  des  équations  de  condition  :  l'intégrale  des 
forces  vives.  Elle  existe  pour  les  systèmes  libres  ou  sollicités  par  les 
attractions  de  centres  fixes,  et  elle  permet  d'abaisser  le  nombre  des 
équations  différentielles  d'une  unité. 

Quand  les  forces  et  les  liaisons  du  système  n'éprouvent  aucun  chan- 
gement par  une  rotation  d'ensemble  de  tous  les  points  autour  d'une 
droite  fixe,  que  j'appellerai  Xaxe  polaire,  nous  avons  toujours  une 
intégrale  des  aires  :  la  somme  des  vitesses  aréolaires  autour  du  pôle 
fixe  est  une  constante.  Ceci  s'applique  an  cas  où  nous  avons  une  ligne 
droite  contenant  des  centres  fixes.  Dans  le  cas  d'un  système  libre,  le 
théorème  a  lieu  pour  une  droite  fixe  quelconque,  ce  qui  donne  trois 
intégrales  des  aires.  J'appellerai  ici  axe  polaire  celui  qui  correspond 
au  maximum  de  la  somr.-e  des  aires,  c'est-à-dire  la  normale  au  plan 
invariable.  Pour  un  axe  quelconque  situé  dans  le  plan  invariable  la 
somme  des  aires  est  nulle. 

Je  montrerai  qu'une  intégrale  des  aires  et  V intégrale  des  jorces 
vives  valent  ensemble  trois  intégrales ,  en  ce  sens  qu'elles  permettent 
d'éliminer  trois  variables,  ou  de  réduire  de  trois  unités  le  nombre  des 
équations  différentielles  du  problème.  S  il  existe  une  seconde  intégrale 
des  aires,  on  sait  que  la  troisième  existe  aussi,  puisque  (a,  /3)  =  y,  si 
nous  désignons  par  a,  |S,  y  les  sommes  des  vitesses  aréolaires  autour 
de  trois  axes  rectangulaires,  et  par  (a,  |3)  la  fonction  de  Poisson.  Nous 
pouvons  alors  éliminer  cinq  variables,  et  le  nombre  des  équations 
différentielles  tombe  de  6n  —  7  à  6n  —  12,  si  le  principe  du  centre 
de  gravité  s'applique  également. 

Cette  propriété  curieuse  des  intégrales  des  aires  peut  s'énoncer  géo- 
métriquement comme  il  suit.  Toutes  les  fois  qu'un  système  a  un  pôle 
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invariable,  c'est-à-dire  que  les  forces  et  les  liaisons  des  points  sont 
indépendantes  de  l'orientation  du  système  autour  d'une  droite  fixe, 
on  peul  rapporter  le  mouvement  à  un  méridien  mobile  avec  le  sys- 
tème. La  position  absolue  du  plan  mobile  par  rapport  à  un  méridien 
fixe  se  détermine  par  une  quadrature  après  coup,  si  l'on  parvient  à 
intégrer  les  équations  différentielles  du  mouvement  relatif.  Or  ces 
dernières  renferment  deux  variables  de  moins  que  les  équations  du 
mouvement  absolu,  car  le  méridien  mobile  se  détermine  par  une 
équation  de  condition,  f=  o,  entre  les  coordonnées,  et  cette  équation 

en  donne  une  seconde,  V  =  o,  qui  existe  entre  les  coordonnées  et  les 

vitesses.  Ces  deux  équations  permettent  d'éliminer  une  coordonnée  el 
une  vitesse;  on  peut,  par  exemple,  faire  passer  le  méridien   mobile 

par  l'un   des  corps  du  système,   ce  qui  donne  jr0  =  o,  -7-°  =  o.    En 

échange  on  n'introduit  qu'une  seule  variable  nouvelle,  la  rotation  du 
méridien  mobile,  qui  s'élimine  par  l'intégrale  des  aires.  En  effet, 
prenons  l'axe  polaire  pour  axe  des  z,  le  plan  invariable  pour  plan 
des  œ,  j,  et  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  méridien  mobile,  ou  la 
ligne  des  nœuds,  pour  axe  des  x;  soit  Q.  la  longitude  du  nœud,  ou 

l'angle  que  le  méridien  mobile  fait  avec  un  méridien  fixe,  et  soit  Q.'  =  — 

sa  vitesse  de  rotation  autour  du  pôle.  Les  trois  composantes  de  la  vi- 
tesse d'un  point  matériel  libre  secont 

x'  —  fÇi',    j'+xfl',     z', 
et  la  force  vive  du  système  deviendra 

2T  =  Im(jc-'  -  jÙ'Y-h  2m(j'+  xOJf  +  Imz*. 

Sans  modifier  cette  expression  d'une  manière  essenlie lie,  nous  pourrons 
supposer  que  les  variables  ont  été  réduites  au  plus  petit  nombre  pos- 
sible. Au  lieu  de  prendre  l'origine  au  centre  de  gravité  et  d'éliminer 
les  coordonnées  de  l'un  des  corps,  on  peut  par  exemple  en  exclure  un 
directement,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  un  point  cano- 
nique; cela  ne  changera  rien  ni  à  la  forme  de  T,  ni  a  la  situation  du  pôle 

Tome  XIV  (2"  série).—  Mai  18(19.  22 
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invariable.  Pour  déterminer  le  méridien  mobile,  on  a  l'équation^  =  o, 

qui  donne  I{J'xx'  -+-  j]  r'  -+-  /'-z')  =  o,  et  si  nous  éliminons  une 
coordonnée  et  une  vitesse  à  l'aide  de  ces  deux  équations,  T  reste  tou- 
jours une  fonction  homogène  du  second  degré  des  variables  x' ',j' ,z',ù'. 
La  variable  D  n'existe  ni  dans  T,  ni  dans  la  fonction  des  forces  U.  Par 
conséquent,  si  l'on  fait 

T  -  U  =  H, 

rfT  dl  dl  dl  ., 

7ï  =  Pi     dy'  =  (l'     &  =  r>     dlT'  =  h- 

et  qu'on  remplace  dans  T  les  variables  x',  y',  z',  il'  par  les  variables 
p,  <y,  /',  K,  on  aura,  par  la  méthode  d'Hamilton,  le  système  canonique 
d'équations  différentielles  : 


d.r          d  H 

dt   ~~    dp 

dp 

dt 

dH 
'  ~d7c' 

dy          d  II 

dq  _ 

dtt 

dt  ~~*  d<t  ' 

dt 

dr" 

dz  _  dtt 

dr 

dtt 

dt          dr  ' 

~dt  ~ 

~~"Â"' 

da        dtt 

Il   ~~  (ÎK  ' 

d& 

~d7  ' 

dtt 

dïl  ~ 

L'équation  —  =  o  donne  l'intégrale  R  =  const.;   c'est  l'intégrale 

des  aires.  En  prenant  les  dérivées  partielles  de  H  par  rapport  aux  va- 
riables X,  jr,  z,  p,  if,  r,  on  traite  déjà  R  comme  une  constante;  on  ne 
changera  donc  rien  aux  équations  différentielles  du  mouvement,  si 
l'on  prend  de  suite  pour  R  la  constante  des  aires.  Ces  équations  se 
réduisent  alors  a  6n  —  8  équations  différentielles  entre  les  variable-. 
x,  y.  z,  p,  '/.  /•,  avec  la  quadrature 

da  _  dtt 

lit    '"  dh' 

Deux  autres  intégrales  des  aires,  l'intégrale  des  forces  vives,  H  =  const., 
et  l'élimination  de  rit  réduisent  ensuite,  le  nombre  des  équations  a 
6n  -    12. 
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Il  est  donc  démontré  que  l'on  peut  former  les  équations  du  mouve- 
ment en  faisant  abstraction  non-seulement  de  la  translation  dans  l'es- 
pace d'un  point  mobile,  fonction  des  coordonnées,  mais  encore  de  la 
rotation  d'un  plan  mobile  qui  fait  également  partie  du  système. 

Cette  idée  se  trouve  déjà  énoncée  à  la  dernière  page  du  Mémoire  de 
M.  Sylvester,  intitulé  On  the  motion  of  a  rigid  body  acted  on  by  no 
external  forces  [*].  «  Le  problème  qui  vient  d'être  traité,  dit  M.  Syl- 
vester, constitue  peut-être  le  cas  le  plus  simple  d'une  classe  bien  dé- 
finie de  questions  de  dynamique  auxquelles  s'applique  une  méthode 
spéciale  qui  consiste  à  renvoyer  la  recherche  du  déplacement  absolu 
après  la  détermination  du  déplacement  autour  d'une  droite  fixe.  Les 
trois  problèmes  qui  offrent  les  exemples  les  plus  importants  de  ce 
genre  de  questions,  et  qui  forment  pour  ainsi  dire  un  groupe  naturel, 
sont  :  celui  de  la  rotation  d'un  corps  libre,  celui  d'un  corps  attiré 
par  deux  centres  fixes,  et  le  problème  des  trois  corps.  Dans  le  pre- 
mier et  le  troisième,  la  droite  fixe  est  la  normale  au  plan  invariable; 
dans  le  second,  c'est  la  ligne  qui  joint  les  centres  fixes —  Dans  le 
problème  des  trois  corps,  on  comprend  à  priori  que,  pour  recourir 
aux  procédés  de  déformation  employés  par  Jacobi  et  tous  ceux  qui 
sont  venus  après  lui,  on  pourrait  gagner,  c'est-à-dire  économiser  une 
intégrale^  en  formant  un  système  d'équations  d'où  la  position  absolue 
de  l'intersection  du  plan  des  trois  corps  avec  le  plan  invariable  serait 
exclue.  Ce  résultat  équivaudrait,  par  le  fait,  à  ce  qu'on  appelle  avec 
Jacobi  {'élimination  des  nœuds  ;  mais,  dans  la  méthode  de  Jacobi,  la 
ligne  des  nœuds  est  l'intersection  de  deux  orbites  instantanées  cpii  se 
coupent  dans  le  plan  invariable,  tandis  qu'ici  c'est  l'intersection  du 
plan  invariable  avec  le  plan  des  trois  corps 

»  Le  procédé  par  lequel  l'élément  relatif  à  la  position  absolue  est 
pour  ainsi  dire  écarté  dès  le  principe  n'est  pas  un  procédé  d'élimina- 
tion à  proprement  parler,  ou,  du  moins,  nous  ne  sommes  pas  obligés 
de  le  reconnaître  pour  tel.  On  appelle  élimination  l'opération  qui  con- 
siste à  chasser  une  variable  d'un  système  d'équations  où  elle  était  déjà 
entrée;  mais  ce  qu'il  y  a  à  faire  dans  le  cas  actuel,  ce  n'est  pas  de 


[*]  Philosophical  Transactions,  i86(i. 
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faire  disparaître  une  variable,  mais  de  l'exclure  dès  le  commencement  : 
c'est,  pour  le  dire  en  un  mot,  un  procédé  à" '  ab-limination  qui  s'ap- 
plique ici.  » 

M.  Sylvester  termine  par  l'annonce  d'un  Mémoire  dans  lequel  il  se 
propose  de  traiter  à  ce  point  de  vue  le  problème  des  trois  corps;  mais 
il  n'a  rien  publié  sur  cette  question. 

La  méthode  de  Jacob i  à  laquelle  M.  Sylvester  fait  allusion  dans  ce 
passage  consiste  à  substituer  aux  trois  corps  réels  deux  corps  fictifs  et 
à  introduire  comme  variables  les  inclinaisons  des  orbites  que  ces  corps 
décrivent  autour  du  centre  de  gravité  du  système.  Les  orbites  se  cou- 
pent dans  le  plan  invariable,  la  longitude  du  nœud  se  détermine  par 
une  quadrature,  et  les  équations  finales  de  Jacobi  ne  représentent  au 
fond  que  six  équations  du  premier  ordre.  Il  dit  lui-même  :  cinq  du 
premier  et  une  du  second  ordre,  mais  on  s'assure  facilement  que  son 
système  peut  être  mis  sous  Ja  forme  de  six  équations  du  premier  ordre 
seulement.  Il  ne  paraît  pas  que  Jacobi  ait  jamais  essayé  de  généraliser 
ce  résultat.  Son  Mémoire  date  de  1842. 

L'élimination  du  nœud  du  plan  des  trois  corps  a  été  obtenue  qua- 
torze ans  plus  tard  (en  1 856)  par  Edmond  Bour.  Ce  dernier  prend 
pour  point  de  départ  la  transformation  de  Jacobi,  et  une  analyse  fort 
compliquée  le  conduit  à  deux  systèmes  canoniques  de  huit  variables, 
dont  chacun  peut  servir  à  déterminer  le  mouvement  des  deux  corps 
fictifs  dans  le  plan  des  trois  corps.  Dans  le  second  figurent  les  rayons 
vecteurs  (</,,  <y2)  et  les  vitesses  radiales  [p,,  p3),  les  azimuts  (q3,  qA)  des 
vecteurs,  comptés  à  pari ir  du  nœud,  et  les  vitesses  aréolaires  dans  le 
plan  des  trois  corps  (p3,  pk).  Dans  le  premier  système  de  Bour,  les 
variables  q3,  </n  p3,  pt  sont  remplacées  par  leurs  sommes  et  différences 
(/?.,,  «j,  /:1,  /,),  c'est-à-dire  par  l'angle  compris  entre  les  vecteurs, 
l'azimut  de  la  bissectrice  de  cet  angle,  la  différence  des  vitesses  aréo- 
laires et  leur  somme,  qui  dépend  du  cosinus  de  l'inclinaison.  Ce  sont 
les  variables  w,  <p,  cy,  cosô,  de  M.  Brioschi,  qui  arrive  au  même  sys- 
tème en  considérant  la  bissectrice  de  l'angle  w  comme  un  axe  mo- 
bile et  en  éliminant  le  nœud  par  les  intégrales  des  aires;  seulement, 
M.  Brioschi  ne  s'aperçoit  pas  que  les  variables  <p,cos5  sont  conj  liguées  [*]. 


[*]  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  6  avril  1868. 
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I. 

Je  ferai  voir,  dans  ce  qui  suit,  comment  avec  une  seule  intégrale 
des  aires  l'élimination  des  nœuds  peut  s'obtenir  directement,  en  déter- 
minant un  méridien  mobile  par  une  équation  quelconque  /  o.  Je 
montrerai  ensuite  comment,  lorsqu'on  dispose  de  trois  intégrales  des 
aires,  on  peut  employer  trois  axes  mobiles  déterminés  par  trois  équa- 
tions finies  :  par  exemple,  les  trois  axes  principaux  d'inertie.  Les  trois 
équations  de  condition  permettent  d'éliminer  six  variables  :  trois 
coordonnées  et  trois  vitesses;  en  échange,  on  n'introduit  que  cinq  \.i- 
riables  nouvelles  :  deux  angles  et  trois  vitesses  angulaires,  qui  expri- 
ment les  rotations  autour  des  axes  mobiles.  Trois  de  ces  variables 
s'éliminent  par  les  intégrales  des  aires;  il  en  reste  deux,  qui  sont  con- 
juguées :  le  cosinus  de  l'inclinaison  du  plan  des  x,  y  et  l'azimut  île 
l'axe  des  x  dans  ce  plan.  Ces  deux  variables  prennent  la  place  des 
six  qui  ont  été  éliminées  par  les  équations  de  condition;  nous  avons 
par  conséquent  quatre  variables  de  moins  après  avoir  épuisé  les  inté- 
grales des  aires.  On  arrive  ainsi  de  nouveau  à  6n  —  \i  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre,  ou  à  un  système  canonique  de  6/2  —  io 
équations  dont  on  connaît  une  intégrale,  H  =  const. 

Reprenons  l'expression  de  la  force  vive  qui  renferme  la  rotation  d'un 
méridien  mobile 

2T  =  2m{x'  —  j-Ll'y  -h  ïni(y'+-  .ri2')2-i-  2mz'2. 
Le  méridien  est  déterminé  par  une  équation  j  ixjz)  =  o,  qui  donne 

g'  =  i(.vj  :..+.)■;/; +  3  y  '=)  =  °. 

Je  supposerai  que  ce  sont  là  les  seules  équations  de  condition,  soit  que 
le  principe  du  centre  de  gravité  n'ait  pas  lieu,  soit  qu'il  ait  lieu,  mais 
qu'on  ait  pris  pour  origine  un  point  canonique  (ce  qui  a  pour  effet 
d'éliminer  un  des  corps,  sans  changer  la  forme  de  T,  comme  je  l'ex- 
pliquerai plus  loin).  On  pourrait  maintenant  éliminer  ài>\i\  variables, 

par  exemple,  j„  et  /„,  à  l'aide  des  deux  équations  J        o,  '  u       o; 
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T  resterait  une  fonction  homogène  du  second  degré  des  vitesses,  et  on 

pourrait  y  appliquer  la  méthode  d'Hamilton,   comme   nous  l'avons 

fait  plus  haut.  Mais  il  vaut  mieux  différentiel'  l'expression  T  ■+-  a  ^» 
où  a  est  un   multiplicateur  qui  se  détermine  par  la  condition   que 

/T 

■—t  —  o.  On  trouve  de  cette  manière 

q  =~  =  nvy'  +  x9J)   h  ccf]  . 

dl  ,  .■ 

r  =  -y-r  =  mz'  -t-  «  /  -  , 

R  =  —,  =  2m(xr'  —  rx')  +  ù'2m  .» ■'■'   h  i 

Il  s'agit  maintenant  de  remplacer  dans  T  les  variables  x',  y\  z',  0,' 
par  les  variables  p,  r/,  r,  R.  On  a  d'abord 

l{qx  -  pj)=  R  +  al{xf}  -  '/',  ), 

d'où 

K  —  2  (g*  —  /)j)  _ 


U~  Ï{.rf'y-Xfx) 


ensuite 


2T  =  2±[(p  -  af,.y  +  (?-«/;  r  i-  (r  -  «/s  ;2j, 

expression  dans  laquelle  nous  pouvons  supposer  l'une  des  variables 
p,  ry,  r,  par  exemple  <^0,  égale  à  zéro,  à  cause  du  multiplicateur  indé- 
terminé; en  même  temps,  nous  pouvons  éliminer  la  variable  conju- 
guée j0  par  l'équation  f=  o.  La  méthode  d'Hamilton  donne  ensuite 
le  système  canonique  d'équations  différentielles 

tir  _  dH         dp   _  dH 

de         dp        île  dx 


i  i  dû.         dH  .,.       .         ,      ,r 

avec  la  quadrature  —  =  -p^i  et  I  intégrale  R  =  const.,  qui  nous  per- 
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met  de  prendre  pour  h  la  constante  des  aires.  La  formule  qui  donne  a. 
ne  cesse  pas  d'être  vraie,  si  nous  prenons  /        >„  =  o,  d'où   >', 
et  o0  =  o.  En  effet,  elle  repose  sur  l'équation 

1  d\  y',  -i    ''.il',  dr{ 

qui  subsiste  pour  j0  =  o.  Dans  ce  cas,  les  dérivées  partielles  de  y 
sont  nulles,  à  l'exception  d'une  seule,  qui  est  égale  à  l'unité.  Nous 
avons,  par  suite,  en  supposant  y0  =  0,  q0  =  o, 


2T=  2-    |  2W  +  r*)  4--( 


•*» 


Si  le  principe  du  centre  de  gravité  a  lieu,  on  peut  encore  éliminer  six 
variables,  soit  directement,  en  rapportant  les  coordonnées  a  un  point 
canonique  (ce  qui  permet  d'exclure  l'un  des  corps),  soit  indirectement, 
en  prenant  l'origine  au  centre  de  gravité  et  en  ajoutant  à  T  l'expres- 
sion  ]3,  Imx'  +  /32  Imj  -t-  /33  Imz',  les  multiplicateurs  /5,,  /52,  ,>.,  de- 
vant être  cboisis  de  manière  que  trois  des  variables  />,  17,  /■  s'évanouis- 
sent identiquement.  On  trouve  alors 

p=  m(z'-jÛ'+jS,)  h    «/',., 

7  =  '»(/  +  artt'+  &)  +  af\  , 

r—  m(z  4-  /33)  -t-  a/'  , 

K  =  lm[ocr'  —  ;  .r' )  -4-  Q."lm{.r'-  —  j  ■  . 

et,  en  tenant  compte  des  équations 

2/rt.r  =  o,     Zmj    =  o,     2/hz  =  o, 
Z/njc'  =  o,      2my'  =  o,      Imz  -     o, 

il  vient 

I  {qx  -  py)  =  R  +  k2(^/;  -    jtf  ,  ), 
2/;  =  |5,  2/«  -t-  <z2/'r, 
2^  =  /32  2»i  -h  a 2/  ,  . 
2/-       (3a  2»?j  +  ?i/'/. 
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e  n  I  i  1 1 


où  il  faut  mettre  pour  a,  |3,,  jS2,  (33  les  valeurs  données  par  les  équa- 
tions ci-dessus.  Pour  prendre  un  exemple,  supposons  que  le  méridien 
mobile  est  un  plan  nul,  d'après  l'expression  de  M.  Haton  de  la  Gou- 
pilliere,  c'est-à-dire  rpie.  /  =  Imxy  =  o.  Alors  j'x=  un  ,   /'  =  mx, 

Par  suite, 

2p  =  (i,2.m,      !(/  =  (i.,Im,      If  =  fi3  2m, 
2{qx  —  pj  )  =  K  +  a2m[x*  —J'2)- 

On  tire  de  là 

2  T  =  2  —   /r  -+-  «-  4-  r  - 1  —  ■LX-!- 

—  2  a  2  (qx  -+-  /y  )  -l-  a2  2  m  (  .r2  -t-  J" 

ou  bien,  après  quelques  réductions, 

2T  =  v/,!  +  72  +  ?'  _  (;/J)'+(-f/)'  +  (-n! 

£mx>(K  -t-  2ï/)/)J  -+-2mj2(K  —  2lr/./)2  —  Sm(i!  -4- y*  )  [  ï  (/y  +  '/  ' 

Dans  cette  expression,  il  est  permis  de  supposer  identiquement 
nulles  les  variables  p0,  q0,  r0  et  a,  ;  en  même  temps  on  doit  éliminer  les 
variables  conjuguées  x0,  y0,  z0,  x,,  à  l'aide  des  équations 

2mx  =  o,     luiy  =  o,      2mz  =  o,      2mxj  =  o. 
On  forme  ensuite  les  6«  —  8  équations 

d.T     _     d\\  dp     _  dU 

dt  dp         dt  d.r 

dont  on  connaît  trois  intégrales  (deux  intégrales  des  aires  et  l'inté- 
grale H  =  const .),  et  d'où  l'on  peut  encore  éliminer  dt. 
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Si  nous  avions  pris  pour  origine;  un  point  canonique,  nous  aurions 
pu  exclure  des  le  principe  le  corps  nin,  et  nous  aurions  trouvé 

2T  =  1P—^-    -  -  2ccï{</x  H-  pj)  H-  a-2m{jc-  4-jJ). 

En  supposant  pt  =  o,  il  faillirait  éliminer.»,  par  l'équation 

2  mxy  =  o, 

puis  différentiel'  H  comme  précédemment. 

Les  deux  intégrales  des  aires  dont  nous  n'avons  pas  fait  usage  peu- 
vent s'écrire  comme  il  suit,  en  supposant  que  Taxe  des  z  est  l'axe 
polaire, 

Im(zx'  —  xz')  —  Û'Imyz  =  o, 
I  m  (jz'  —  zy  '  )  —  Î2'2  mxz  =  o, 


ou  bien. 


2{pz—  rx)  =  «2(2  /;,.  -  ;r£  ), 
2{rj-qz)=  ccl'jf;  -  z£  ). 


Quand  le  méridien  mobile  est  un  plan  nul,  nous  avons  Imxy  =  o,  et 

2(pz  —  rx)  —  alinyz, 

2{rj  —  qz  )  =  —  ulmzx, 

2(qx  —  pr)  —  a.2m(x2  —  j')  -t-  K. 

L'élimination  de  a  donne  deux  équations  entre  les  variables  x,  y,  z, 
p,  </,  r.  La  forme  de  ces  intégrales  est  d'ailleurs  la  même,  que  l'on 
prenne  pour  origine  le  centre  de  gravité  ou  un  point  canonique. 


II. 

C'est  ici  le  lieu  de  dire  quelques  mots  de  la  transformation  ortbogo- 
nale  par  laquelle  on  peut  réduire  le  mouvement  d'un  sytème  libre  de 
n  -+-  i  corps  à  un  mouvement  de  n  corps  autour  d'un  centre  d'attrac- 

Tcme  XIV  (2«  série).   -   Mai  1869.  23 
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tion  fixe.  Cette  transformation  fait  l'objet  d'un  Mémoire  qui  a  paru 
dans  les  annales  scientifiques  de  V Ecole  Normale  supérieure;  je  me 
bornerai  à  en  ciler  quelques  résultats. 

On  sait  qu'une  substitution  orthogonale  laisse  intacte  la  forme  qua- 
dratique 2x2,  qui  devient  l£2  lorsqu'on  introduit  les  variables  S,  à  la 
place  des  variables  x.  Cela  tient  aux  équations  de  condition  qui  existent 
entre  les  coefficients  de  la  substitution  et  qui  ont  pour  effet  de  faire 
disparaître  de  l'expression 

lx*  =  l{a0ï(l  +  al^+...y, 

tous  les  produits  £„£,,...  qui  ne  sont  pas  des  carrés.  Plus  générale- 
ment, on  aura  2xy  =  Z£»j,  si  la  même  substitution  orthogonale  a  lien 
entre  les  variables  x,  g,  et  entre  les  variables  jr,  vj,  puisque  la  forme 

Ixj  =  2(rt0?o  +  rt,£,  -+-...)  [a0rj0  -t-  ali)i  4-...) 

a  les  mêmes  coefficients  que  la  forme  2x2.  Enfin,  il  est  évident  que 
l'on  pourra  ici  remplacer  les  variables  x,  y  par  leurs  dérivées,  et  que 
l'on  pourra  ajouter  ensemble  plusieurs  équations  telles  que  2x2  =  222, 
2r2  =  2vj2, On  peut  donc  dire  que  la  substitution  orthogonale,  ap- 
pliquée simultanément  à  plusieurs  systèmes  de  variables  x0,  x,,..., 
*•„,  j ',,...,  z0,  z,,...,  laisse  intacte  la  forme  quadratique  2((cr)),  où  le 
symbole  {(x))  représente  à  volonté  un  produit  ou  une  somme  de  pro- 
duits tels  que 

xj,     x%     f\     x2+j2,     x2-t-/2 -t- z\ 
xr/x,     xdy  —  jdx, 
dx-,     dx-  +  dj  2  -+-  ilz\ 
d2xdx  H-  d-yâj  +  d2zàz, 

D;  +  D/  +  D2, 


Si  nous  écrivons  \Jmx  à  la  place  de  x,  yj [j.%  à  la  place  de  |,  l'équa- 
tion symbolique  qui  représente  le  résultat  de  la  substitution  orthogo- 
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nale  devient 

!»,((*■))  =  !,*((?)), 

où  1ih{(.t))  peut  représenter  les  moments  d'inertie,   la  force  vive,  le 
mouvement  aréolaire,  la  variation  de  la  fonction  des  forces  : 

<?U  =  ^-2m(d2x&x  +  d2râr  -w/2zc?z), 

les  paramètres  différentiels  : 

A2  =  Z-(D2  -hD»  +  D»)      et      y  =  2  —  (D*  Da.  •+-  DrDr  +  D*DJ, 

m  \     *  v  -  /  »  2/n  v 

ou  d'autres  formes  analogues. 

Nous  pouvons  maintenant  spécialiser  la  substitution  orthogonale  en 
introduisant  la  condition  que  \j.0  soit  la  somme  des  /(  -+-  1  masses  m0, 
m,,.,.,  et  que  |0,  yj0,  Ç0  soient  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ces 
masses.  J'ai  trouvé  que  les  coefficients  de  cette  substitution  spéciale  du 
degré  n  -+-  1  peuvent  être  formés,  suivant  une  loi  très-simple,  au  moyen 
des  coefficients  de  la  substitution  générale  du  degré  n.  Nous  avons, 
dès  lors,  en  désignant  par  M  la  somme  des  masses  m,  et  par  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  de  leur  centre  de  gravité, 

îral((arl-)).=.M((X))  +  2^((&)). 

o  t 

Ue  cette  formule  on  tire  la  suivante  : 

S  =  ~2mlmk((xi  -  xh) 

=  2m,((.r())  -  M((X))  =  2mt  ((.r,  -  X))  =  Zfi* ((?,))• 

o  01 

Le  seul  aspect  de  cette  formule  symbolique  nous  apprend  que  la 
force  vive,  le  mouvement  aréolaire,  les  moments  d'inertie,  le  plan 
invariable,  les  axes  principaux  d'inertie,  enfin  la  variation  $U,  sont 
les  mêmes  pour  les  n  corps  fictifs  fi,,   jul2,..,   dont  les  coordonnées 

23  . 
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sont  les  £,  yj,  Ç,  et  pour  les  n  -+-  1  corps  donnés  /«0,  /«,,...,  ces  der- 
niers étant  rapportés  à  leur  centre  de  gravité  par  les  coordonnées 
x  —  X,  y  —  Y,  z  —  Z.  Les  formules  de  transformation  nous  permet- 
tent d'exprimer  ces  3»  -+-  3  coordonnées  par  les  3?*  variables  %,  ïj,  £; 
mi  peut  donc  exprimer  U  en  fonction  des  mêmes  variables.  Dès  lors, 
l'équation 


rir-âU  =  2p.(d2Çâ%  H-  d2r>  do  +  tl'Çâ:) 


lions  de  une 


;x  lïF  ~  liï'     ^lil  '~lîl'     ''''  !û-  ~~~  Hl.  ' 

équations  semblables  à  celles  qu'on  a  pour  les  sariables  x,  > ,  z.  Le 
même  raisonnement  s'applique  à  la  forme  canonique  des  équations 
différentielles  du  mouvement,  et  l'on  voit  qu'elle  a  lieu  pour  les  // 
corps  fictifs  comme  pour  les  n  -+-  i  corps  réels. 

On  peut  d'ailleurs  réduire  cette  transformation  à  mi  simple  change- 
ment d'origine.  En  effet,  la  formule  (i)  montre  que  la  somme  S  se 
réduit  à  n  termes  et  qu'elle  devient 

S  =  Im^Xi)), 

m  nous  prenons  pour  origine  un  point  canonique,  défini  par  la  condi- 
tion, que 

m0((xn))  =  U{[X)), 

ou  bien 

V«vrn  ±  y  MX  =  o 

delà  ne  change  pas  la  valeur  de  S,  puisqu'elle  ne  dépend  que  des  dif- 
férences des  coordonnées.  Le  mouvement  des  ?i  planètes  mt,  m.2,...  a 
donc  lien  autour  du  point  canonique  comme  autour  d'un  centre  fixe, 
car  nous  avons 

d'x       rfV 
fit1  (U 
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en  remplaçant  dans   U  les  coordonnées  .r0,  y0,  z„  par  des  fondions 
linéaires  des  antres  coordonnées.  Si  nous  prenons  le  signe  supérieur 


el  m0  =  i,  il  vient 


■  «■„  = L_  2,„  x        . 

Les  intégrales  des  forces  vives  et  des  aires  ont  lieu  sans  changemenl 
pour  les  n  planètes  rapportées  au  point  mobile  qui  vient  d'être  défini, 
et  les  constantes  II,  R  sont  les  mêmes  que  lorsqu'on  rapporte  les  n  +  i 
corps  à  leur  centre  de  gravité.  Le  plan  invariable  et  les  axes  princi- 
paux d'inertie  sont  aussi  les  mêmes  dans  les  deux  cas.  Enfin,  la  trans- 
formation s'étend  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  la  solution 
complète  fournit  les  intégrales  du  problème.  J'appellerai  premier  para- 
mètre différentiel  du  système  le  symbole  déjà  défini 


*m)'H$'my} 


c'est-à-dire  la  demi-somme  des  carrés  des  paramètres  différentiels  du 
premier  ordre  dans  la  notation  de  M.  Lamé.  L'équation  dont  il  s'agit 
peut  alors  s'écrire 

v  W  =  U  -+-  H . 

Or,  la  formule  (i)  montre  que 


V  W  =  2  — 

2[t 


■/d\vy     A/wy     /./w\'|       i  r/r/wv     /rfw,'     ,vnv. 


d'où  il  suit  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  définit  la  fonc- 
tion caractéristique  W  devient 

...      T1      „        1   [7rfWV     /dvty     fiivf 
Vrt)W  =  u  +  II  -  ^[(^-j  +  [^  +-  (^ 

Le  symbole  V($i  ne  comprend  plus  que  3/i  termes  au  lieu  de 
372  +  3,  et  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport  aux  trois  coordon- 
nées X,  Y,  Z  du  centre  de  gravité  ne  figurent  ici  que  comme  des  con- 
stantes, puisque  U  ne  renferme  pas  les  variables  X,  Y,  Z. 
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Pour  trois  corps,  la  formule  (i)  donne  encore  cette   relation  cu- 


rieuse : 

(2)  ma2^((Xj.))  =  2m,-((^— X)), 

où 

in,  WiM] 


A  j         -    UL  2  **    3  y  X  o    «X.  g  xA.  i  .  3  *^  I    ~~~    *"*■  2  î  


M 


mx, 


Il  existe  donc  une  substitution  orthogonale  entre  les  variables 

et  \nii[Xi  —  X),  c'est-à-dire  entre  les  coordonnées  relatives  de  trois 
masses  et  leurs  coordonnées  rapportées  à  leur  centre  de  gravité,  l.a 
substitution  est  la  suivante  : 

x,  =  x2  -4-  x3  -4-  £jj  2  trti  (x,  -  X), 


et  les  neuf  coefficients  sont 

y /»,  m,  -+-  yV//3  M        \jm3  mt  —  \Jrn-,  M 


m. 


M  M  M 


Si,  dans  la  fonction  des  forces  U,  nous  remplaçons  les  différences 
des  coordonnées  .r,  —  jr2,  y,  —  j,,  ...  par  des  expressions  de  cette 
forme 

x3--2x,     y,-¥2y,...> 

nous  avons 

m    —r^r  =  m,  -r-5      m2  -,.-  =  »//, 


rf/2  3  dxa  dp  i  r/y3 

La  transformation  orthogonale  par  laquelle  on  se  débarrasse  des 
équations  de  condition  2/nx  =  o, ...  du  centre  de  gravité,  existe 
entre  les  coordonnées  de  même  nom  d'un  certain   nombre  de  points 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i83 

matériels;  elle  est  indépendante  de  la  direction  des  axfs  coordonnés. 
Les  points  u.  sont  déterminés  par  les  points  m,  en  vertu  d'équations 
analogues;»  celles  qui  déterminent  les  centres  de  gravité.  An  contraire, 
la  transformation  orthogonale  dont  on  se  sert  ordinairement  ne  dé- 
termine que  la  direction  des  axes;  elle  laisse  intactes  les  expressions 
de  la  forme 

xixh-i~yijrh+  ztzh, 

où  l'on  peut  remplacer  les  variables  par  leurs  dérivées,  si  les  coeffi- 
cients de  la  transformation  sont  des  constantes,  c'est-à-dire  si  les  axes 
restent  fixes  dans  l'espace. 


III. 

Avant  d'aller  pins  loin,  il  sera  utile  de  rappeler  quelques  formules 
qui  servent  à  la  transformation  des  coordonnées.  Considérons  deux 
systèmes  d'axes  rectangulaires,  l'un  fixe,  l'autre  mobile,  ayant  même 
origine;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  fixes,  et  x,  y,  z  les  coordonnées 
mobiles  d'un  point  animé  d'un  mouvement  indépendant.  Désignons 
par<7,,  bt,  c,  ;  a2,  b2,  c2  ;  n3,  b3,  c3  les  coordonnées  mobiles  des  points 
d'intersection  des  axes  fixes  avec  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité, 
qui  a  l'origine  pour  centre;  les  coordonnées  fixes  des  points  d'inter- 
section des  axes  mobiles  avec  la  même  sphère  seront  a,,  a2,  n3; 
ht-,  b2,  b3;  c,,  r2,  c3.  On  aura  les  formules  connues  : 

x  =-.  a,  x  -f-  b,j  ■+-  c,  z,  x  =  a,  x  -+-  a2y  -+-  a3z, 
y  =  a2  ce  -t-  b2j  -+-  c,  z-,  y  =  b,  x  +  b2  y  -+-  b3  z, 
z  =  a3  x  -t-  b3y  -+-  c3  z,         z  —  c,  x  +  c2  y  -i-  c3  z, 

b,  z  —  c,  r  =  a3  y  —  a2  z, 

c,  x  —  a,  z  =  b3y  —  b2z, 
a,  y  -  b,x=  c3y  -  c2  z, 

et  ainsi  de  suite.  En  remplaçant  les  coordonnées  x,  j,  z,  x,  y,  z  par  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  de  la  sphère  avec  les  axes,  on 
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nu  in 


a\  4-  b\  rH  c\  =■  t ,  «;  ■+-  a\  +  flj  =  i , 

^/,  /72  4-  />,  b„  4-  C,  cs  =  o,      a,  b,  4-  rt2&2  4-  rr3  è3  =  o, 


n,  —  b.c.,  -  b3c2, 
b.  —  c,  n.,  —  c-,  a.,. 


Je  désignerai  toujours  par  des  lettres  accentuées  (x',  y' ,.. .)  les  déri- 
vées des  variables  prises  par  rapport  au  temps.  Les  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  [xyz,  xyz)  seront  représentées  par  des  lettres  sut- 
montées  d'un  point  r,  y,  z,  x,  y,  z);  pour  les  axes  fixes  on  aura  donc 
x'  =  x,  y'  =  y,  z'  =  z.  Enfin,  je  me  servirai  d'un  exposant  o  (x°,  y0,  :■", 
x°,  y°,  z°)  pour  désigner  les  rotations  autour  des  axes,  c'est-à-dfre  les 
composantes  de  la  rotation  du  système  mobile.  Les  vitesses  étant  con- 
sidérées comme  des  longueurs  prises  dans  la  direction  du  mouvement, 
les  rotations  comme  des  longueurs  portées  sur  l'axe  de  rotation,  les 
aires  ou  vitesses  aréolaires  comme  des  longueurs  portées  sur  la  normale 
à  l'orbite,  on  peut  les  projeter  sur  les  axes  coordonnés  comme  les 
rayons  vecteurs  et  les  distances;  nous  aurons 

x  =  a,  x  -+-  b,  y  4-  c,  z,  x  =  at  x  4-  a2  y  4- aaz, 

\°  —  a{  x°  4-  b,y°  4-  c,  z°,        x°  =  «,x°  +  a2  y"  4-  a*  z°, 


comme  pour  les  coordonnées.  Mous  prendrons  les  rotations  dans  le 
sens  indiqué  ci-après  : 


>  ■  -  -  s    »-»  x    "~  '  y  ■ 
4-  x°    4-  y°      4-  z" 


Alors 


x°  =  r,  b\  4-  c2  b'.2  4-  c3b^=  —  b,  c\  —  b2  c\  —  b3  c'3, 
>  "  =  a,  c\  4-  n.2  c\  4-  «3  c'3  =  —  c,  a\  —  c„  a\  —  c3  «'.,, 
z°  =  b,  a\  4-  62  a'o  4-  63  n'3  =  —  a,  b\  —  a2  b'.2  —  a%  b'3 . 
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De  même 

x°  =  a2  a'a  4-  b2  b'3  4-  c2  c'3  =  —  a3  ri,  —  b3  (>'.,  —  c3  c2, 
y"  —  a3  a\  4-  b3  b't  4-  c3  c\  =  —  a,  à3  —  b,  b'a  —  c,  c3, 
z°  =  a,  ri,  4-  /;,  b',,  4-  c,  c\  —  —  a*  n\  —  bt  b\       c.  c\  . 

Pour  lés  vitesses  absolues  d'un  point  (je,  y,  z)  dans  les  directions  des 

axes  mobiles,  on  aura 

ix  =  x' 4-  y"  z  —  z°  )  , 
y  =  j •'+  z°  x  —  x°z, 
z  —  z'  h-  x";_  —  )"x. 

Ces  vitesses  étant  nulles  pour  les  points  des  axes  fixes  dont  les  coor- 
données mobiles  sont  a,  b,  c,  nous  avons 

o  =  a'  4-  y°c  —  z°b, 
et  ainsi  de  suite,  ou  bien 

a\  —  z°b,  —  y°c,  =  y°a3  —  z°a2, 
b\  =  x°  c,  —  z°  <7,  =  y°  b3  —  z"  62, 


x°b 


/."c,, 


On  tire  de  là 


i   x°a\  -+-y°b\  4-  2°c,  =  o, 

(4)  <  x°  ri,  +/° £2  4-  z"c,  =  o, 

(  x°  a'3  ^-y°b's  ■+-  z°c'3  =  o, 


et 


o  ou 


x°  a',  4-  y°  rt'2  4-  z°a'3  =  o, 
d\°  =  a,  tlx°  4-  b,  dy°  -+-  c{  dz°, 


Enfin  nous  avons 

x,'^a,\°  —  bic\  -hc,b't  =a3y°  —  bac2  +-c2b'!i=a3z0—b3c3-i-c3b'3, 
y0  =  b,x0  —  çiài-+-aic'i  =  b2y —  c2ri,+-a,c',  =  b3z°—c3a\-ï  </,<■', 

z°  =  c,  x°  —  a,  b\  -t-  b,  a\  =  c2  y"  —  a, b\  4-  £a  ri,  =  c3  z"  -    ^3  //(  4.  /.,,  rt'3  ) 
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formules  qui  expriment  les  trois  rotations  autour  des  axes  mobiles  par 
la  rotation  autour  d'un  axe  fixe  et  par  les  dérivées  des  cosinus  qui  dé- 
terminent cet  axe  fixe  par  rapport  aux  axes  mobiles.  Les  trois  cosinus 
d'un  axe  ne  représentent  que  deux  variables  indépendantes,  les  neuf 
cosinus  d'une  transformation  orthogonale  n'en  représentent  que  trois. 
On  les  exprime  ordinairement  par  l'inclinaison  I  du  plan  des  x,  y  sur 
le  plan  des  x,  y,  et  par  les  angles  Û,  <p  que  l'intersection  de  ces  plans 
fail  avec  les  axes  des  x  et  des.r;  j'appellerai  Q  la  longitude  du  nœud, 
et  o  1'azhnul  de  l'axe  des  .r.  Nous  aurons 

il :,  =  sinl  sinç),  x°  =  Q'  sin  I  sin  o  -+-  V  cosç, 

b3  =  sinl  cosip,  y0  =  il'  sin  I  coso  —  1'  sin  a, 

c3  =  cosl,  z°  =  il'  cos  I  -4-  o', 

z°  =  Ci'  -!-  '^'cosl. 

4 

En  prenant  le  nœud  pour  axe  desx,  on  aurait  o  =  o,  et 
x°  —  \\     j°  =  îl'sinl,     z°  =  J)'cosI,     z°  =  Q'. 

On  voit  que  les  rotations  dépendent  en  général  de  deux  angles  el  de 
trois  vitesses  angulaires.  On  peut  encore  les  exprimer  d'une  manière 
assez  élégante  par  les  longitudes  'F,,  W2,  ¥3  des  intersections  du  plan 
des  x,  y  avec  les  Irois  plans  des j ,  z,  des  z,  x  et  des  x,  y.  Je  ferai 

<i\  -  y,  =  e„    v,  -  v,  =  §,,    <f,  -  w2  =  9„ 


5,  +  5,  +  5, 


o. 


Alors,  en  désignant  encore  par  T,,   I2,  I3  les  inclinaisons  des  trois 
plans  : 

x  =  x  sin  I,  sinlF,  -h  j'  sinl,  sin  W2  +  z  sinl3  sin  ^j, 
v  =  —  x  sin  1 ,  cos'F,  —  y.sm  Is  cos'F.,  —  z  sin  I3  cos*F3, 
7.  =  xcosl,    t-  ^cosïa  -t    ZCOsl3, 


PURES  ET  APPLIQUÉES, 
ou  bien,  en  faisant 

@-  =  -    2sit)5,  sint52  sinôj  =  -  (sin  20,  4-  sin  20,  -l    sin  26  , 

el 

<I>2  ==  tango,  tangSj  tang03, 

x0=J  v's'n2|5i  s>iiixF|  +  j-  \  suivi  6,  sin  'I  '„  ■+   z y/si  112 03  sin  lFs, 
)'©  =  —  oc s/sm'iô,  cos'i',  -    1  \  si  1 1  a 52  nisT,  —  z  \  sin  2 5  ,  eus1!".. 
zO  =  xv/tang0,  +  iV'-nigS,  +  -y  tang03. 

Soit  maintenant 


df  même 


on  aura 


lt  =  W\  sinM,  =  W\  ^  =  -  *',  ^1      . 
/,  =  if'2  siir  lo,     /.,  =  T.,  siir  [,, 

2Z°    =/",-+■   /.,-+-  /.,. 
2COSl,  JT°  =  —  /,  +   (j  H-   /.,. 

2COSI0  y*  =  -t-  /,  —  /, -+-  /3, 

2COSl3Z°     =   4-   /,    -t-    /.j  —    /;,. 

et  les  angles  I,,  I2,  I3,  compris  entre  les  axes  mobiles  et  l'axe  fixe  des  z, 
s'expriment  par  ks  longitudes  des  trois  noeuds  à  l'aide  des  formules 

■>  1  r  /-,  .     .,  ,  sin  7. 9 

cos-1,  =  cotang&2  cotang&3,      suri,  = — —-,■  ■■■ 


On  voit  que  les  rotations  dépendent  ici  des  trois  vitesses  angulaires 
¥',,  M7',,  ^'3,  et  des  trois  différences  9,,  $„,  S3,  lesquelles  ne  représentent 
que  deux  variables,  puisque  leur  somme  est  nulle.  Nous  pouvons  écrire 


Y.  sin 2(5,  -4-  <t\,  sin  76,+  Y'  sin  •' 

Z       =    —' : ' : 

sin  a  9,  -+-  sin 2 8,  +  sin  2  9. 

T',  sin  29,  —  '!'',  sina9..  —  <!\  sina9. 


sin 0,  \  sin  a  93.  sin  a  9. 

••I 
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IV. 

La  force  vive  d'un  système  de  points  matériels  s'exprimera  mainte- 
nant par  la  formule 

2  T=2  m  (x2  -\-y2  -+-  z'-  ) 

=  2  m  (x '  -hj"z  -  z°y) 2  -f-  2  m  {f  4-  z°x  —  x°z)  2  +  2m  (z'  -f-  x°j  ■ — j  °.  r  - . 

Le  double  de  l'aire  qu'un  rayon  vecteur  décrit  dans  l'unité  de  temps 
peut  se  projeter  sur  les  trois  plans  mobiles,  ce  qui  donne  les  trois 
composantes 

jz  —  zy,     zx  —  xz,     xj  —j-i, 

que  nous  pouvons  nous  figuier  comme  des  longueurs  portées  sur  les 
axes  mobiles  des  x,  y,  z.  Je  les  supposerai  toujours  multipliées  par  les 
masses,  et  j'appellerai  mouvement  aréolaire  autour  de  l'axe  des  z  la 
somme 

lm{xy  -yx). 

Les  mouvements  aréolaires  sont  les  dérivées  partielles  de  la  demi- 
force  vive  par  rapport  aux  rotations;  en  effet 

—  =  lin  [x- h  r  —    =  zmlxr  —  yx). 

On  aura  d'ailleurs 
—  =  2m{yz'  —  zy')  -f-  x°2in(y2  -+-  z2)  —  y°2tnxy  —  z°ïmzx, 
'—a  =  2m[zx'  —  xz'   -f-  y°2m{z2  -+-  .r2)  —  z"lui)z  —  x°2mxy, 
'—  —  Inr.r)    —  y.r'j  -+-  z°  2m(x2  -t-  r2)  —x"ïmzx  —y°2m  rz. 

Dans  le  cas  ou  les  plans  mobiles  sont  les  plans  principaux  d'inertie. 
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on  aura,  en  désignant  par  A,  P.,  (',  les  moments  d'inertie  principaux, 

'—  =  lm(  yz'  —  zf)  +  .»"A, 
(5)  /  —  =  2m(zx' —  xz')  -t-  >"l'.. 

^=2m(xf-yx')+z°C. 

Si  nous  prenons  pour  axe  des  z  l'axe  polaire,  c'est-à-dire  la  nor- 
male au  plan  invariable,  les  intégrales  des  aires  nous  apprennent  que 
le  mouvement  aréolaire  autour  de  cet  axe  est  égal  a  une  constante  K, 
et  qu'il  est  nul  autour  d'un  axe  quelconque  perpendiculaire  au  pre- 
mier. Il  s'ensuit  que  le  mouvement  aréolaire  autour  d'un  des  axes 
mobiles  sera  égal  à  la  projection  de  R  sur  cet  axe,  K.  étant  une  lon- 
gueur portée  sur  l'axe  polaire,  et  que  les  intégrales  des  aires  pour- 
ront s'écrire 

/r\  ^T         T,  d'Y  „  ,         d'Y         .. 

v  dx°  dy"  dz" 

où  tf,  b,  c  sont  les  trois  cosinus  de  l'axe  polaire. 

La  force  vive  étant  une  fonction  bomogène  du  second  degré  par 
rapport  aux  vitesses  apparentes  x',  )',  z'  et  aux  rotations  *■",  1",  ;'". 
on  aura 

„/    ,dT  ,d'Y         ,dJ\  ,IT  ,  d'Y  d'Y 

\         dx  •       dy'  dz'  j  d.r°         J      ,/i  "  dz" 

et  en  prenant  les  différentielles  totales 

r/T  =  1  [x'd  '11  ■+  . . .  -  ~  dx  -...)  -+-  x°d 

\  dx  dx  I 


d'Y 

dx° 


ou  bien,  en  faisant 


d'Y  _  d'Y  _  rfT 

dx~'  ~  P"     dp  ~(l*      dl' 


r/T  =  1  (x'Jp  +...-  '-'r  dx  -  -  - . . .  )  +  W  ^  + 
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Si  les  intégrales  des  aires  ont  lieu,  nous  pouvons  remplacer  les  déri- 


vees — )■••  par  ivrt,....  el  alors 
dx"         ' 


d'Y  -.-.  i (x'dp  -  ~  dx\ -+-...+  K {x°da  -^fdb  +  z"dc  . 

Si,  d'un  autre  côté,  nous  éliminons  les  variables  x',j\  z',  .r°,  j°,  z°, 
à  l'aide  des  relations  linéaires 

dT  „  rfT 

la  force  vive  devient  une  fonction  homogène  du  second  degré  des  va- 
riables (>,  q,  /',  a,  A,  c;  elle  renferme  en  outre  les  variables  x,  f,  z.  Il 
s'ensuit  que,  sous  cette  forme, 

<"=2($)+t,(£)*-,'-+©*-H-- 

Cette  expression  doit  être  identique  à  la  première,  puisque  l'une  se 
déduit  de  l'autre  par  une  simple  transformation  littérale;  donc 


x  = 


/T\         dl  id1\ 


dp  !         dx  \  dx  I 


**<-(£)• 


pour  toutes  les  variables  employées.  On  peut  d'ailleurs  remarquer 
qu'en  vertu  des  intégrales  des  aires  le  dernier  terme  de  dT,  qui  dé- 
pend des  rotations,  s'évanouit,  en  supposant  que  les  rotations  soient 
exprimées  en  fonction  des  trois  cosinus  a,  b.  c.  En  effet,  si  nous  dé- 
signons par  z°  la  rotation  autour  de  l'axe  polaire,  les  formules  (4) 
donnent 

ax°-t-  bj°  +  cz°  ==  z", 

x0da-Jrj°db-JrZ°dc=  o. 
On  tire  de  là 

2T  =  2 (/Me' 4-  qf+  rz')  +■  Kz", 


et 


dT   =  2{x'dp  -hj'd</  H-  a'dr)  -  z(^<*?  +  ^r/j  +  ~  rfaj. 
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Par  conséquent  aussi 

(S)*+(S)*-(Î)*  =•■ 

On  a  d'ailleurs 

a3  +  /r  •+-  c-  =  1 ,     a da  +  bdh  +  cdc  =  o, 

et,  a  cause  des  relations 

rt'=  £:°  —  c^°,... 

que  nous  avons  démontrées  plus  liant, 

^  =  '(î)-«(^- 


ir//  \  (/«  /  \  rfc 

*î= -(S) -*(£)■ 

Des  deux  premières  de  ces  équations  on  déduit 

iK»-  .*)  =  <«■  +*')  (-)-„  (S) -h  (S 

Or,  si  l'on  pose 


on  aura 


«  =s  y/i  —  c2  siny,     b  =  \J  i  —  c2  cosç, 


'/<7  «C  r//;  6c  r/'i/  n'  6  —  rt// 


r/c  a' -\-  b1         de  ir  +  b-  tlt  rr    -    /,- 

Par  conséquent 

K  r,y  —  ('/T\       I  '/T\  ''"       I ,n  \  '"' 
~di  ~~  \dc)  +  \d7,)lc~  +  \~dbjdc~ 


d'Y 
rfê" 
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I >' n 1 1  antre  côté,  la  troisième  équation  donne 

K  -y  =  SIIKf —    COS?     -—. 

ilt  7  \  /-/cosij//  '   \a  sintp  I 

r/T 

d'j 

On  voit  que  l'azimut  o  de  l'axe  des  x  et  le  cosinus  c  de  l'angle 
compris  entre  l'axe  des  z  et  l'axe  polaire  sont  des  variables  conju- 
guées. Le  nœud  û  n'est  point  entré  dans  les  équations.  Pour  compléter 
le  système  des  équations  différentielles,  nous  écrirons  les  équations  du 
mouvement  sous  la  forme  adoptée  par  Lagrange  : 

dp  __  (/(I  +  U) 


dt  di 

Il  faut  ici  supposer  que  les  coordonnées  .r,  y,  z  ont  été  réduites  au 
plus  petit  nombre  possible  à  l'aide  des  équations  de  condition,  ce  qui 
n'empêche  pas  T  d'être  une  fonction  homogène  des  x',  jr\  z',  et  n'a, 
par  conséquent,  aucune  influence  sur  le  raisonnement  qui  vient  d'être 
présenté.  Les  équations  ci-dessus  sont  d'ailleurs  évidemment  indépen- 
dantes du  clioix  des  variables  par  lesquelles  on  remplacera  les  rota- 

dl  ldT\      ,.       , 

lions  .> •",   j  ",  z  ,  et,  puisque  —  =  —  (  —  1 5  elles  donnent 

dp  _         (d\\\ 

où  H  =  T  —  U.  Si  nous  supprimons  les  parenthèses,  nous  avons  le 
système  canonique 


(7) 


dr           dH 

dt    ~~    dp 

dp  _           dH 

dt   ~~             d.c 

dy  __  dH 

dt   "    <l<i 

dq  _           dH 

dt   ~~             dy 

dz           dH 

dr   _            dH 

dt           dr 

7/t   ~        ' ~dz 

,.   d«         d\\ 
dt           de 

K 

de                d\\ 

dt    ~              do 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  ig3 

Les  équations  du  centre  de  gravité  et  les  trois  équations  de  condition 
qui  déterminent  les  axes  mobiles  réduisent  le  nombre  des  variables 
x,y,  z  à  3n  —  6;  le  nombre  des  équations  ci-dessus  n'est  donc  que  de 
6«  —  i  2  +  2  =  6/i  —  10.  Nous  avons,  en  outre,  l'intégrale  II  =  const.; 
donc,  si  nous  éliminons  la  différentielle  du  temps  <//,  notre  système  ne 
représente  en  définitive  que  6n  —  12  équations  du  premier  ordre. 

La  constante  K  n'entre  dans  T  que  multipliée  par  a,  />,  c;  par  con- 
séquent 


/r/T\  _       a  fdT\ 


— 


\f/K/  K\</,i  I 


2k  b«   =flA"0+^'0+cs0  =  z°' 


ou  bien 

(8) 


Quand  on  n'a  qu'une  seule  intégrale  des  aires,  il  faut  faire  coïn- 
cider l'axe  des  z  avec  l'axe  polaire,  ce  qui  donne 

x°  =  y0  =  o,     z°  =  LY,      Ç-  =  K. 

Dans  ce  cas,  nous  avons  une  seule  équation  entre  les  coordonnées  (elle 
détermine  l'axe  mobile  des  x);  le  nombre  des  équations  différentielles 
est  alors  de  6n  —  2,  elles  représentent  6n  --  4  équations  du  premier 
ordre  en  comptant  l'intégrale  H  =  const.,  et  l'élimination  de  dt.  La 
seule  inconnue  que  l'on  introduise  par  l'emploi  des  axes  mobiles  est 
ici  la  longitude  û;  elle  se  détermine  par  la  quadrature 

Si  nous  exprimons  les  rotations  par  trois  angles  ^,,  i|>2,  ^3  et  trois 
vitesses  angulaires  J',    '{/2,  i{/3,  la  différentielle  dT  renfermera  le  terme 


ifrdn -*<!*)< 


qui  devra  s'annuler  par  les  intégrales  des  aires.  Néanmoins,  si  nous 

Tome  XIV  (a«  série).  —   Mai  1869.  25 


i94  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

éliminons  x' ',  r',  z',---,  ^'  par  les  relations  linéaires 

dl  dj 

nous  pourrons  raisonner  comme  précédemment  en  comparant  les 
deux  expressions  de  dT  obtenues  avant  et  après  l'élimination.  Nous 
aurons 

dl  =  l[x'dp  -~dx\+-...  +  I  (y  dn  -  ^<ty 


fê)++i(£)*-K..+»(£)*-nfê)«*< 


.  dT 
1  rfj; 


dT\ 

dx 

rff\ 

dT 

dl? 

=  1 

d'où 


,,  _/£T\       *£__(dT: 
Les  équations  de  Lagrange  donnent  ensuite 


^F  ~       ~  \dx),'">      ~dt  "       ~  \d$ 
On  tirerait  de  là  le  système  canonique 


dr         d\\ 
dl          dp 

dp  d\\ 
dt   "              dx 

d$         dR 

dt          dn 

dit  dW 
~dt~~ '  ~  dty' 

Mais  ce  système  se  simplifie  par  les  intégrales  des  aires.  En  effet,  si 
nous  prenons  pour  les  variables  ^  les  longitudes  *F  des  nœuds  des 
plans  mobiles ,  les  rotations  ne  renferment  que  les  différences 
5,  =  T2  -  *F3,. ..,  et  nous  avons 

0,  +  02  +  Q3  =  a. 
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D'un  autre  côté,  en  vertu  des  intégrales  des  aires, 


dl     _       rTT    dx"         „   „  ad,"         „  dz" 

7w  ~       dx"  TFî1 


,/T'  d'Y 


ou  bien 


d'où 


et 


Ksin2  9 Ksin2  9 

-M-i-  "    isin2d 


71,    +   7T.,  -+-  7T3  =  K. 


71 1   "+"  n2  "+"  2n<  ffa  COS  2^3  —  ^31- 


Les  six  variables  Q,  tï  ne  représentent  donc   en   définitive  que  deux 
variables  indépendantes.  On  aura  d'ailleurs 


rfô,  _(dT\        /rfT^ 
dl  \dn,J         \diz 

dn>  _  /£T\  _  /VT\ 

lit  ~~  \dT,)  ~  [dT,)' 


Lorsqu'on  exprime  les  rotations  par  les  variables  9,  1,  9',  V,  Q,', 
on  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

a  =  sinlsinç>,     x°=  Q,'a-h  I'cosœ, 
6  =  sinIcos<p,    _/°  =  û'i  —  I'siny, 

c  =  cosI,  z°  =±  0,'c  -+-  f', 

z°  =  il'    -+-  cp'c. 

Les  intégrales  des  aires  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 

dT         TA        dl  dl  dl        v  dl        „    , 

— ^  =  K,     -—  =  0,     —-  =  0,     —  —  Kc,     —  =  Rc  . 

rfil'  '       dl'  dl  dy  dy 

Si  nous  éliminons  les  vitesses  angulaires  Q.',  Y,  <p'  à  l'aide  des  relations 

25.. 
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linéaires  ci-dessus,  nous  pouvons  raisonner  comme   précédemment 
pour  les  variables  i|/,  et  nous  trouvons  que  les  équations 

ix  _  (d\\\       dp  _         (<m 


dt         \  dp  j         dt  \  dx 

subsistent  toujours;  seulement  l'expression  de  H  renferme,  à  la  place 

i  -îi  ii  i      ^T     dl     r/T 

des  trois  variables  n,,  n2,  tc,,  les  valeurs  de  -r— .>  —  >  —/>  l1"  sont  : 
'  du     al      do(       l 

K,  o,  Kf.  Il  ne  reste  donc  dans  H,  à  côté  des  variables  x,jr,  z,  p,  q,  r, 

que  (p  et  c  =  cosl.  La  comparaison  des  deux  valeurs  de  HT,  obtenues 

avant  et  après  l'élimination,  donne  encore 

r/T  _  (dT\ 

dv  \ dm J 

d'où 

„  de  /dj\  [d\\ 


dt     '  \dy  j  \  d<f 


par  les  équations  de  Lagrange  et  par  les  intégrales  des  aires.  Enfin, 
la  partie  de  c/T  qui  dépend  des  rotations  devant  s'annuler  par  les  in- 
tégrales des  aires,  on  aura,  après  l'élimination, 


m  ,        lai 


u  ou 


T,  )d1  +  (S  )de  =  "• 


^  =  (S)  =  (f 


On  retombe  ainsi  sur  le  système  canonique 


dx  _  dH  dp  _  tlll 

dt  dp  dt  de 


(7)  j 

/  K 

dt  de  dt  dy 


d,?         dH  de  dV\ 

r».  —r  =  — r-'      rv 


que  nous  avons  obtenu  précédemment.  On  a  enfin,  par  les  équations 
de  Lagrange, 

da  _  f/dT  y 
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en  considérant  K.  comme,  la  dérivée  partielle  — 7'  introduite  dans  T 

1  du 

par  l'élimination  des  variables  y',  I',  12'.  La   constante  K  existe,  en 
outre,  dans  l'expression  de  T  comme  facteur  de  la  dérivée  partielle 

-=-;  =  K.c.  Or,  il  est  facile  de  voir  que 

il®  ' 


En  effet, 


dT  \  __   i   ///T 
dULcj  ~  K  [de 


1   /rfT\  _  /  rfT  \  i  /   dT 


K  \  de  \ilKc  K\rfc«>-,l 


en  considérant  I  comme  une  fonction  de  c  qui  existe  dans  T  à  côté 
de  Rc;  or  les  intégrales  des  aires  montrent  que,  dans  ce  sens, 


(£)  =  - 


iir 

dï  =  °' 


d'où  il  suit  qu'on  obtient  le  même  résultat  en  différentiant  par  rap- 
port à  (Rc)  ou  bien  par  rapport  à  c  =  cosl.  Donc 


ou  bien 


*-<r+f.  =  ((£))+ .(£)  =  (£ 


7o  _  <*H 


comme  auparavant.  La  rotation  autour  de  l'axe  polaire  est  la  dérivée 
partielle  de  la  constante  des  forces  vives  par  rapport  à  la  constante  des 
aires.  Pour  Û  on  aura  la  quadrature 

dû  _  du       r  dH 

<  9  )  7/7  "~  ^7k  ~  K  Ta7  ' 

Au  lieu  de  déterminer  trois  axes  mobiles  par  trois  équations  entre  les 
coordonnées,  on  peut  se  contenter  de  déterminer  par  deux  équations 
le  plan  des  xj,  et  prendre  pour  axe  des  z  la  normale  à  ce  plan,  pour 
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axe  des  x  la   ligne  des  nœuds.  Dans  ce  cas,  on  a  f  =  o,  x°  =  I', 
7"=  û'sinl,  z°  =  D'cosl,  z°  =  O'.  Les  intégrales  des  aires  sont  toujours 


On  a  encore 


—  =  K,     _  =  o,     -  =  o. 


rfT  v  _      _  dl 
dl)  ~       ~  ~dï 


et  cette  équation  montre  qu'il  est  permis  de  remplacer  I  dans  T  par 
une  fonction  des  autres  variables  avant  la  différentiation,  c'est-à-dire 
que  nous  pourrons  mettre  pour  I  sa  valeur  tirée  des  intégrales  des 
aires.  On  peut  donc  éliminer  û',  I'  et  I  par  ces  intégrales  et  former 
ensuite  le  système  canonique 

dx  _//H        dp  _  d\\ 

ut  1//1         ilt  dx 

Cela  se  voit  d'ailleurs  immédiatement  par  la  comparaison  des  deux 
valeurs  de  dT  : 

d'ï  =  1  (x'dp  -  ^  dx)  4-  Ll'dK  +  1V/  ^  -  ^  dl 

V  «  dx  J  dl  dl 

On  a  ensuite 


,      .  da       dH 

(,0)  -d7  =  7K- 

Lorsqu'on  fait  I  =  o,  de  sorte  que  l'axe  polaire  devient  Taxe  des  z, 
on  n'a  que  9J  à  éliminer  par  l'intégrale  — ;  =  K.  Les  deux  autres  inté- 
grales des  aires,  si  elles  existent,  pourront  servir  ensuite  à  éliminer 
deux  variables  quelconques  après  la  formation  du  système  canonique. 
Dans  le  cas  de  deux  corps,  ces  intégrales  donnent  z  =  o,  z'  =  o;  elles 
équivalent  donc  alors  à  une  équation  entre  les  coordonnées. 

En  résumé,  on  voit  que  les  équations  du  mouvement  peuvent  ton- 
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jours  être  présentées  sous  la  forme  canonique  après  qu'on  a  employé 
les  intégrales  des  aires  à  éliminer  les  rotations  d'axes  mobiles,  et  que 
le  nombre  des  équations  de  condition  que  l'on  gagne  par  l'usage  de 
coordonnées  mobiles  dépasse  d'une  unité  celui  des  variables  nouvelle* 
que  l'on  est  obligé  d'introduire;  d'où  il  suit  qu'en  définitive  le  nombre 
des  équations  différentielles  se  trouve  diminué  de  quatre  unités  par  les 
intégrales  des  aires. 

V. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  les  variables  x',  /',  z'  étaient  ré- 
duites au  plus  petit  nombre  possible  par  une  élimination  préalable. 
Nous  allons  voir  qu'il  est  encore  facile  de  former  les  équations  du 
mouvement  quand  ces  variables  sont  liées  par  les  trois  équations  du 
centre  de  gravité  et  par  les  trois  qui  déterminent  les  axes  mobiles. 
Soient 

j\  =  o,    f2  =  o,    f3  =  o 

les  équations  des  axes.  Si  l'on  ajoute  l'expression 

a,  Ç  -+-  aa  ^  4-  aa^g  4-  |3,  Imx'  4  fi2  Imj'  4  j33  2  mz' 
à  celle  de  la  force  vive,  qui  était 

T  =  l-  lm{x'  +  j°z  -  z°jY  4-  -  2m{f  4  z°x       .i"z)2 
4 —  Im(z'  -t-  x°y  —  y°x)2, 

la  différentiation  donne 

^=p  =  m{x>  +  j°z  -  z°y  4-  /3, )  4  «,  £  +  «a £  4  «3  £  - 

df=9=  mif  +z    ^-*°z  +  P.)  +  «.  ,77  +  «i  ^  f-  «3^> 
—  =  r  =  ib(»'  4- J?°J    -jr°*  4  &)  4  a,  £  -h  a2  —    r  a,  £• 


■ioo 

On  lire  de  là 
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Ip  =  /S,  lui  +  a. 


v  df>     ,  v  #  v  # 


/•v 


?*) 


rfT 

djc" 


H- a,  2 


rfj: 


'/y; 


■+-  a.  2  -f^ 


+  «.*(r£- 


dy 


t,2[j 


'(/] 


cl  ainsi  de  suite  :  en  tout  six  équations  linéaires  pour  exprimer  les 
multiplicateurs  a,  /3  en  fonction  des  variables  xt  y,  z,p,cj,  /',  et  des 

quantités  Krt,  Kb,  Kc,  que  l'on  mettra  à  la  place  des  dérivées  -tv'"' 

afin  de  tenir  compte  des  intégrales  des  aires.  Ce  procédé  d'élimination 
ne  modifie  en  rien  le  raisonnement  que  nous  avons  fait  en  supposant 
que  les  variables  .r',  7',  z'  étaient  réduites  au  plus  petit  nombre  possible. 
En  effet,  les  multiplicateurs  a,  [i  sont  des  fonctions  linéaires  des  vi- 
tesses et  des  rotations,  qui  se  déterminent  par  la  condition,  cpie  six  des 
dérivées/?,  </,  /'doivent  s'annuler  identiquement  ;  les  autres  dérivées 
p,  (j,  r  sont  donc  précisément  celles  que  l'on  aurait  obtenues  après 
avoir  éliminé  de  T  les  six  variables  x',  y\  z'  qui  correspondent  aux 
dérivées  p,  <j,  r  qui  s'annulent.  L'avantage  de  notre  procédé  consiste 
en  ce  qu'il  nous  permet  d'exprimer  les  multiplicateurs  par  les  nou- 
velles variables  p,  q,  r. 

Les  formules  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  prend  pour  axes  mo- 
biles les  axes  principaux  d'inertie.  Les  équations  de  condition  sont 
alors  les  suivantes  : 


Imx  =  o,        2 /'y 
luiyz  =  o,      2mzx 

En  ajoutant  à  T  l'expression 


a,  zm 


7 


V') 


o ,        linz 
o,     linxy 


fj,  Imx'  -+■ 


o. 


on  trouve 


p  =  m(jc'  -+-y°  z  —  z° y  ■+■  |3,  -t-  a^z   +  a,  y  ), 

(j  =  rn{  )•'  -+-  z"  x  —  x°z  -4-  /32  -t-  a3  x  -+■  a,  z  ). 
r  —  m[z    4-  X°J'  —  y° x  -f-  ft3  -j-  a,  y  -f-  <z2  x )  ; 


(I  ou 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  201 


Zp  =  [1,1/71,     2q  =  /32  2m,     2r  =  [i32rn, 
2{rj  -qz)  =  —  +  a,  ïm(jr'-  z2  ), 

2{pz  -  rx)  =  '—  +  a22m(z2  -  x2), 

2{qx  -  pjr)  =  —  +  «3  2m(^-j!  ). 


Enfin 

ou  bien 

2T  =  2; 


2T  =  2  —  (p  —  mfi,  —  wz#2  —  inja3)2-\- . 


{•LqY+ilry 


4-  a*2m(ja  +  z2)-+-  a\2m{zl  -f-  x2)  +  «^mfx'  -+- j2) 
—  2a,  2(/7"  -+-  72)  —  2  «a  2{pz  -+-  nr)  —  2«a2(ç.r  -+-  py). 

Si,  au  lieu  de  prendre  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gra- 
vité, on  rapportait  le  système  à  un  point  canonique,  on  aurait  déjà 
éliminé  par  le  fait  les  coordonnées  et  les  vitesses  de  l'un  des  corps,  et 
les  multiplicateurs  /3  n'entreraient  pas  dans  les  expressions  des/?,  q,  r; 
dans  ce  cas,  il  faudrait  supprimer  le  second  terme  de  T,  qui  dépend 
des  trois  sommes  2p,  2q,  2r. 

Les  relations  ci-dessus  donnent,  en  tenant  compte  des  intégrales  des 
aires, 

Kfl  —  J.(ry  —  qz) 

Cette  valeur  étant  substituée  pour  a,,  il  vient 

a\  2m{j2  +  z2)  -  2a,  2{rj  +  qz) 

_  ïmy*(Ka  -hiZqz)1-^  Zmz'jKa—  llry)1  —  Im  (,v;  +  z')  [  Z(ry  -f  qz)]' 

[lm{y7  —  z2)]' 

et  l'on  trouve  des  expressions  analogues  pour  les  termes  de  T  qui 
dépendent  de  a2  et  de  a3,  en  remplaçant  les  variables  par  une  permu- 
tation circulaire. 

Tome  XIV  (a«  sériel.  —  Juin    1869.  2° 
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Si,  au  lieu  de  rapporter  les  coordonnées  aux  trois  axes  principaux 
d'inertie,  nous  nous  contentons  d'en  prendre  un  pour  axe  des  z,  et  le 
plan  principal  correspondant  pour  plan  des  xy,  le  nœud  de  ce  plan 
étant  l'axe  des  x,  nous  n'avons  que  les  deux  équations  2  myz  ==  o, 
Imxz  =  o,  pour  la  détermination  des  axes  mobiles,  et  nous  ne  pou- 
vons éliminer  par  ces  équations  cjue  quatre  variables.  En  revanche, 
les  intégrales  des  aires  n'introduisent  plus  dans  T  que  la  constante  K. 
On  a  maintenant  x°  =  I',  jr°  =  Q!  sinl,  z°  =  Q'cosl,  et  les  intégrales 
de's  aires  sont 

rfT  „  r/T  (11 

L'expression  de  la  force  vive  devient 

2T  =  2m(.xJ  -y  il' cosl  +■  zïî'sinl)2  -+-  2m(y'  +  a^ii'cosl  -  zl')2 
■+-  2m(z'-*-yl'—*xn'sinl)2. 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  abstraction  des  équations  du  centre  de  gra- 
vité (nous  avons  vu  que  cela  est  permis)  et  qu'on  n'ajoute  à  T  que 
l'expression  a,  2 m ( jz'  +  zjr')  -+-  «2  2m(zx'-h  xz'),  il  vient 

p  =  m  [x' —  yQ!  cosl  4-  zù'  sinl  -+-  «2  z), 

<y  =  m[y' '-+-  .x-Q'cosI  —  zl'-r  a,  z), 

/■  =  m[z'  —  xQ!  sinl  -+-  y  Y  -+•  a,  jr  -f  a2  a?). 

On  tire  de  là 

-('.T  ~  7Z/  =  a<  ~m{j'2  —  z2)  -t-  a2  2  m.*), 

1  [pz  —  /vr)  =  «o  2 m  (z2  —  .r2)  —  a,  Zmxy  h-  K  sin  I , 

2  ((/.r  —  py)  =  K  cosl. 

Ces  relations  permettent  d'éliminer  a,,  a2  et  I.  On  a  d'abord 

f          -   ,           „>         2  mxy  Im.rr] 
K  sinl  -t-  a,\  liiilz-  —  x-j  -ï ; — ; 

.  lin  ri  . 

=  I  {pz  ~  rx)  h-  Y^—zrvr^y  "  9zh  ] 
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et  une  expression  analogue  pour  a,  ;  en  les  substituant  dans  f,  on 
exprime  la  force  vive  par  les  variables  x,  j,  z,  p,  q,  r,  I.  Or,  la  relation 

rfT\ _  dl  _ 

~dl  )  77T 

montre  qu'il  est  permis  de  remplacer  sinl  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation 

K2sinM  =  K.3  -  [2{qx  -  py)]\ 

Clés  formules  se  simplifient  lorsqu'on  n'a  que  trois  corps.  Dans  ce  cas, 
l'un  des  plans  principaux  d'inertie  est  le  plan  même  des  trois  corps, 
et  les  deux  équations  de  condition  qui  le  déterminent  se  réduisent  à 
celles-ci  : 

Z,    =  O,        Z,   =  O,        Zj   =   O, 

qui  comprennent  en  même  temps  l'équation  lmz  =  o.  On  a  donc 
z  =  o,  z'  =  o,  r  =  o,  et  l'expression  de  T  ne  renferme  la  variable  I 
que  sous  la  forme  du  carré  de  sinl,  de  sorte  que  tout  est  rationnel. 
Nous  allons  considérer  ce  cas  dans  le  paragraphe  suivant. 


VI. 

L'expression  de  la  force  vive  de  trois  corps,  rapportés  à  des  axes 
mobiles,  est 


(") 


aT  =  Im(x'  —  rû'cosl)2  ■+-  2wi(/'  +-  .rii'cosl)' 
+  2m{jV—  .rO'sinl)2, 


si  nous  prenons  pour  plan  des  xj  le  plan  des  trois  corps,  et  le  nœud 
de  ce  plan  pour  axe  des  x.  Les  intégrales  des  aires  sont 


,11  „  'Il  «r/T 


26. 
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ou  bien 

lm{xf  —  yx>)  4-  Q'cosl  lm(x2-h  y2)  =  K.cosI, 
-VI  mxy  -+-  û'  sin  I  I  m x2  =  R  sin  I, 
I'  ïmy2  —  Q.'  sinl  Imxj  =  o. 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  écrire 
(12)     ïT=  lm(x'  -  jn'cosl)2  +  2m(j'+  xÙ'cos\)-+  KÛ'sin2], 


et  qu'on  aura  toujours 


7Ï  =  °- 


Les  intégrales  donnent 

(i3)  û'  = 


»l,   /Wj  /«j 


4A1  ' 


où  M  est  la  somme  m,  -+-  m2  -\-  /«3,  et  A  l'aire  du  triangle  des  trois 
corps.  On  trouve,  en  effet,  que 

Imx2 .  ï.mjr  —  Imxy .  Imxy  =  zmlm2{x2)\  —  x,y2y  =  — - —  qaa, 

puisque 

2&  __  /,*a  —  y,x, X'x>  —y***  __  .>'3-ri  —  y<T* 

La  dérivée  û',  ou  la  rotation  autour  de  l'axe  polaire,  est  donc  indé- 
pendante des  vitesses  x',  y';  elle  est  égale  à  une  constante  multipliée 
par  le  moment  d'inertie  du  système  autour  de  la  ligne  des  nœuds, 

et   divisée  par  le  carré   du   triangle  des  trois  corps;  elle  devient  - 

pour  A  =  o,  parce  que  le  plan  des  trois  corps  cesse  d'êlre  déterminé 
quand  les  corps  se  trouvent  sur  une  ligne  droite. 

Pour  obtenir  les  équations  du  mouvement,  nous  devons  prendre  les 

dérivées  partielles  p  =  y->  q  =  —,  ce  qui  peut  se  faire  sur  l'une  on 
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sur  l'autre  des  deux  expressions  de  T  données  par  les  formules  (i  i) 
et  (12),  puisque  les  variables  x',y'  n'existent  que  dans  les  deux  pre- 
mières parties,  communes  à  ces  formules.  Aux  équations  linéaires  ainsi 
obtenues  il  faut  joindre  les  deux  suivantes  : 

dT  -,        r/T 

puis  remplacer  les  x\  y'  et  Q',  I'  par  les  p,  q  et  la  constante  K.  La 
force  vive  est  alors  exprimée  par  les  variables  x,  y,  I,  p,  q,  et  nous 
devons  prendre  les  dérivées  de  T  par  rapport  aux  variables  oc, y,  p,  q 
en  traitant  I  comme  une  constante,  puis  mettre  pour  I  sa  valeur  tirée 
des  intégrales;  ou  bien,  puisque 

dl\  dT 


dl  )'         dl'~  °' 

comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  nous  pouvons  de  suite  remplacer  1 
par  sa  valeur  en  fonction  des  x\ y,  p,  q.  La  différentiation  donne,  en 
ajoutant  à  T  l'expression  uZmx'-t-  filmy',  pour  tenir  compte  des 
équations  du  centre  de  gravité, 

p  =  m  [x'  —  yQ.'  cosl  -+-  «), 
q  =  m  {y'  +-  arO'cosI  -+-  (3), 
d'où 

2p  =  «M,     Iq  =  fiM,     2{qx  —  py)  —  KcosI, 

et,  en  substituant  ces  expressions  dans  la  formule  (12),  on  trouve 

(,4>   rt«,^-{aï+eiï:+û'K-ï[i(^-B.)r, 

où  il  faut  mettre  pour  ù'  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i3),  qui  peut 
s'écrire 

,    5)  ry  __  fi  M(/»i7?  +  /»,7a,)—  '»,m2(yt  —  y2)\ 

*  M  m,  m,  ( y  ,  x,  —  y2  x,  )' 

En  même  temps  nous  pouvons  supposer  p3  =  qs  —  o,  de  sorte  que  T 
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ne  renferme  que  les  huit  variables  x{,  yK,  x2,  ;2,  />,,  q,,  p>,  q2-  Ces 
dernières  (les  p,  q)  sont  les  vitesses  relatives  des  corps  ml}  ///.,  par 
rapport  à  ni3,  car  nous  avons 


El 
m. 


x\  —  x'z  —  (jr,  —  73  )  ii'cos  I ,  .  , 


ou  bien 


m.  x. 


m,x,  , 


</,  =  —  m,  y2,     y,  =  mayif 

en  désignant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  par  les  lettres  romaines 
x(,  x2,  x3,...  les  différences  x3  —  .r3,  xa  —  jh  x,  —  .r2,. ..,  et  en 
exprimant  les  vitesses  réelles  par  des  lettres  pointées. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  transformation  orthogonale  contenue 
dans  la  formule 


M 


m2-((x))=  -2m{{x))-, 


OU 


m,  m-,  ot3 


/«2  +  m, 


m,  m 5  /«j 

"là-' 


il  est  évident  cpie  nous  pouvons  écrire  mx  pour  mx,  et  my  pour  rny 
dans  les  formules  (ii),  (12),  (i3),  et  que  l'équation  (14)  subsistera, 

...  ■        -n  1  1  '    •      '         '"    ''T      m    (tT 

si  les  lettres  p,  q  signifient  les  dérivées —  » — j  ou  si  nous  rcm- 

'      '       °  111  ax      m   «y 

plaçons  p,  7  par  m—,  ;/2  —  »  ce  qui  donne 

2Ï   = 


(16) 


M 


//),  m  2  m  3 


„       ,     „  ,,         f:m|)]'+  (îmq)' 

i»i(p-  +  q)  - 


ffl,  OT, /»3 


n' 


Pour  Q'  il  faut  mettre  sa  valeur  en  fonction  des  x,  y, 


(■?: 


û'=  ^-S-î-y»=K^ 


y.)J 


'y,  x2  —  y3x,  ;: 


dx            (l\\ 

dt          dp  ' 

dp 

Tt  = 

dH 

d.r 

dx         dH 

dt  ~~  rfp' 

dp_ 

dt 

dH 

~dx 
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Les  variables  p,  q  sont  les  vitesses  des  corps  m,,  ma  par  rapport  au 
centre  de  gravité,  car  en  faisant  p;1  ==  q3  =  o,  on  a 

p,  =  ni.2.r.2,     p2  —  —  m,  x, , 

q,  =  »hj--2,    q=  =  --  '«,.;•,- 

Quand  le  mouvement  des  trois  corps  a  été  réduit  à  un  mouvement 
de  deux  corps  par  une  transformation  orthogonale  (par  exemple,  en 
prenant  pour  origine  un  point  canonique),  on  n'aura  qu'à  supprimer 
dans  les  formules  (i/j)  et  (16)  les  ternies  qui  proviennent  des  multipli- 
cateurs «,  |3,  c'est-à-dire  2p,  Iq,  et  2m.p,  2mq.  Les  équations  filiales 
seront  toujours 


et 


On  peut  encore  remplacer  les  coordonnées  x,  y  par  des  coordon- 
nées polaires  (rayons  vecteurs  et  azimuts)  sans  rien  changer  à  la 
marche  générale  des  opérations.  Si  l'on  pose 

x  =  p  cosu,      y  ==  p  sinu, 
la  formule  (1  a)  devient 
(18)  aT  =  2m  f-  +  Imp2{iYcosl  -+-  s/)2  ■+-  Kû'  sur 1, 

et  (i3)  donne 

.                                         ,        K      m,  ï/«p:sin2u 

(  I  Q  )  £2   =  — r  •     ,     ,    ■    „. —       — ;  • 

*■    y;  M  /«,  w,  pjp|  sinJ(u,  —  uj) 

Pour  simplifier,  je  supposerai  que  l'origine  est  un  point  canonique; 
alors  nous  n'avons  que  deux  corps  à  considérer,  et 

K  /sin'u,        sinu', 

20)  Q   =   — —, r r  H 7 
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La  différer] lia tion  donne 


•  =  $  =  m^   y- 


13 


?«(52(ii'COSl  -+-  l)'), 


d'où 


y,  -h  y2  =  2  m p2 (LY cosl  -(-  u')  =  K  cosl, 
en  vertu  des  intégrales  des  aires.  On  trouve  ainsi 

(ai)        2T-^  +  ^  +  -^-^-^t  +  |[R2-(z1  +-X*)*]' 

v       '  m,  m,         (H,  p;  "'ipj  «• 

et 


'p  _ 


rfH         <-/ni 


lit  lia         lit 

du         il  H         il  y 
dt         d%  '       ^// 


./H 


C'est  le  second  système  de  Bour.  On  peut  obtenir  le  premier  système 
de  Bour  en  faisant 


d'où 


V,    —  V2  =  «,        U,   -+-  V2  =   2<p, 


u,  =  tp  +  -to,     ua  =  y  —  -m: 


w  est  l'angle  compris  entre  les  vecteurs  p,,  p2,  et  9  l'azimut  de  la  bis- 
sectrice de  cet  angle.  On  a  évidemment 

ilT        1  ,  N 

7I  =  77  =  X<  -»-Xa  =  KcosI- 


Il  en  résulte  pour  la  force  vive  l'expression 


(aa) 


m ,        m , 


2 


np; 


[sin2    «  +  -u  sin''  (  o o>  )   I 
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et 

rfp,  _£H  rfra,   __  d\\  rfp,     _  d\i  dr-,  dtt 

dt          </ra,  dt  dp,  dt          c/cj..  dt  dp, 

fia  _  r/H  tir:   _  ,/H  rf<j>  _   d\\  dr.  rfH 

r/r           c/t  ilt  das  dt           d-n  dt  da 

C'est  le  premier  système,  ou  «  système  provisoire  »  de  Bour,  qui  dé- 
signe les  variables  par  les  lettres  qt,  q2,  p,,  p.,,  n3,  11  4,  l3,  lk 

Lorsqu'on  veut  prendre  l'origine  au  centre  de  gravité,  et  les  axes 
principaux  d'inertie  pour  axes  des  xjr,  on  aura,  pour  trois  corps, 
z  =  o,  et 

2T  =  2m(x'—  z°jY  +■  lm{f  +  z"jc-)2  +  2m(x°y  —  j°xf. 

En  remplaçant  les  x,  y  par  les  x,  y,  et  en  substituant  pour  le  der- 
nier terme  de  T  sa  valeur  tirée  des  intégrales  des  aires,  nous  avons 

(23)      2T=  m22-(x'-  z°y)'-+  ma2l(y'+  z°x)2-+-  KQ'sin'I. 

Nous   pouvons   maintenant   introduire   les   trois  distances  mutuelles 
r,,  r2,  r3  des  trois  corps,  et  poser 

x  =  rcosu,     y  =  rsin«. 

Alors  la  force  vive  devient 

(23  bis)        2T=  m2 1  —  -h  m22-(z°^«')24-KÛ'sin2l, 

où  z°=  fi'cosl  -+-  y',  et 

£î'=  7—,  l'-s\n2iu  4-  m). 

L'une  des  intégrales  est 

(2A)  ?  =  m2  Z-(z°  +  «')  =  KcosI. 

Tome  XIV  (3e  série).  —  Juin  1869.  27 
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Les  équations  de  condition  sont  les  suivantes 

(2"))  ZrcosK  =  o,     Zrsinu  =  o,      2  —  sni2M    -o; 

elles  donnent 


26) 


lr'  cosu  —  Irs'mu.iï  =  o, 
2/-'  sin«  -f-  2/eosu.«'  =  o, 


2  —  SU12M  ■+-  2  —  COS2N.J*  =  o. 

\       m  '    m 


Si  l'on  pose 

r3 

2  —  COS  2H=    R, 
ni 

011  trouve,  par  la  troisième  des  équations  (25), 

R2=   2f— V-J-   2  2  —  COS2(«,  -  M2). 
\m  )  m,  m, 

Or,  nous  avons,  dans  le  triangle  des  trois  corps, 

cosfw,   -  «a)  =  -  — >     sin(*<,  —  wa)  =  — - 

En  substituant,  il  vient 

/       r'\2  |6A' 

M  R   =(2=)    -^' 

On  trouve  ensuite 

I  m,  ~  m.         m,  -+-  m    r]  —  r] 
R  sin  2H,  =  îA    — I à — 

/■»         m,  +  m;,  8 A2 

R  cos'2»,  ■-  2 — r» 

»,  m,  m,        r, 


cl 

(28)  û'=^K-  rg°s20' 
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On  a  d'ailleurs,  par  une  formule  bien  connue, 

16  A2  =   (r,  +  r, +  r,)(r1  +  ra  —  r8)  (r,  —  r2  +  r,)(-    r,    ■/,■/,: 

d'où  il  suit  que  Q'  se  trouve  ici  exprimé  par  les  trois  distances  et  par 
l'angle  y.  En  désignant  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux, 
nous  avons 

C  =  A  +  B=ms2-,     B-A  =  m2R,     Ali      /,m2A%     '  -, *'       l     »--iTI. 

A  présent  nous  pouvons  différentiel'  T,  en  ajoutant  à  l'expres- 
sion (23  bis)  les  trois  équations  (26),  multipliées  respectivement  par  les 
facteurs  a,  p,  7,  qui  seront  déterminés  de  manière  que  les  dérivées 
de  T  par  rapport  aux  trois  variables  u!  s'annulent.  Donc 

rfT         m'    .  r     .  a    . 

p  =  —  =  —  r  -\-  y  —  sin  211  -f-  «  cos*/  4-  p  sinw, 

'  «r  /«  '  ///  ' 

1  </T        m1      ,   „  ,,  r  , 

o  =  --r-,  =  —  r(z°+  u     +  7  —  cos?.w        «  siiih  -+-  p  cos//, 
r  au  m       x  '  /«  ' 

7r  =  -—  =  nr  l  —  [z°-+  II). 

da'  m  v 


On  tire  de  là 

I  mp  cos  m  =  a  M ,     Zm/?  sinu  =  |3M, 
d'où 

(  M2  (or  -t-  /52)  =  Im2p"  +  21m,  m2p,  p3  cos(»,  —  w2) 

(29)       j  =(ZB,f)'-(2r)Sm,>B,f>,p/'+^-r' 

En  tenant  compte  de  (2/1),  il  vient 

7R=  -  KcosI  —  -  71. 


212  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

On  trouve  encore 

2pr=  ni'-  2  —  )     I  prsin  iu  -f-  ~  2  —  =  z°m2  R. 
L'expression  de  la  force  vive  devient 

2  I  =  -  2  ////j-  -h  78  2  —  —  a 7  i  «/'  sin  2 u  —      — — 

111,111, m  ,\         '  '         m  '      '  M 

—    zinpi-h  —I  — I-  -s-  i,o/'sin  iu 


'J.. 


-+-  Riî'siirl 


M 


[imp)*  —  (r,  -+■  r,  -h  r3)  lm,  i>hp,p, 


o    ,  2 R  COS  2  Œ     ■ 

8  a2     \    m 


Il  faut  remplacer  sni2//  par  sa  valeur  en  fonction  des  distances 

2  A  (m,  —  m3         m,  -+-  w,  r:  —  ;•'  \ 

S1I12«,  =  -— H — j h 

R   \     /?(,  iii3  nu  m,  r]       ) 


Ensuite  on  a 


et 


(33) 


c/f  dp,  ilt  dp,  dt  dp% 

dp,   _  dtt         dp,  _  dU         dps_  d\\ 

dt    '  dr,  '        dt    '  ilr2  dt   ~  dr, 

d9  _  d  H        d-K  _  dtt 

dt  dit  dt  ilif 
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Ue  système  canonique  comprend  les  distances  mutuelles  des  trois 
corps,  l'angle  <p  que  l'un  des  axes  d'inertie;  forme  avec  le  nœud  du 
plan  des  trois  corps,  et  les  quatre  variables  conjuguées  /;,,  p.,,  p3,  n;  la 
dernière  est  le  cosinus  de  l'inclinaison  du  plan.  La  solution  de  ce  sys- 
tème serait  donnée  par  sept  intégrales  qui  permettraient  d'exprimer 
les  lui i t  variables  par  l'une  d'entre  elles,  par  exemple  tp;  on  trouverait 
alors  le  temps  /  et  le  noeud  Q  par  les  quadratures 


/'drf  _  /Vil      . 

dit 


L'une  de  ces  intégrales  est  connue;  c'est  celle  des  forces  vives T 
H  =  const.  Les  deux  quadratures  et  les  trois  intégrales  des  aires  com- 
plètent le  nombre  de  douze  intégrales  que  demande  le  problème  des 
trois  corps.  Il  est  d'ailleurs  facile  d'appliquer  ces  résultats  à  l'équation 
aux  dérivées  partielles  V  W  =  U  +  H,  dont  la  solution  W  fournit  les 
intégrales  du  problème.  Au  lieu  de  huit  équations  différentielles  ordi- 
naires, on  obtient  alors  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  quatre 
variables  indépendantes. 

Je  donnerai  encore  ici  l'expression  de  T  pour  le  cas  général  où  les 
axes  sont  déterminés  par  une  équation  quelconque,  j  (r,  u)  =  o,  à 
laquelle  s'ajoutent  les  relations  Zrsinu  =  o,   ïrcosu  =  o.  Je  dési- 

i        j  i    ■     •  ■    1 1        <if     "7  .  i  a 

gnerai  par  p,  v  les  dérivées  partielles  —  j  -.-;  en  suivant  la  même  mar- 
che que  précédemment,  nous  avons 


p  -+-  yp  =  m2 1-  x  sin«  -h  /Bcos», 

-  [q  -h  yv)  =  m2  —  («'  -+-  z°)  +  «  cosm  —  /3sin», 


d'où 


7i  =  m2  i  -(«'  +  z°), 


r  -  17 
— = > 


2  i  i 
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et,  en  ('■crivant  r,  /,,  i .,  à  la  place  (1er,,  r2,  r3, 


aT  =  2 


/'/'« 


h  + 


'/-/, 


cos(m  —  /•, 


2  |  —  —   —  | 

r  r. 


'     Tl^ 


PÎ+-  +  -T  —  2 

11  ,.*  r  * 


'34) 


PPi  -+"  — JCOS(«  -   M,) 

2(t^  ~7~)sin  ("-"•)] 


_      I      ["  /VU  <7,U, 

!72  ^|/P +/></>. +  71  +  ^ 


/>?<  +  />•/» 


17 u,  -4-  <y,  u 


jPiVj +  7 p.         ^u,  -+-y,p 


COs(«  —    M,.) 

sin(«  —  ?/,) 


4  -i:    "  /« 


sirr(«  4-  9; 


Dans  celte  expression  nous  pouvons  annuler  trois  des  variables /j,  <•/, 
par  exemple  (/,  q,,  q2,  à  la  condition  d'éliminer  en  même  temps  les 
variables  conjuguées  (m,  ?/,,  î/2)-  On  peut  aussi  prendre  simplement 
f  —  u2  —  o,  ce  cpii  donne 

q2=zO,       U2  =  I,       V  —  L),  =  jS  =  p,  =  (52  =  o. 

L'angle  ç  est  alors  l'azimut  de  la  distance  r2,  compté  à  partir  du  nœud, 
et  u,  ?/,  sont  deux  angles  du  triangle  A.  On  a  y  =  n,  el 


2T  =  2 


p*-\-  p\  —  ipp,  cos(« 


fa*(_p p>_ 

.m,  r         mr 


m  -+■  m,  n 


m  in,      r; 


K'  —  "!  v  ''!     •     2^  s 


Si  le  mouvement  des  trois  corps  avait  lieu  dans  un   plan,  on  au- 
rait n  —  K,  et 


35) 


1 

2111, 


H  =  17zr\r-*-PÎ  +  PP* 


/•2+  r  —  ri 


\  +  aKa/  p p,  n 


imm,      ri  /•, 
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L'angle  il   i    tp  serait  donné  (p.  197,  312)  par  l'équation 

P.  5.  -  Pendant  l'impression  de  ce  travail,  j'ai  eu  connaissance 
d'une  Note  de  M.  Scheibner,  publiée  en  1868  dans  le  Journal  de  Crelle- 
Borcharcil,  t.  LXV1U,  3e  cahier,  et  qui  renferme  l'énoncé  du  sys- 
tème (33).  L'auteur  le  donne,  sans  démonstration,  comme  point  de 
départ  de  formules  à  l'aide  desquelles  il  représente  le  mouvement  d'un 
corps  de  masse  nulle,  attiré  par  deux  corps  tels  que  le  Soleil  et  une 
planète. 

M.  Scheibner  donne  encore  un  autre  système,  dans  lequel  figurent 
les  moments  d'inertie.  J'en  ai  cherché  la  démonstration,  qui  peut  être 
présentée  comme  il  suit.  Si  nous  désignons  toujours  par  x,  y  les  diffé- 
rences des  coordonnées  rapportées  aux  axes  d'inertie  et  au  centre  de 

gravité,  nous  avons 

xv 

2x  =  o,      2  y  =  o,     2  —   =  o. 


III 


Les  moments  d'inertie  sont 

A  =  nr2-,     B=ma2-,     C  =  A  -t-  B  =  m2 1  -• 

m  m  m 

m ,  m-,  in3     _  .    .  .    ,,  .  . 

ou  m    =  —    —  •  Ces  relations  nous  permettent  cl  exprimer  les  coor- 
données par  les  quantités  A,  B  et  par  un  angle  <J/,  en  posant 


/     m  ■  '"1  7T  /    ,  r,    \  I      '"-  "h  T     •      1  .  r 

V „^r3x' =  vBcos^  +  P.).   V sr^.; y' =  v Asm( •  +  fil)'- 

pourvu  que  les  différences  des  constantes  /3,,  /32,  /33  soient  déterminées 
par  les  formules 

lang(pa  -  ^,)  =  ^l,     1808(^-/3,)  =  J.     tang(/3,-/32)=  J> 

et  qu'on  donne  le  signe  négatif  aux  radicaux  par  lesquels  s'expriment 


2  l() 
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les  sinus  et  les  cosinus  de  ces  différences.  Il  s'ensuit  que 


li  A  m.         m, 

Si  nous  définissons  l'angle  <j>  par  l'équation 

mMZxy  iw,(m,  —  "'3)''; 

imJ/rr,  — ra,)x,y,  m^m,  —  ni: 

m  S  —  —  r: 


tang2iL  — 


nous  avons 


lang2/3,  = 


m  M  (  /»,  —  n»3 


La  différentiation  donne 

1       B'  */B    ,,  ,         1       A'  /Â    ., 

x=^b^Vâ^'     ^^I  +  Vb^' 
el,  en  substituant  dans  la  formule  (23),  il  vient 

A"  R 


.,  ,  /sin'œ        ros29 


2Ï'  =  ^  ■+■  fg  +C(f2  +  z02)-  WABfz°+  K2sin2l( 


Si  nous  désignons  par  A0,  B0,  ro,  7î  les  dérivées  partielles  de  T,  prises 
par  rapport  à  A',  B',  •}'  et  o'  (ou  z°),  nous  avons  n  =  K  cosl,  et 

„  ,  .  „  r>n,,  WAB  C         7ra+  n2 

T  =    a  AA*  +  2RB-  -  ^--  ra  +  j^-^ 

K2 — r:  /sin2ç         cos'cj 
Â        '        B~ 


Telle  est  l'expression  de  Tque  M.  Scheibner  a  |>ubliée  sans  démonstra- 
tion. 

On  aurait  en  même  temps 


U  =   2 


ii  m  i  1/ 


m,  +  m, 


VAsin'^A  +  p,)-h  Bcos2(4--hfl,) 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
Je  transformerai  ce  système  en  posant 


C  —  p2,     A  =  |5ïsinïi«,     13  =  (5S 


('OS"        H, 


on  p  est  le  rayon  de  gyration  des  trois  masses  dans  leur  plan.  L'angli  % 
peut  s'exprimer  par  les  trois  distances;  nous  avons 

f^sina  =  ay/ÂB  =  4mA,      d'où     m2sin*a  =  ^'  '        ''' 

Lnsnite 

aT=f.'»+p»(^ +.«|,« +  *••  +  af*»8in«)H-(K*-R»)  (5^2   i   ' 

puis,  en  désignant  par  pn,  a0,  les  dérivées  partielles  de  T,  prises  pai 
rapport  à  p'  et  à  «', 


!T  '      t    •>     ,  o    ,      o*-t-B' —  2nrsina  .  Tr  ,  „,    i  —  cosacoS2o 

P    T  =  -p'pô  +   î«,    +    ~  -4-(K-  —  71") 

1  2  r    ru  •  ;  0S-a  sil)   y 

et 


/  2  //;    m 
//; ,  m3  i  /  — 


^I  4-  COSa  COS2(4<  +  fi.) 


Les  variables  p0,  «0,  57,  rr  sont  les  conjuguées  de  p,  a,  \,  (p.  Ce  sys- 
tème ne  diffère  que  légèrement  de  celui  que  M.  Weiler  vient  de  faire 
connaître  dans  les  Nouvelles  astronomiques.  L'équation 

rlpt,  dH 

111  t/p 

donne 

-  -ri  =  U+  2H. 

Je  viens  de  (n'apercevoir  aussi  que,  dans  le  Mémoire  posthume  inti- 
tulé Nova  methodus  œquationes  differentiales partiales .. .  integrandi, 
Jacobi  a  déjà  énoncé  ce  fait,  qu'une  seule  intégrale  des  aires  permet 
d'éliminer  deux  variables.  Il  le  rattache  à  sa  théorie  sur  les  intégrales 
qui  satisfont  à  des  relations  de  la  forme  (a,  p)  =  o. 

Tome  XIV  {1°  série).  —  Juin  1869.  28 
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VII. 

Il  y  a  quelque  intérêt  à  voir  ce  qu'on  peut  obtenir  en  considérant 
les  orbites  instantanées  que  deux  corps  décrivent  autour  du  troisième. 

Pour  déterminer  le  mouvement  relatif  des  trois  corps,  il  suffit  de 
connaître  neuf  quantités  :  deux  distances,  deux  vitesses  et  cinq  angles. 
On  peut,  par  exemple,  se  donner  les  rayons  r,  /',  des  corps  /»,  m,,  rap- 
portés au  troisième,  les  vitesses  relatives  e,  vt,  les  quatre  angles  que 
ces  droites  forment  avec  l'intersection  des  orbites,  enfin  l'inclinaison 
relative  1  des  orbites,  ou  l'angle  s  compris  entre  r  et  r,.  On  peut  aussi 
combiner  s  (ou  X)  avec  les  coordonnées  p,  q,  p{,  q,,  prises  parallèle- 
ment et  perpendiculairement  à  l'intersection  des  orbites,  et  avec  les 
composantes  analogues  des  vitesses,  w,  rs,  m,,  st,,  ou  bien  encore  rem- 
placer w,  s  par  la  vitesse  radiale  r'  et  la  vitesse  aréolairey. 

En  désignant  par  p  la  distance  de  m  à  mtf  et  faisant 

f 
p ■=  /  cosir,      'j>  =  mr'cosiv  —  —  sinir, 

/ 
q  =  rsinw,     zs  =  mr  sinw  H —  cosw, 

on  aura 

r  —  p2  —  q'',      r\  =  p\  H-  q\,      rr,  cous  =  pp,  +  qq,  cos)., 

f- —  ;•'  -+-  /  \  -  21  r,  COSS  —  (p  —  p,)2  +  q2  -+-  q\  —  27c/,  cos)., 


nr  vl  =  w   -I-  sj"  =  in  r  '  -+- 


r' 


nui  '  =  /j-,j  +  r/sr,      j  =  /jbt  —  y  w. 

Ii  est  facile  de  s'assurer  que  les  dérivées  de  ces  variables  ne  dépen- 
dent que  des  neuf  éléments  du  mouvement  relatif.  Ua  dérivée  de  /'est  r', 
celle  île  l'angle  s  est  la  différence  des  vitesses  aréolaires  projetées  sur  le 
plan  des  trois  corps.  Si  l'on  différenlie  l'équation  rr' '  =  xx1 '-f-  yf '-f-  z-z\ 
on  trouve 

r- 


—  -+-  xx"+rr' 

m  ■ i  -  •/  ^ 
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et  (jn  substituant  pour  x",  y,  z"  leurs  valeurs  tirées  des  équations  du 
mouvement,  on  voit  que  le  dernier  terme  de  rr"  est  une  fonction  ho- 
mogène des  coordonnées  qui  ne  peut  dépendre  que  des  variables  r, 
r,,  s.  Les  variations  des  quantités  /',  r',  s  ne  renferment  donc  aucune 
inconnue  nouvelle.  Soient  maintenant  «,  /3,  y  les  cosinus  d<   la  normale 

à  l'orbite  y,  et  «,  />,  c  les  cosinus  de  la  composante  —  -,  normale  au 
rayon  r,  on  aura 

ace  ■+•  bfi  +  cy  =  o,     «a'  +  /BjS'  +  y/  =  o, 

/'  =  «(/«)'  -h  p(/j3)'  +  yC/7)'> 

fr0=a{f«)'+b(f§)'  +  c(fy)>, 

en  désignant  par  ru  la  rotation  de  l'orbite /autour  du  rayon  vecteur. 
Or 

(/y)'  =  '» (-rJ"  —  •*'»  =  """•  (■*:> 'i  -  -r<  j)  (^  —  ^) ■  •  •  •  ' 

et  il  s'ensuit  que  les  quantités  y  et  Jr°  sont  respectivement  propor- 
tionnelles aux  deux  projections  du  triangle  A  des  trois  corps  sur  l'or- 
bite/et  sur  un  plan  perpendiculaire  à  f.  En  posant 

R  =  — -,      R.  =  — -,     o-  =  cosj,     M  =  h-  m  +  '»,, 


r: 


f 


nous  aurons 


et 


r"=~  --  +m,  (/R  -  r,.K,a), 

_/'=  —  mm,  A  cosyjR,  , 

fr°  —       mm-t  A  siir/jR,, 

/  A 

/r,  ff  =  A  cos  yj  — -  —  A  cos  r, ,  - — -  - 


A  sinvj  =  rq,  sinX,      —  A  cosvj  =  p,  q  —  pq{  cos). 


Comme  les  variations  des  angles  du  système  ne  peuvent  dépendre 
que  du  déplacement  des  rayons  vecteurs  et  delà  rotation  des  orbites, 
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c'est-à-dire  des  quantités/ et  r°,  on  voit  que  les  dérivées  de  nus  \a- 
riables  ne  renfermeront  aucune  inconnue  nouvelle.  C'est  précisément 
le  résultat  auquel  M.  Bertrand  est  arrivé  par  une  autre  voie.  Je  dési- 
gnerai par  [w')  la  variation  de  w  qui  dépend  de  la  rotation  des  orbite; 


nors 


ou  wen 


A'  =  /"cosn'  —  rjcosw,, 
sinX(iv')  —  r*  surir,  —  r°  sintv  cosX, 


,  /  R,  R\ 

A  =  mm,  sin  A  I  pq,  -j  4-  p,  q  -j  1 1 


On  trouve  ensuite  que 


jjiii  M 


/R         R,  . 

WJWZ,  f/Ç,  I  -r  -i-  -y  COSA 


W  =  -A  +  (W), 


^  =    »  -7lw  J> 


mmt(p'R  —  ^,R,)  —  ©((»•'), 


ss  '  =  —  z— ^ 1-  /«//*,(</ R  —  </,  R,  cosA)  -t-  w(w  ). 

On  peut  donc  former  un  système  de  neuf  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  en  réunissant  par  exemple  les  variables  r,  w,  r',  f , 
c,  ou  bien  p,  q,  w,  ar,  X.  Un  pareil  système  donnera  toujours  le  mou- 
vement relatif  des  trois  corps,  et  nous  en  connaissons  deux  intégrales, 
celle  des  forces  vives  et  une  intégrale  des  aires.  En  posant 


2MT  =  -       -  (co  -+-  nr)  -\ (uj  -f-  zs\)  —  2(«to,  +  rszôf  cosX), 


la  première  intégrale  sera  T  —  U  =  H,  et  la  seconde  se  trouve  connue 
il  suit. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

Considérons  les  quatre  triangles  que  les  rayons  vecleurs  peuvent 
former  avec  les  vitesses  v,  v{  ;  désignons  par  --  et  -?    les  triangles  que 


f_ 

lin         2  m 


r,  r,  tonnent  avec  v,  et  par  --,  -—,  ceux  qu'ils  loi  nient  avec  v,.  Dés 

1  2m,      2;;/,  ' 

lors,  le  principe  des  aires  fournil  l'équation  géométrique 


(36)  MR  =  (i  -f-  ml)i/"-+-(r  +  m)/;  —  m,<p       my,, 

qui  exprime  une  relation  linéaire  entre  les  projections  des  triangles 
/*,  <p  et  celle  d'un  triangle  K  pris  dans  le  plan  invariable.  Si  nous  proje- 
tons sur  un  plan  perpendiculaire  à  /■,  les  termes/'  et  p,  disparaissent, 
et  comme  iy  sin(r,  f)  —  r,J  sin(r(,  J),  il  vient 

MKî:=(i  +  m)rf{s\n{r,ft)  -  m,  r,/sin(r,,/), 

ou  bien 

(3?)  ^f  =  ('  +  "07/<  -  "'. ?./; 

De  même,  si  nous  projetons  sur  un  plan  perpendiculaire  à  / , 

(38)  ^~f  =  ""/./<  -('  +  '". )<7</> 

d'où 

/•  m(z  —  z,)  —  z, 

y-  =  pra    —    qu    =  R 


/,  =/J,srl  -f/,w,  =  R 


7,  sinX 

m,  (z  —  z,)+  z 

7  sinX 


Si  nous  projetons  enfin  sur  un  plan  perpendicnlaire  à  l'intersection 
des  orbites,  ce  sont  les  termes/,  J,  qui  disparaissent  tout  d'abord;  nous 
pouvons  aussi  faire  abstraction  des  composantes  u,  w,,  et  ne  consi- 
dérer que  les  triangles  que  r  forme  avec  »,,  et  /',  avec  37.  On  trouve 
ainsi 

MRsinT,  =  w,  /',  sr  si n  (/*,,_/')  —  mra,  sin  (r,  _/,), 
ou  bien 

(39)  m,q,^--m</^l=.MK~, 
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où  Lest  la  latitude  de  l'intersection.  Les  trois  intégrales  des  aires  four- 
nissent donc  z,  z,  et  L,  c'est-à-dire  les  latitudes  des  deux  rayons  vec- 
teurs et  de  l'intersection  des  orbites.  Elles  déterminent  ainsi  la  position 
du  système  par  rapport  au  plan  invariable,  et  elles  donnent  en  outre 
nue  équation  entre  les  neuf  éléments  du  mouvement  relatif,  car  on  a 

r/<  ;  l"h  ~  /M/cosX)  —  -+-  q(p,q  —  nqi  cosX)-P r2  r:  $\\f  s  - 

'  '     '  '         '  '    SII1A  1   \l     '    1  II'  '    5111  A  '  SI  II  A 


=  (jffjr,  \]v  r\  su)  J  —  rjfz2  —  Hz*  -+-  232,  /y,  cosJ. 

Cette  intégrale  et  celle  des  forces  vives  réduisent  le  nombre  des 
équations  différentielles  à  sept;  on  n'en  aurait  même  que  six  en  élimi- 
nant dt.  Il  est  d'ailleurs  à  remarquer  que  les  deux  intégrales  pour- 
raient tenir  lieu  de  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 
pour  les  rayons  vecteurs,  auxquelles  il  suffirait  d'ajouter  cinq  équations 
différentielles  pour  les  variables  iv,  H',,y,  f{  et  X  ou  a.  En  effet 

d  log  q- 

y. 
m,  q,  zs  —  mqrs,  ==  mm,  qq,    — — -, 

en  prenant  seulement  la  variation  de  q,  q,  pour  les  orbitesMmmobiles; 
par  conséquent,  en  vertu  de  la  troisième  intégrale  des  aires, 

,    >  I r'        r'.\         MK   sinL         p*qt\         P'hf 

l4o)  qqA '-  )=-        —  -f-  !— ^-  —  LU~  • 

Cette  équation  permet  de  remplacer  sinL  par  r'  et  /',  dans  la  com- 
binaison des  trois  intégrales  des  aires  et  d'obtenir  ainsi  une  équation 
différentielle  pour  les  rayons  vecteurs.  Elle  en  serait  une  elle-même, 
si  nous  prenions  pour  variables  les  inclinaisons  des  orbites  (1,  /,),  les 
'iislances  aux  nœuds  (u,  u,)  et  la  différence  des  nœuds  (0).  Nous  au- 

.     .    .                 .    T         situ  sin/,  sin©    ,  , 

rions,  dans  ce  cas,  z  =  rsuu  sumi,  et  sinL  = >  les  angles  w, 

bit)  a  ° 

).  et  a  s'exprimeraient  également  par  les  angles  u,  i,  0,  et  les  quan- 
tités/,/, s'élimineraient  par  les  deux  premières  intégrales  des  aires.  La 
troisième  intégrale  des  aires  et  celle  des  forces  vives  fourniraient  donc 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  pour  r,  r,,  auxquelles 


PURES  ET  APPLIQUÉES, 
il  faillirai!  ajouter  cinq  antres  pour  les  variables  a,  u,,  i,  /',  et  0.  On 


aurait 


ensuite 


-'  =  /-°cosm,     d'où    f.i'=  mm,  sinXcosw/'^jB,  ; 


,  f  tangn  .  Ijiii;»,  .,  inn"  v  ., 

»  —  — r  —  ; r  i  ,     B  —     .    .    i , r^—  j'. 

»(/-2         tangj  sin/,      '  sini 

Les  nœuds  S-,  3" ,  se  trouveraient  finalement  par  des  quadratures  à 
l'aide  des  relations 

/a.         tangn    ..  .  tan-//,     ,. 

sin/  sin/, 

Dans  tous  les  cas,  le  problème  revient  à  l'intégration  de  sept  équa- 
tions du  premier  ordre,  que  l'on  peut  réduire  à  six  par  l'élimination 
du  temps.  On  n'aurait  donc  besoin  que  de  cinq  intégrations  nouvelles, 
le  principe  du  dernier  multiplicateur  fournissant  la  sixième. 

On  peut  enfin  réduire  les  neuf  équations  à  six  par  une  seule  inté- 
grale. Divisons  les  distances  par  un  facteur  de  similitude  //,  et  dt 
par  n  \fn  (d'où  il  suit  que  les  vitesses  devront  être  multipliées  par  \Jn). 

Les  dérivées  des  quantités  ->   r'  y/n,  —\jn,  wy/râ,...,  et  celles  des   m- 


n 


gles  w,  X,  s,  prises  par  rapport  à  ch  —  — -=>  ne  renfermeront  que  ces 

n  y  « 

mêmes  variables,  plus  n'  \Jn.  Si  nous  substituons  les  nouvelles  variables 
dans  les  deux  intégrales  du  système,  les  constantes  H,  Ky  sont  rempla- 
cées par  «H  et  -=;  on  peut  donc  éliminer  n,  et  obtenir  une  intégrale 
avec  la  constante  H  K2.  Le  facteur  «  étant  arbitraire,  nous  pouvons,  pat- 
exemple,  prendre  n  =  /•;  la  variable- se  trouve  alors  éliminée  (puisque 

-  =  i ,  n' \n  =  r'ynu  et  nous  n'avons  plus  que  huit  équations,  qui  se 

réduisent  à  six  par  l'élimination  de  dx  et  par  l'intégrale  F  =  HK2.  La 
seconde  intégrale,  F,  =  11/',  fait  connaître  /'  en  fonction  des  antres  va- 
riables. On  pourrait  aussi  prendre  pour  n  le  rapport  -r-  =  — —  =  —-  , 
1  '  '  '  '  sin*        sinS       sin  S, 

où  S,  S,  sont  les  angles  opposés  aux  rayons  vecteurs  dans  le  triangle 
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des  trois  corps.  Dans  ce  cas,  -  et  —  représenteraient  les  deux  angles  S, 

S,,  et  le  troisième  s  serait  donné  par  la  relation  s  +  S  -+•  S,  =  1800.  On 
aurait 

-  ,       —  ris 

sin 5  n'  \  n  =  r'y'/i  cosS,  +  r,  \  «  cosS  +  cosS  cosS,  —  » 

el  les  huit  variables  S,  S,,  tv,  w,,  r' \jn,...  se  détermineraient  par 
sept  équations  simultanées,  que  l'intégrale  F  =  HK*  réduirait  à  six  ;  l'in- 
tégrale F,  =  H«  fournirait  la  valeur  absolue  des  distances.  On  voit  qu'il 
doit  exister  sept  intégrales  qui  ne  renferment  que  les  angles  du  sys- 
tème et  les  vitesses  réduites  par  le  facteur  \lti;  la  constante  HK.2  de  la 
seule  qui  soit  connue  correspond  à  l'excentricité  dans  le  cas  de  deux 
corps.  Ces  résultats  s'accordent  avec  la  classification  des  intégrales 
donnée  par  M.  Bertrand.  En  effet,  les  intégrales  des  deux  formes 
F=  const.  et  nF  =  const.  sont  fournies  par  deux  équations  différen- 

belles  partielles  a  huit  variables,  —    =  o  et   — —    +  n  Jn  =  o.   Il    y 

a  donc  sept  intégrales  de  chacune  de  ces  formes,  et  comme  six  de 
l'une  se  déduisent  de  sept  de  l'autre,  nous  pouvons<lire  que  la  forme 
n¥  =  const.  comprend  sept  intégrales,  dont  deux  sont  connues,  et 
la  forme  F  =  const.  une  seule  nouvelle,  encore  inconnue.  Deux  inté- 
grales des  aires  et  les  deux  quadratures  qui  donnent  le  temps  et  les 
nœuds  complètent  le  nombre  des  douze  intégrales  du  problème. 

Lorsqu'on  fait  usage  de  la  transformation  de  Jacobi,  on  a  0  —  o, 
L  =  o,  u  =  w,  X  —  i  —  /,,  et  les  intégrales  des  aires  donnent 

f—  —  K-^i     /,  =  K — -,     cosX=  J ,, ,  J  ' , 

-'  sin/.        J  ■    SIM  A  2.JJ, 

de  sorte  qu'on  peut  exprimer  T  et  U  par  les  variables   r,   r',  n,J,  ou 
bien  par/;,  q,  w,  st. 
On  a,  dans  ce  cas, 

(40  2T==^±^+<±^ 

u  et  (J.,  étant  des  masses  fictives,  et  y  =  p.r'. 


/": 

/"■ 

T 

~~ 

/• 

~f- 

v; 

+■ 
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U  renferme  à  présent  les  variables/  (ou  bien  u,  ar),  et  si  l'on  fail 
T    -  U  =  H,  on  a  les  deux  systèmes 


dr          <r/H 

'h 

d\\ 

du 

dï\ 

df 

,l\\ 

dt          dy  ' 

dt 

dr 

ilt 

,tr 

dt 

du 

dp  _  dH 

dt,t 

d\\ 

dq 

,iw 

dxs 

,t\\ 

fit            d  w 

dt 

dp 

dt 

(iï3 

dt 

dq 

el 


Pour  la  théorie  de  la  Lune,  on  pourrait  employer  une  combinaison 
déjà  indiquée  par  Jacobi,  laquelle  consiste  à  faire  tourner  les  corps  ///, 
///,  (Lune  et  Soleil)  autour  du  centre  de  gravité  de  m  et  /«„  (Lune  et 
Terre),  en  attribuant  à  la  Lune  la  masse  fictive  p.  —  m(i  -h  m)  =  0,012, 

au  Soleil  la  masse  fictive  a,  —   m'  ^  "*""        =  1,012,  celle  de  la  Terre 

1  1  -t-  /«  +  »/, 

étant  l'unité  (ma  —  1).  On  ferait,  dans  ce  cas,  H  =  H0  —  R,  où 

im  Am,  (1  -t-  m) 


R  =  km,    -  ,  + —-  ), 

\y r't -\-  m2 r* -h- 2. m rr,  a         \r'  +  r' — 2rr,  <r  ''      / 

et  l'on  intégrerait  par  deux  ellipses  avec  les  constantes  arbitraires  a 
(valeur  réciproque  du  grand  axe),  /3  (racine  carrée  du  paramètre), 
n  (argument  de  la  latitude  du  périgée),  r  (passage  au  périgée).  Les 
grands  axes  étant  ia,  2a,,  les  paramètres  ip,  2/),,  et  /.  toujours  la 
constante  de  l'attraction,  on  prendrait 

1        km  Am,[x  +  m)       Q  n       a  m^i-hm)       ,—7 

ia  \-x-m  la,  jx  _j_  OT  _,_  /W| 

Dans  la  première  approximation,  on  aurait  R  =  o,/  =  |3,/,  =  jS,  ; 
la  variation  des  constantes  serait  fournie  par  les  équations 


dot.          dK 

dx 

dR 

d$         dK 

dn 

dR 

dt   ~~   dx  ' 

dt 

dot' 

dt          dn  ' 

dt 

dp 

et  le  principe  des  forces  vives  donnerait  l'intégrale  R  +  a  +  «,  +H  =  o. 
Le  développement  de  R  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celui  de  la  fonc- 

Tome  XIV  (s«  série).  —  Juin  1869.  20, 
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tion  perturbatrice  ordinaire.  En  désignant  par  A,,  A2 les  coefficients 

des  puissances  de  —  dans  celte  dernière,  nous  avons 

R  =  kmm,  -^[(i  -+-  m)  A,  -+-  (i  —  ni1)  A2-   f(i+m')A37    -  ...], 

mais  les  arguments  ne  renferment  plus  les  nœuds,  car  on  a  simplement 
7  =  cosjjcosm,  -+-  smu  sinM,  cos).. 


VIII. 

Pour  terminer,  je  ferai  voir  que  la  réduction  des  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  peut  encore  s'obtenir  d'une  manière  plus  di- 
recte. Soient  .<-,>,  r,  x,  y,  z,  x,  y,  z,  les  coordonnées,  les  vitesses  et 
les  accélérations  d'un  point  rapporté  à  trois  axes  mobiles,  et  soient  x°, 
y",  z"  les  rotations  de  ces  axes;  nous  aurons 

J  =  x  +yz?  -  zj  °,     ^  =  y  -+-  :x°  -  a  z°,  ^  ="z  +  xy°  -  yx\ 

£  =  *  -1- J  :"    "  -'  ".     ^7  =  J  +  ^°  -  -rz°,     ï  =  z'  +  ^7°  -.;'•»'"• 

En  supposant  que  les  forces  ne  dépendent  que  des  distances,  si  on  éli- 
mine les  rolations,  ce  système  représente  6n  équations  différentielles 
entre  les  coordonnées  et  les  vitesses  de  n  points.  Il  n'en  représente 
même  que  6n  —  6,  si  nous  prenons  pour  x,  x,  x,...  les  coordonnées, 
lr>  vitesses  et  les  accélérations  relatives  des  différents  points.  Pour  éli- 
miner les  rotations,  nous  avons  les  trois  équations  f\  =  o,  j'„  =  o, 
f  ?  =  o,  que  l'on  obtient  en  différentiant  les  équations  des  axes  mo- 
biles. Ces  dernières  nous  permettent  encore  d'éliminer  trois  coor- 
données, de  sorte  que  le  nombre  des  équations  différentielles  se  réduit 
à  6//  —  f),  ou  bien  à  6n  —  io,  si  nous  chassons  dt.  Prenons,  par 
exemple,  l'origine  des  coordonnées  au  point  /h0,  faisons  passer  le  plan 
des  x,  )  par  m,,  ;h2,  et  l'axe  des  x  par  m,  ;  nous  aurons 

y,  =  :.,  =  z2  ==  o, 
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el 

y,  -  x,  z°  =  o,      z,  +  x,y°  =  o,      z2  4-  x,,y°  -  y.,  x'  =  o, 

de  sorte  que  nous  pourrons  remplacer  x°,  >  °,  z°  par  des  fonctions  des 
variables  x, ,  x2, —  Les  équations  différentielles  se  réduisent  finale- 
ment à  6/j  —  12  par  les  deux  intégrales  H  =  const.  et  K2  =  const.,  que 
fournissent  les  principes  des  forces  vives  et  des  aires.  Le  principe  des 
aires  donne  encore  deux  intégrales  qui  déterminent  la  position  des 
axes  mobiles  par  rapport  à  l'axe  polaire;  le  nœud  du  plan  des  a  1 
se  trouve  par  une  quadrature  lorsqu'on  connaît  x°,  y". 

On  peut  aussi  se  servir  des  intégrales  des  aires  pour  éliminer  les  ro 
talions.  Ces  dernières  s'expriment  par  deux  angles  et  trois  vitesses  an- 
gulaires, ou,  plus  simplement,   par  un  seul  angle  et  deux   dérivées 
(  x°  =  I',  y°  =  û'sinl,  z°=  lî'cosl),  si  nous  prenons  pour  axe  dei 
le  noeud  même  du  plan  des  x,y  mobiles.  Dans  le  problème  des  h    . 
corps,  si  nous  désignons  par  x{,  x2,  x3',yt,ya,yi',  z,,  z21  z,  les  diffé- 
rences des  coordonnées,  nous  avons 

2 jc  =  ly  =  2z  =  o,     2x  7=  2y  =  2z  =  o, 

et  en  prenant 

Zl   ~    Z-î    =   Z3    =    °! 

les  intégrales  des  aires  sont 
2  —  rz  =  o,     m2  2  —  xz  —  —  K  sinl,     ma2—(xr-     yx)  =  KcosI. 

m  J  m  m  v  ' 

En  les  combinant  avec  les  relations 

z,  -+- jr,  ru  —  x,y"=  o,     z,  ■+  x2y°  —  y,,  e°  =    o, 

on  a  le  moyen  d'éliminer  les  quantités  x°, y°,  :".  z,,  z2  [voù  p.  204). 
Si  nous  prenons  le  plan  invariable  pour  plan  des  x, y,  nous  n'avons 
qu'une  seule  rotation  z°  =  ii\  et  si  nous  faisons  passer  le  méridien  de 
l'axe  des  x  par  le  point  m,,  en  supposant  y,  =  o,  la  rotation  peut  s'é- 
liminer par  l'équation  x,  z°  —  y{.  11  reste  à  éliminer  y,  des  dix  équa- 

29.. 
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lions  qui  déterminent  les  coordonnées  relatives  jc,,  z,,  xa,  jr^  ~2  et 
les  vitesses  correspondantes;  or  on  a  pour  cela  les  quatre  intégrales 

>'Z  —   ZY  „   ZX  XZ 

I =  o,     I -  =  o, 

III  III 

m- i        — : —  =  K-,      m- 1 =  U  •+  II, 

m  m 

(|tii  permettent,  en  outre,  d'éliminer  trois  autres  variables. 

On  arrive  encore  au  même  résultat  par  les  considérations  suivantes. 
Soit  /•  la  distance  d'une  planète  m  au  Soleil  m0,  soit  j  la  vitesse  aréo- 
laire  relative  :  les  composantes  de  la  vitesse,  l'une  parallèle,  l'autre  per- 
pendiculaire à  r,  seront  r'  et  —  ;  dans  la  direction  de  la  normale  à  l'or- 
bite la  vitesse  est  nulle.  J'appellerai  R,  F,  N  les  accélérations  relatives 
suivant  les  mêmes  trois  a*xes  mobiles;  les  rotations  correspondantes 

sont  r°,  zéro  et  '—•  En  substituant  ces  quantités  dans  les  formules 
données  plus  haut,  on  trouve 

r"=R4-£,    /'=rF,     r°f  =  rJX. 

Les  produits  /F,  rN  sont  les  moments  des  forces  perturbatrices, 
projetés  sur  l'orbite  f  et  sur  un  plan  perpendiculaire;  ils  sont,  pour 
chacun  des  corps  troublants,  proportionnels  aux  projections  du  tri- 
angle A  qu'il  forme  avec  m,  m0;  donc 

/'  =  i  m ,  \±  -  ^  j  A  cos nj,     r°f  =  I /n,  (  '-  -  ^j  A  sin n , 

comme  à  la  page  217.  Il  s'ensuit  que  les  dérivées  des  distances  r  et  des 
vitesses  ;  ',  f,  ainsi  que  les  rotations  r°  des  orbites,  s'expriment  par  les 
éléments  du  mouvement  relatif.  Or,  on  a  vu  plus  haut  que  les  dé- 
rivées des  angles  w,  X  dépendent  des  rotations  r°;  on  peut  donc 
former  des  systèmes  qui  ne  déterminent  que  le  mouvement  relatif,  et 
il  est  facile  de  voir  que  pour  n  corps  il  faut  6n  —  9  équations.  Elles  se 
réduisent  à  6n  —  10,  si  nous  chassons  dt,  et  nous  en  connaissons  deux 
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intégrales  (H  —  const.,  K.2  =  consl.).  Il  ne  resterait  qu'une  seule  inté- 
grale, si,  pour  diminuer  encore  d'une  unité  le  nombre  des  variables, 
nous  avions  recours  à  l'artifice  déjà  expliqué,  lequel  consiste  à  diviser 
toutes  les  distances  par  une  fonction  homogène  p  d'une  seule  dimen- 
sion. En  faisant  r  =  pp,  X  =  />§,...,  on  a  évidemment 

P  =/{r,x,...)  =  pf{p,  §,...),     d'où     f{p,  ?,...)  =  !, 

de  sorte  qu'il  existe  entre  les  nouvelles  variables  une  relation  qui  en 
diminue  le  nombre  d'une  unité. 

Ees  forces  étant  des  fonctions  homogènes  de  la  dimension  s,  il  faut 

en  même  temps  remplacer  les  vitesses  r',  x',...  par  p' p  '  ,  :'/;     ,  et  dt 

par/)  '  (h.  Les  dérivées  des  variables  p,  £,  p',  ?',...,  prises  par  rap- 
port au  temps  fictif  t,  ne  renferment  alors  aucune  inconnue  nouvelle, 
de  sorte  que  l'ordre  du  système  se  trouve  abaissé  d'une  unité.  Mais  la 
constante  H  se  multiplie  par  p,+l,  et  K2  par  p3+~;  on   n'obtient  une 

3  +  E 

intégrale  que  par  la  combinaison  H  !  K~'~  '  Dans  le  cas  de  la  nature, 
on  a  e  =  —  2,  les  carrés  des  temps  réel  et  fictif  sont  proportionnels 
aux  cubes  des  unités  de  longueur 


$■=(?)' 
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Méthode  de  Cauchy  pour  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique; 

Par    M     DIDON, 

Docteui  es  Si  iences. 


Dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences 
de  l'année  i843  (t.  XVII)  se  trouvent  plusieurs  Mémoires  de  C;mchy, 
relatifs  à  certains  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  et,  en  par- 
ticulier, à  ceux  qu'il  a  appelés  factorielles  réciproques,  et  qui  ne  sont 
autre  chose  que  les  fonctions  0  de  Jacobi.  Les  premiers  Mémoires  sont 
consacrés  au  développement  en  séries  infinies  de  ces  factorielles  et  de 
leurs  puissances,  et  on  troMve  dans  les  derniers  une  méthode  extrême- 
ment simple  et  ingénieuse  pour  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique. 
Cette  méthode  étant  peu  connue,  j'ai  pensé  qu'il  serait  utile  de  l'ex- 
poser, en  mettant  à  la  place  des  notations  de  Cauchy  celles  de  Jacobi, 
qui  sont  plus  familières.  On  trouvera,  dans  ce  qui  va  suivre,  l'expres- 
sion, au  moyen  des  fonctions  0,  H,...,  non-seulement  de  sin  am.r, 
cos  arax  et  A  aiiur,  mais  aussi  de  la  fonction  elliptique  II  (x,  a)  de 
troisième  espèce;  et  même  une  formule  de  Cauchy,  conduisant  à  ce 
dernier  résultat,  donnera,  si  on  l'interprète  convenablement,  la  solu- 
tion du  problème  de  l'addition  des  arguments. 

On  a 


7t.;; 


I-)      x)  =  A  (  I  —  2 y  cos  —-  -h  q"  \  II  —  iq3  cos—  -I-  q 

■  A  (  I  4-   iq  CO^y  "+-  q2  )    (  I  •+•    2</:'  COSy:  ->~  c/6  \ 


-r     ,      ,  ,  -      .      r..r  I  ,  7t.r  \    /  tzx  .  \ 

H   (x)  =  A  2 y  7  sm—  I  i  —  ->.q   cos—  +  7       I  i  —  27   cos—  -+-  7    )  ■ 
H,  [x)  =  A  2  \  7  cos -77  (  1  H-  27-  cos—  -4-71  [  1  -t-  27'  cos—  -f-  7    I  ■ 


ou 

K 


q  =  e     R      et     A  =  (1  -  q*)  {t-q*){i-  q°) 


(') 
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La  formule  fondamentale  de  la  solution  de  Cauchj  est  la  suivant'' 

H(.r)©(x-f«)      _1v,e,(a).r        <">>')  n    ■  0,f*-t-a     I 

e(«)  L      e,(«)     "  "*1     il     rj     r 


H,  (j;©,(  ''       n 
dans  laquelle 

M  = 


M 


2K.  (j  +  y')'(i  +■  '/')-'('  +  '/'7-  •  ■ 


Pour  la  démontrer,  je  considère  la  fonction  de  x  : 

f(x)=     J_  (■-?'*)('- ?'*)•  ..(i-x-)(i-y'x-).. 


X 


(,       r/xe»1    ')(i-y3xeKV'   ')-(l-  g\~xe     K' '    ')(i       7  s    '  ••      ;' 

(1 +r/xcTV    7(i+7,xeT^     /.-.(l-t-yx    '  e_^"*     /(i-f-ç'x-'if  "*       )... 


qui,  pour  x  =  00  ,  se  réduit  à  une  constante.  D'après  une  proposition 
bien  connue  du  calcul  des  résidus,  cette  fonction  se  comportera  comme 
une  fraction  rationnelle  relativement  à  la  décomposition  en  fractions 
simples,  et,  par  conséquent,  sera  égale,  à  une  constante  près,  à 


1  -+-  </-"x 


M*-_  e,(«)  |~     1        "  W       "         - 

Ry/—,    ©(«)       H-x-'        ^  \.H-?'"x-' 
L  "=■ 

I? ^ ~-^)] 


</'"'xeK  v 


Cette  expression,  quand  y  suppose  x  =  eh  v     ,  devient 


M 


9i  (al 

®(a) 


1t        .      TtX 

— — sin  — 

2K.  2K 


itx  aRy/— 1 

'2R 


2  7T                .      W  J?  2!T      ,              .      Tt  (  .>•  -4-    II 

«=+- <72"sin —         «=  +  « 7!»-'Sln_; 

V-             R  H          R  V1            _^:J_                 K 

^j                             ir.r  ^j                                  7r(x-t~fl)                      I' 

~    1  -f-  27'"  cos—  -f-  7"        „  =  ■   1  +  2r/2"-'  cos ■  +  <7'"-  - 
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ou  bien 


8,W[n    .e,(a:  +  rt) 


Si  l'on  remarque  que,  dans  la  même  hypothèse, /(x)  se  transforme  en 

H(x)@(x  -i-  a)  , 

„  .   ; — ; ;>  on  en  conclura 

H,(x)0,(x+  a) 

R(x)@{xA-a)    __        e,(«) 


H,(x)0,(.r  •+  a) 


e(«J  L  Hi(*J    J 


S  étant  une  quantité  indépendante  de  x,  qui  sera,  par  conséquent, 
égale  à  —  .  "  ,  puisque,  pour  x  =  o,  le  premier  membre  de  la  re- 
lation précédente  s'annule,  ainsi  que  DrlH,(x).  La  formule  (i)  est 
donc  démontrée.  En  y  changeant  q  en  —  q,  elle  devient 

,    ,  R(x)0,(x  +  a)  _  ,     0_(^  [^  ©>)         n    ,  @[x  +  a)l 

[     '  H,(*)e(x4-«)  '  6,(«)L        ©(«)  H,(x)     J' 

Pour  simplifier  l'écriture,  je  poserai 

Hf.r)   _  0(.r-f-o)   _  0<(,r +  <z)  _  v 

H,(^)-W'  H,(.r)      -  U'  H,(x)  _V' 

«(«')     _  ,r  _  e',(«)  _  _  0,(»)  _  fl 

0,(«)  ~~       '  ©,(«)'  0(«)"~'J' 

ce  qui  permettra  d'écrire  les  formules  (i)  et  (2)  de  la  manière  suivante  : 

Si,  dans  ces  égalités,  on  change  x  en  x  4-  K^  elles  deviennent 
(3)  a.+  D,ÏU-Djtl»=-gHM-'I, 

(4)  p-+-Dxiv-Dxrw  =  -gH-«»-H. 
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En  retranchant  des  formules  (i')  el  (2')  respectivement  les  formules    1 
et  (3),  on  obtient 

(5)  «- /9       DJw  =  jiï-(rIW  +  H   ■  u-'    , 

(6)  (S  -a   f   l),|r,,  ^-Jlli-'o,  +  Il  „   '), 
d'où  l'on  déduit,  parla  multiplication, 

(D,l»)«  =  £[«»+*  2  1    Hs  hH-2  +  Ms(«-^)!)]. 

La  constante  H2  -+-  H~2  +  M2  (a  —  /S)2,  devant  être  indépendante  de  a, 
puisque  ni  w  ni  M  n  en  dépendent,  sera  égale  a     — - —     +  ; 

car  a  et  |3  s'annulent  avec  a.  Si  donc  on  pose 

/ „  s  là  j_  (■-y)>(i-?')'li-y')'.-.  __  e(o) 

*''  (1  -+-?)2(l+  q3y(l  -+-?s)'.  ..  0,(o)* 


cette  constante  pourra  s'exprimer  par  k'  -f-  k'  ',  et  l'on  aur. 

(8)  ë  =  i('  +  ^'w2)(I  +  ^-2)- 


Examinons  la  valeur  de  w 


jrx  \  /  TT.r 

I  —  27ïCOS—  -+-  q"  \  11—27*  eos"ir         '/ 

w  =  tane^rr 

°2K    /  T.r  \  I  Tt.r 


I  -+-  27-cos  — r  <74      11  +  27'  cos—  +  7' 

Nous  voyons  que,  nulle  avec  x,  elle  augmente  en  même  temps  que 
cette  variable,  et  est  infinie  pour  x  =  K;  si  donc  on  pose 

(9)  u  =  v/"A'tang/>, 

p  croîtra  de  o  à  -  quand  x  croîtra  de  o  à  K,  et  la  dérivée  -—  sera   po- 
sitive  dans  cet  intervalle. 


Tome  XIV  (2e  série).  -  Juin  1869. 


io 
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Dans  la  formule  (8),  remplaçons  w  et  du  en  fonction  de  p  et  de  r//>. 
nous  obtiendrons,  en  posant  A2  =  i  —  A'2, 

<//•>  i         T5 — : — rr~ 

avec  le  signe  +  devant  le  radical.  Maintenant  nous  allons  particula- 
riser les  constantes  positives  A  et  A',  qui  jusqu'à  présent  étaient  arbi- 
traires, en  les  assujettissant  à  satisfaire  à  l'égalité  M  y/ k'  =  1,  c'est-à- 
dire 

V~=('     r  ■ -7,)('-'/0)---[('  +  7)('+73)('-+-<?5)---]2- 

Il  vient  alors,  puisque  p  s'annule  a\ec  x, 

(10)  ,r*=  !  -,-     ; 

Je,     \  1  —  /!sm'/; 

p  est  ce  que  Legendre  appelle  Y  ampli  tin  If  de  r  intégrale  x;  la  for- 
mule (g)  peut  donc  s'écrire 

.     .  »        ■        .  ■     H^ 

(11)  tango  =  tangamo.'  =  -=  ,,  ,   .■ 

y     '  &r  &  ^.,  H|(^) 


Il  est  bon  de  remarquer  que,  p  devenant  égal  à  -,  pour  a  =  K.,011  a 


(,a)  K^f2—± 


Mais  il  nous  faut  exprimer  sino,  coso,  et  \J  1  —  k2  sin1  p  au  moyen 
de  x.  Pour  y  arriver,  on  se  servira  des  formules  (5),  (6),  (1')  et  (2') 
dans  lesquelles  on  fera  a  =  o.  Appelant  u  et  v  ce  que  deviennent  U  et  V 
dans  cette  hypothèse,  et   remarquant  que   pour  a  =  o,  «  =  |3  =  o, 

et  II  =  A",  on  tirera  de  (5)  et  de  (6) 

1   u  I),  I  ',.  \v  Dr  I  u 


-*5T 
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el  ensuite  de  (l')  et  fie  (2') 

Dx\v  =  — —       — ; ,     D,|«  — ^ 


Kn  intégrant,  il  viendra 

v  1  -+-  A'w2  =  -,    s  1  f  FT^5=  -, 

"0  «0 

t'„  et  »„  étant  ce  que  deviennent  v  et  «  pour  x  —  o;  ou  bien 

y/i  —  X-'sin'/?  __  tl.fo)  e,(.r)  1        _H,(o)   ©(x) 

cos/>  ~  ©,(0)   H,(.r)'      cos/->  ©(o)    H,(.r)' 

ou  encore,  si  nous  tenons  compte  de  la  relation  (11) 

0(0)   H,U) 


cosp 


(i3)  {s/x-^mrp 


H,(o)    ©(.rj 

0(o)    ©,(.-•) 


©,(0)    0(x) 

I      0(o)    ©(x) 


sniD  =  coso  tango  — 

r  r  °r  y'X'  H,  (o)  H(.r) 

Il  n'est  pas  difficile  d'exprimer  les  coefficients  qui  entrent  dans  les 
seconds  membres  de  ces  formules,  au  moyen  des  quantités  k  et  k'. 

D'abord,  on  a  ^— .  =  Jk';  soit  maintenant  lT-V^-  =  X.  En  éliminant  11 

©,(0)         >  H,(oj  ' 

entre  les  équations  (i3),  on  arrive  aux  relations 

(©2(.r)  =  X2H2(.r)+^H2(^ 

('4)  ' 

(  A'202(.r)  =  A2X2H2(x)  h-  A-'202(.r). 

Si  on  change,  dans  la  première  de  ces  formules,  x  en  x  +  /K.',  et 
qu'on  emploie  les  égalités  suivantes  bien  faciles  à  vérifier 

0(.r  •+-  jK')=  ;H(x)e  ih 

)  H(x  +  i-R')-/0(x)e^l"+,K'), 

H)(^  +  /K')^-01(x)e"^(2    "K'), 

3o.. 
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elle  deviendra 

ci,  en  la  comparant,  dans  celte  nouvelle  forme,  à  la  seconde  des  for- 
mules (  1 4)i  on  obtiendra  X  =  y  y  ■  Donc  finalement 

.     Il    x) 

FH.(*) 


|(l  j  coami  =1  i/r-"©? 


f     ...■,, —  .  77  0  I  - 

VI  —  riiiramx  =  A  a  m  a:  =  v« 
\v  e(*} 

On  prut  remarquer  qu'on  déduit  des  formules  précédentes 

7.         H     o)     _  2^(1 +  <?')'(< -H  <y'):'('  +y");... 
V"  ©,(0  (l  +  îJ't'+î'J'l'  +  î')'-"". 

Il  reste  à  indiquer  comment,  connaissant  k,  on  déduit  K.  et  K.'.  K  est 
donné  par  l'égalité  (ia),  et  Cauchy  arrive,  de  la  manière  suivante,  à  la 
formule 


■"  *'-IV.  Jl;, 


Si,  dans  l'expression  de  w  =  „  ,    ,  >  on  remplace  les  sinus  et  cosinus 

'  H,  (.r)  ' 

par  des  exponentielles  imaginaires,  on  trouvera,  en  posant  ck       —Xi 
m  -r)  (1  —  <f-.y)(i  —  7'/)- ■  ■('  —  9'3   ' "> c ■     '/'>    ')••■ 


Ci) 


S 


(1  -i-r;(i  h-  ?2/)(i  +  ?'/)••  •('  +  7'J_I)('  +  7'.'     ' 


On   voit  donc   que     =  s'annule   pour  _j  =  ry-  et  j^  =  1,  mais  ne 

y/— 1 

s'annule  pas  dans  l'intervalle,  et  que  cette  quantité,  pour  >  =7-  est 
égale  à  \k' .  [.'équation  (8),  où   l'on  remplace  dx  en  fonction  de    >  et 
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de  i/v,  se  transforme  en 

(|8  K..(/)  ^      I    4-  A   '..--i         A 

cl  l'on   reconnall   que  la   dérivée      est   nulle   avec   l'expression 

i   1-  /i'   ''••"  pour     =  A'2,  c'est-à-dire  que     =     passe  par  nu  tnaxi 

i 
nitiin  pourjp       </•  On  peut,  par  conséquent,  poser  w       y       '  A'2siny, 

et  lorsque  y  variera  de  q  à  i,  <p  diminuera  de  -  à  o,  de  sorte  que  la 
dérivée  — -  sera  négative  dans  cet  intervalle.  Remplaçons,  dans  l'équa- 
tion (18),  u>  et  dut  en  fonction  de  o  et  de  df,  il  viendra,  dans  l'intervalle 
de  j  =  q  à  J  =  i, 

dy  _Mit^  -df 

>  K-        )/i—  *2sin2? 

et,  par  conséquent,  puisque  M  y  A'  =  i,  et  que.  pour  ^       o,  on  a  v  —  i , 

.  n  r?       d'<j 

Pour  'j>  =  -î  /  devient  égal  à  </;  donc 


.       _  7T      /*3 r/f 

'  K  Jo     \Zî-vf'5sin! 


ce  qui  démontre  la  formule  (17). 

.le  passe  maintenant  à  l'expression  de  la  fonction  elliptique  de  troi- 
sième espèce  ïl(x,  a)  au  moyen  de  la  fonction  0.  La  formule  (6) 
donne 

1    V   fi  —  y.  +■  D,  I  m 

V    '9)  M      "|l  H"'  M      +-     II  M-       ' 

ce  qui  permet  d'écrire  l'égalité  (1')  ainsi  qu'il  suit  : 
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d'où,  en  intégrant, 

I  g.  =  -  j9x  +  lv'TTlFv+((3  -  «Jjf*  J^b^ 

U„  étant  la  valeur  de  U  qui  correspond  à  .»  =  o.  Si  l'on  remplace  U, 
S  et  H  par  leurs  valeurs,  on  aura 

.  H,(o)  @{r.  -H  a) 


©(«)        H,(.i 
© 


a: 


B'(a)   i  u/,  i  ®'(a)    24  re'|(a)      e'H 


e;(«)| 
©»(a) 


0!  (a 


rfr 


En  changeant,  dans  cette  formule,  a  en   —  a,  elle  deviendra 


.  H,(o)  &(x  —  a) 
&{a)        H,(.r) 


rQ,(a)  1  lt/i  1  eî(g)M'    r0»-0»! 

^©(«j+V         ©»  U(«)     *(«)J 


''      ©î(a) 

I 


0?i« 

0'  « 


r/.r. 


Si  l'on  retranche  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtiendra 

©'(«)      ©»1     /  e«(«) 

©[<?)       ©,(«)J 


(20 


e»w, 


1  +  &nâ\ 0> 


,  ©'(«)         '  1  ©(•*  —  <*) 

^/.r  =  a:  -f-r  +  -  I  -7-    — ;  ■ 
©(«)         2    0(x-!-a) 


Mais  les  formules  (16)  donnent 

-v-r  =  —  A'amfl  =  -  (1  —  A2  suranirt  , 


®[a)  k' 


&{x 


&\(x)  _  .      .©,(.*•)  /f'sin^cos/j  d/j k'  sinamx  cosam.r 

0  x)        ©i(arj  J    0(.r)         1  —  /!sin'/9  rfx  Aamx 


et  l'on  a 


B'r^,"". 
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Le  premier  membre  de  la  formule  (20)  est  donc  égal  a 

r  f    k%  sin  ama  cosamn  A  anin  sin  anii     . 

J0  1  —  k "  sin-'  am«  sin'am.r 

c'est-à-dire  à  U(x,a). 

La  formule  (19)  résout  le  problème  de  l'addition  des  arguments  re- 
lativement à  la  fonction  Aam.r;  car,  si  l'on  remarque  que    -        \  I- 
cette  formule  revient  à 

h   mu  aniii  cosairirt  A  a  m  t 


.  ,  ,  iamn  sin  am.r  cosaui  i 

Aam  (x  +  a)  =  — -. — 

sin  aine  i         cosani' 

A  ama H —   — — 

cosainx        ianirt    sinani.i- 

Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  du  second  membre  de  l'égalité  pré- 
cédente par  ianiflsinumjcosamx,  et  si  l'on  remarque  que  le 
nouveau  dénominateur  A2  ama  sin2  amx  4-  cos2  am  x  est  égal  à 
1       À2  sin2  ama  cos2  amx,  on  aura  finalement 

A  a  ni  a  â  ainx  —  /-'sin  amrt  ros  a  111.7  sin  am  r  cos  ain  > 


'21)      Aam(j;'  -+-  a)  = 


1  —  X2  sin2  anirt  siti -  am.r 


Je  terminerai  en  indiquant  encore  une  formule  importante,  démon- 
trée très-simplement  par  Cauchy,  et  qui  peut  servir  aussi  à  exprimer 
U{x,a)  au  moyen  de  la  fonction  0.  Qu'on  cherche  à  décomposer  en 

c  iir  H(x-Hrt)H(j:  —  a)  ... 

tractions  simples  la  fonction  ;,   .v         -' ,  on  trouvera  sans  dif- 

ficulté  que  la  somme  des  deux  fractions  correspondantes  au  facteui 

1  —  2</2"-'  cos^  4  q""--  de  Q{x)  est 


02(a) 


x 


r (1-  9'°-;); 1  +  7 

/         ,  ,     '=■■''         ,V 

I    I  I  —  il-/'"-'  COS—--  H-  7"1-2  I —  iq1"-'  COS  —  4-  ir"-- 

Si  l'on  remarque  la  composition  de  cette  expression,  on  voit  qu'on 
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|)ourra  écrire 

0>    r)©»(a)  [      >     h   a' 

$  ..     étant  indépendant  de  a,  et  S  de  x.  D'ailleurs,  le  premier  membre 
de  cette  formule  s'annulant  pour  x  =  a,  on  aura  S  =  -    $(«)■  Donc 

Il  est  facile  de  déterminer  la  fonction  <I>.  Si,  en  effet,  nous  remplaçons 
a  par  aK  dans  la  formule  précédente,  elle  donne 

*(ar)  =  *(aK)+  ~  sin2  amx, 

et,  par  conséquent, 

<!>(.:*■)  —  fI>(«)  —  -— — ;  (siiramjc  —  siiranirt) 

La  formule  (22)  devient  donc 

0  io)H(.r  +  a)  M[x       a) 


(23) 


*02(fl)  0>(.r) 


Celte   relation   importante  prend,  si   l'on   y  change  a  en  <7  -+-  /K.',  et 
qu'on  emploie  les  formules  (1  5),   cette  nouvelle  forme  : 

,.,      .     ,  .     ,  8!(o|e(.r  +  a)8(l-«) 

i--  A-siiraiiu(snranix=  —    — -. ——. —     — ■ 

©'(  «;(->''.;) 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  différentiant  par  rapport 
à  «,  et  intégrant  ensuite  par  rapport  à  .r,  on  trouvera  finalement 


X 


h"  sinania  cipsama  A  am«  sirfam.z    ,  „  ,  .  0  (a)         1   ,©(  x  —  a) 

-  dx  —  11  [x, a]  =  x  —r-i  +  -  I  -; 

1—  /'•siiï'amn  sin'am.r  ©(«)         2    ©(*•  -    a  ' 
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5wr  /e  mouvement  vibratoire  des  plaques; 
Par    M.   Emile   MATHIEU. 


1.  Poisson  est  le  premier  qui  ait  donné  la  démonstration  rigou- 
reuse de  l'équation  aux  différences  partielles  qui  régit  le  mouvement 
vibratoire  d'une  lame  ou  d'une  plaque.  Si  l'on  supposeque  cette  plaque 
soit  partout  d'égale  épaisseur,  plane,  homogène  et  de  même  élasticité 
dans  tous  les  sens,  cette  équation  est 

,    >  d1  iv  „  /(/'ir  <-/'«<  dUv\ 

w  HF  +  a~  [77  +  2  d*dr  +  Vr  )  =  °' 

w  désignant  le  déplacement  transversal  d'un  point  [x,j)  de  la  surface 
médiane,  t  le  temps,  et  les  axes  de  coordonnées  étant  pris  rectangu- 
laires et  dans  le  plan  de  cette  surface.  De  plus  a2  a  pour  valeur 

,        *»A' 

a2  = > 

P 

h  étant  l'épaisseur  de  la  plaque,  p  sa  densité  et  A2  une  quantité  posi- 
tive qui  dépend  de  deux  coefficients  qui  entrent  dans  la  théorie  de 
l'élasticité  des  corps  isotropes.  [Mémoires  de  V Académie  des  Sciences , 
t.  VIII.) 

Cauchy,  qui  s'est  occupé  de  la  même  question,  a  présenté  les  calculs 
avec  plus  d'ordre  et  de  clarté;  mais  le  fond  de  sa  démonstration  ne 
diffère  pas  de  celle  de  Poisson.  [Exercices  de  Mathématiques  ;  1828.) 

Il  était  aisé  de  prévoir  l'équation  (1)  avant  d'en  obtenir  une  démons- 
tration rigoureuse.  Il  suffisait  en  effet  pour  l'obtenir  de  faire  une 
hypothèse  analogue  à  celle  qui  avait  réussi  à  Jacques  Beriioulli  pour 
la  détermination  de  l'équation  de  la  lame  vibrante.  On  pouvait  encore 

Tome  XIV  (2"  série).  —  Juillet  iSfig.  0  I 
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observer  que  cette  dernière  équation  étant 

lie  +  a  ^  =  °' 

l'équation  de  la  plaque  vibrante  sera  nécessairement  l'équation  (i), 
si  l'on  admet  qu'elle  est  linéaire;  on  le  reconnaît  facilement  en  remar- 
quant que  si  w  ne  varie  pas  avec  y,  l'équation  du  mouvement  de  la 
plaque  doit  se  réduire  à  (2)  et  qu'elle  doit  rester  invariable  par  une 
transformation  de  coordonnées  faite  dans  le  plan  des  x,  y.  Mais  il 
était  impossible  d'arriver  à  la  véritable  démonstration  avant  l'inven- 
tion de  la  théorie  de  l'élasticité,  qui  est  due  à  Navier. 

Foncier  a  donné  dans  sa  Théorie  mathématique  de  la  Chaleur  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (1)  au  moyen  d'une  somme  de  deux  in- 
tégrales définies.  Toutefois  cette  formule  est  peu  utile;  car,  pour  se 
représenter  le  mouvement.vibratoire  de  ces  plaques,  il  faut  intégrer 
l'équation  (1)  en  ayant  égard  aux" conditions  auxquelles  w  doit  satis- 
faire sur  les  bords. 

Caucby  et  Poisson  ont  donné  dans  leurs  Mémoires  ces  conditions 
aux  limites  dans  deux  cas  :  celui  où  les  bords  sont  fixes  et  encastrés, 
et  celui  où  les  bords  sont  libres. 

Quand  les  bords  sont  encastrés,  il  en  résulte  deux  conditions  aux 
limites,  et  il  n'y  a  aucun  empêchement  à  les  adopter;  mais  quand  les 
bords  sont  libres,  ces  géomètres  expriment,  comme  il  semble  naturel, 
que  la  pression  sur  les  bords  est  nulle,  et  ils  obtiennent  trois  équations 
par  la  considération  des  trois  composantes  de  la  pression;  or,  comme 
le  remarque  fort  bien  M.  Kirehhof,  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  à 
autant  de  conditions.  Pour  obvier  à  cet  embarras,  il  reprend  la  ques- 
tion en  parlant  de  deux  hypothèses,  et  ne  trouve  plus  que  deux  con- 
ditions aux  limites.  Mais  ces  hypothèses  fussent-elles  exactes,  des 
démonstrations  qui  les  ont  pour  bases  ne  sauraient  être  regardées 
comme  rigoureuses,  et  la  seconde  me  semble  tout  à  fait  inadmissible 
[Journal  de  Crellc,  t.  XL).  Il  n'y  a  donc  rien  à  changer  à  ce  qui  a  été 
donné  par  Poisson  et  Cauchy  pour  établir  l'équation  (1),  et  nous  re- 
viendrons plus  loin  sur  les  conditions  analytiques  qui  doivent  être 
satisfaites  sur  les  bords. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  243 

2.   Quand  on  considère  une  corde  ou  une  membrane  dont  les  ex- 
trémités ou  les  bords  sont  fixes,  le  mouvement  le  plus  général  qu'elles 

peuvent  avoir  est  la  somme  d'une  infinité  de  solutions  simples  de  la 
forme 

w  =  it(\s\ui>it  -h  Bcosmt), 

dans  laquelle  u  est  indépendant  de  /,  et  m  une  constante,  la  même 
propriété  a  lieu  à  l'égard  du  mouvement  d'une  lame  dont  les  bords 
sont  encastrés  ou  libres,  d'après  les  conditions  qu'on  adopte  aux 
extrémités.  Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander  quelles  conditions  aux 
limites  il  faut  avoir  pour  que  cette  propriété  appartienne  encore  an 
mouvement  vibratoire  d'une  plaque. 

Prenons  deux  solutions  de  l'équation  (1)  de  la  forme 


;3) 


(   w  =  u  (A  sin/2  at  +  15  ces./' at), 
(  w'  —  u'(k'sml'2at  -h  P/cos/'V//), 

et  nous  aurons  les  deux  équations 

,<■/'«  d  '  Il  cl'  II  , . 

1    il.*  '  •! i  dy  cl)  ' 

^'  I  d'u'  d'u'  ci' u'  _ 

L'intégration  par  parties  donne 

Xx>     .  d'u    ,             I    .  d'il        d'il  du'         du  ci1  a'  d'il'  ,  '•  fx'diu'     . 

u -—dx—-  [u  — 7-,-r  +  -r  "7T  ~"  "  1~r       +   /      "TT  (lx- 
dx'                  \       dx3         clr'   dx         dx    di'  dx1  J  J         d.>r 

en  désignant  par  x,  et  x2  les  abscisses  des  deux  points  M,  et  M2  où 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x  rencontre  le  contour  de  la  plaque. 

Intégrons  l'équation   précédente  par  rapport  à  j  et   étendons   la 
double  intégration  à  toute  la  surface  de  la  plaque,  nous  aurons 


//' 


u'iédxdy 


Cl    .d'u         du'  d'u  du  d1  u'  d3u'\'-    ,  /*  /*     d'il'     ,       , 

j  (m '-j-^ j-  —  +  —  — r  —  u -r-j-  )    dr  -h         u  --—  d.n/y 

J    \       d.r  dx     dx'  dx    d.c-  de3  J,  /     /         di' 


Dans  l'intégrale  simple,  dy  est  la  projection  sur  l'axe  des  y  de  deux 

3i.. 
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éléments  différents  de  la  courbe  du  contour  ds,  et  ds2  situés  en  M, 
et  M2,  et  en  désignant  par  a,  et  a2  les  angles  avec  l'axe  des  x  des 
normales  en  M,  et  M2,  on  a 

dj  =  —  ds2  cosa2,     dj  =  ds,  cosa,  ; 

donc,  en  désignant  par  c/.  l'angle  de  la  normale  en  un  point  quel- 
conque avec  l'axe  des  .r,  on  a 


//■ 


rf<« 


u'-£dxdy 

Cl    .d'u         ri u'  d'u        d'u' du        d'u'     \  , 

i  -  J  ("  te  -  II  te  +  ~te  te  ~  ~te  u)  co*ads 

ffui£djcd-r> 


dans  laquelle  équation   l'intégrale  simple  est   prise  tout  le  long  du 
contour. 

On  trouve  encore  par  l'intégration  par  parties 

r  r  ,  """  ,  j      r/ <pii   ,    dn'd>tt\*>, 
}jud^dxdr=)[^-^w)^ 

J[tedJ-ud^)ydx+JJuteWdjcd^ 


-t- 


en  désignant  par  y,  et  y„  les  ordonnées  des  deux  points  N,  et  N2  ou 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  jr  rencontre  le  contour.  Dans  la  se- 
conde intégrale  simple,  regardons  dx  comme  la  projection  de  deux 
éléments  de  la  courbe  ds,  et  da2  placés  en  N,  et  N2,  et  désignons 
par  a,  et  a2  les  angles  de  la  normale  en  ces  points  avec  l'axe  des  x; 

nous  aurons 

dx  =da2  sinrt2  =  —  dct  sinrt, , 

et  la  formule  précédente  peut  s'écrire 
d'u 


ff- 


dx1  dy 


-  dx  dj 


r  /d'u'  du        d'u'\  ,      ,   ,   r  r    d'u'    .    . 
-+-J  [^dp-utedy)smads+J )ud*dj>dxdr- 
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Permutons  x  et  y  dans  (B)  et  (A),  et  nous  aurons 

(c)         =J  (**?""*  5?jMn«:A 

-  J  [v  5  -  "^) cosa^  +  J  J  «  â^  «**«&  • 
J  J  "  W  dxcb=i  \U  W"W^  +  ^  7/JT  -  u^)  «nads 

+nu'^dxdJ- 


.1) 


Ajoutant  (A),  (B),  (C),  (D),  posant  en  général 

d-v         d2v 

1 =  Av 

dx1  T   dy* 

et  ayant  égard  aux  deux  équations  aux  différences  partielles  qui  don- 
nent u  et  u',  on  a 

l*  f  Çuu'dxdj  =  fdsu'i- 

—  /  dsAu\ 

—  /  ds  Au' 
+  I dsu( -3 —  cosom — -1—  sinaJ+Z'4  /  tuu'dxdy. 

Si  l'on  désigne  par  r//2  l'élément  de  la  normale  au  contour,  on  a  en 
général 

du  du  du     . 

~r  — r-  cosa  -t-  —  sina, 

an  dx  dy 

cet  élément  de  normale  étant  supposé  mené  à  l'intérieur.  Donc  l'équa- 
tion précédente  peut  s'écrire 

(J.  -  nff,,,,;,,^  =/*(„•  <£  -Au%-m£  +  u  i£  ) , 


rfln 
1&T 

rfi»    .        \ 

cosa  +  —  sin  a 

(" 

"i/7 

cosa  + 

du' 
dy 

sina 

(" 

du 
dx 

cosa  -+- 

du 
d~y 

sina 
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et  si  /'  est  différent  de  /,  on  aura  l'équation 

(E)  /    luu'dxdj  =  o, 

où  l'intégrale  double  s'étend  à  toute  la  surface  de  la  plaque,  dans  les 
quatre  cas  où  l'on  a  sur  le  contour  : 

du  „  f/Au 

l"    //  =  O,       —  —  «>;       i"    Au  =  o,       —7—  =  O, 

'  ,ln  tin 


'         dn 

du  d  A  u 

dn  '         dn 


du  dAu 

30«  =  o,      \«  =  o;      /4"-=o,      -r-  =  o. 


Car  il  est  entendu  que  u'  doit  satisfaire  aux  mêmes  conditions  aux 
limites  que  u. 

Dans  ces  quatre  cas,  l'expression  de  w  donnée  par  les  formules  (3) 
et  (4)  est  ce  qu'on  appelle  une  solution  simple,  et  le  mouvement  le  plus 
général  qu'on  peut  imaginer  pour  la  plaque  est  alors  la  somme  d'une 
inCinité  de  solutions  simples.  Posons 

w  =«, (A,  sin /"7  at  -+-  B,  castrat)  -+-  Uj(A2  sin liât  -+-  Bs  cos/jj  at)  + ..., 

et  nous  aurons  à  déterminer  les  coefficients  A  et  B  qui  entrent  dans 
chaque  solution  simple  d'après  l'état  initial  supposé  donné.  Ainsi  dési- 
gnons par  J'(x,  j)  et  F(x,  y)  les  valeurs  de  w  el  —  pour  /  =  o,  nous 
aurons 

/(.*•,  y)  =  B1«,+B!h,+...+  B„  u„  -H . . . , 
-  F(.r,  j)  =  /*  A,  «,  ■+-  l\  A2  «2  -4- . ..  +  /;•;  A„  u„  -h . . . . 

Or,  en  multipliant  ces  deux  équations  par  undxdy  et  intégrant  dans 
toute  l'étendue  de  la  plaque,  on  réduira  les  seconds  membres  à  ne 
contenir  plus  que  les  coefficients  A„  et  B„  :  ce  qui  permettra  de  les  dé- 
terminer. 

3.   Le  premier  cas  se  rapporte  à  la  plaque  encastrée. 

Si  l'on  peut  trouver  la  solution  simple  dans  le  premier  cas,  on  lob- 
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tiendra  aisément  dans  le  second.  Car  si  l'on  pose 

Au  =  l*i>, 
on  voit  qu'on  satisfera  à  l'équation  (4),  qu'on  peut  écrire 

A- u  =  l*u, 
en  faisant 

Av  =  /-  u, 
et  il  en  résultera 

A2o=  l*v. 

Alors  on  voit  que  si  u  est  une  solution  simple  dans  le  premier  c.s, 
v  en  sera  une  pour  le  second  cas. 

Le  troisième  cas  sera  résolu  immédiatement  quand  on  connaîtra  le 
mouvement  vibratoire  d'une  membrane  de  même  contour  que  la 
plaque. 

En  effet,  l'équation  qui  régit  le  mouvement  vibratoire  d'un  point 
quelconque  de  la  membrane  est 

.  ,„  d2u> 

\iv  =  b2  —rr-, 

dt- 

et  w  est  nul  sur  le  contour.  On  obtient  la  solution  simple  en  posant 

(a)  w  =  «(A  smlbt  -f-  B  coslbt), 

et  prenant  pour  u  une  fonction  qui  satisfait  en  un  point  quelconque 
(je,  j)  à  l'équation 

(b)  Au  =  —  l-u 

et  sur  le  contour  à  la  condition  u  =  o. 

Or,  pour  le  troisième  cas  des  plaques,  on  a 

(c)  w  =  m(A  s\ol2at  -+-  B  cosl-at), 

et  u  a  la  même  valeur  que  dans  la  formule  [a)',  car  île  l'équation  (b) 
on  tire 

A-u  =  -  PAu  =  Vu, 
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et  la  condition  du  contour  u  =  o  donne  aussi  Au  —  o,  puisque  l'on  a 
l'équation  [b)  pour  tons  les  points  du  contour.  Les  deux  valeurs  [a) 
et  (c)  de  w  ne  diffèrent  donc  que  par  l'arc  multiple  de  t  qui  y  entre, 
et  les  hauteurs  de  deux  sons  résultant  de  deux  états  vibratoires  simples 
de  la  membrane  étant  dans  un  certain  rapport,  les  hauteurs  des  sons 
qui  proviennent  des  états  correspondants  de  la  plaque  sont  dans  un 
rapport  qui  est  le  carré  du  premier. 

On  voit  de  même  aisément  que  le  dernier  cas  ne  dépend  que  d'une 
équation  du  second  ordre  et  que  u  satisfait  à  l'équation  (c)  en   un 

point  quelconque  et  à  l'équation  —  =  o  sur  le  contour. 

Le  premier  cas  qui  se  rapporte  à  la  plaque  encastrée  a  un  intérêt 
particulier,  puisqu'on  reconnaît  tout  de  suite  qu'on  peut  le  réaliser 
expérimentalement;  c'est  pourquoi  nous  allons  nous  occuper  du  mou- 
vement vibratoire  d'une  pareille  plaque  lorsque  son  bord  est  une 
ellipse. 

Plaque  elliptique  encastrée. 

4.  Considérons  d'abord  la  question,  beaucoup  plus  facile,  de  la 
plaque  circulaire.  En  général,  en  posant 

w  =  «(A  sin Pat  -t-  Bcos/2a<), 

on  a  u  par  l'équation 

d'u  d'u  d'u        ,. 

-7-7  -+-  2  ,  ,  ,  ,  +  -7-7  =  ru, 

d.f  dxdy'         dy 

et  en  introduisant  une  quantité  i\  cette  équation  peut  se  décomposer 
en  les  deux  suivantes 

,2        _  d'u         d'u         ,2      _  dU>         d'v 
dx'  dy'1  dx'         dy7 

Posons 

2  2 

il  en  résultera 

u  =  U  -+■  V, 
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et  U  et  V  seront  donnés  par  les  formules 

(G.)  !  ''•'       '•' 

Employant  les  coordonnées  polaires  r  et  «,  données  par  les  équations 

.r  =  /-cosa,     j-  =  /'sina, 
on  change  les  deux  équations  précédentes  en  les  suivantes 

_  _i_  1  _  4-  _  ^_1  —  —  /2  V 
rfrJ  r    r/r  r'    da*  ' 

rf'U         r  ,/TJ  1    rf'U         ,.TT 

tir'  r    tir  r'    ax' 

On  obtiendra  V  en  posant 

V  =  (Acoswa  -+-  B  sinwa)  CR(r,  /2), 
prenant  pour  n  un  nombre  entier  et 


R{r,P)  = 


L        i(*  +  i)       i.a(m-i)(ii  +  2)  J' 


et  V  représente   l'expression   que  l'on   trouve  quand  on   cherche  le 
mouvement  vibratoire  d'une  membrane  circulaire. 

On  obtiendra  U  au  moyen  de  V  en  changeant  i2  en  —  /",  et  on  aura 

u  =  (Acoswa  +  Bsin««)[CR(r,  P)  +  DR(r,  -  /*)]. 

On  déterminera—  et  /  parles  conditions  du  contour  qui  sont  fournies 
par  les  équations 

du 

u  =  o ,     —  =•  o 

ar 

pour  r  =  r,,  r,  étant  le  rayon  de  la  plaque. 

Il  est  aisé  de  voir  d'après  cette  formule  que  les  lignes  nodales  sont 

Tome  XIV  (2'  série). —  Juillet  1869.  02 
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îles  cercles  concentriques  à  la  plaque  et  des  diamètres  qui  les  divisent 
en  parties  égales. 

o.   Occupons-nous  ensuite  de  la  plaque  elliptique.  Nous  prendrons 
pour  coordonnées  a  et  fi  fournis  par  les  formules 

x  =  c cos#,       y  --  c -sin«; 

j3  =  coust.  représente  une  suite  d'ellipses  homofocales,  et  a  =  const.  des 
hyperboles  de  mêmes  foyers  que  ces  ellipses.  Au  moyen  de  ces  varia- 
fa 
blés,  si  l'on  pose  h  =  —  >  les  équations  (G)  se  transforment  en  les  sui- 

vantes : 

(P)  ^+i7F  =  -2/rl— ï~     -COS2«)V' 


-  cosaa    U. 


2 


On  trouve  l'équation  (P)  dans  la  théorie  de  la  membrane  elliptique; 
mais  l'expression  qui  doit  satisfaire  à  cette  équation  n'a  plus  ici  une 
forme  aussi  simple,  car  V  et  U  ne  se  réduisent  pas  au  produit  d'une 
fonction  de  a  par  une  fonction  de  /3. 

11  faudra  que  U  e!  V,  dont  la  somme  compose  m,  soient  des  fonc- 
tions qui  aient  par  rapporta  a  la  période  an;  car  les  expressions  de 
x  et  y  restent  invariables  quand  on  remplace  a  par  a -+-  271;  elles 
doivent  de  plus  rester  les  mêmes  après  le  double  changement  de  a  et  |3 
en  —  a  et  —  fi,  parce  que  x  et  y  restent  invariables  par  ces  change- 
ments de  signe.  Au  reste  on  peut  s'assurer  que  cette  dernière  condition 

revient  a  admettre  que  V,  -p-  et  —  varient  d  une  manière  continue 
1  eue  ay 

quand  on  traverse  la  droite  qui  joint  les  deux  foyers. 

Enfin  la  plaque  étant  encastrée  sur  l'ellipse  dont  le  paramètre  fi  a 

la  valeur  B,  on  a  pour  conditions  aux  limites 

(«)  V+U  =  o,     ^  +  ^  =  0 

pour  fi  =  fi. 
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Posons  la  formule 

(S)  V  =  l»0  ■+-  P,  /3a  4-  P2  (r  4-  P,  /5«  -h . .., 

dans  laquelle  P0,  P,,  P2,.  .  sont  des  fonctions  de  a,  et  comme  V  est 
pair  par  rapport  à  jS,  P0,  P,,...  doivent  être  aussi  des  fonctions 
paires.  Substituons  cette  expression  dans  l'équation  (P),  et  nous  aurons 
les  équations 

rf'Pn 

-T-j-  -+-  2P,  +   2  A2(l  —  COS2a)  P0  —   o, 

~  +  3.4  P,  H-  2//3(74-P0  +  \>\-  2//2COS2aP,  =0, 


rfa-  \2.  j.4  1.2 


5.6P,  4-  2A2(r^TP0  +  -r^P,  -i-P2)  -  2/*2cos2«P,  =  0, 


Ainsi  P,,  P2,..  sont  des  fonctions  paires  dont  la  période  est  in  et  qui 
dépendent  de  la  seule  Pn.  Or,  désignons  par  g  un  nombre  entier  et 
posons,  si  g  est  impair, 

P0  =  A  cosga  4-  h-\a{  cos(g  4-  2)  a  4-  b,  cos(g  —  2)aJ 
4-  /z''[a2  cos(g  -+-  4)  «  +  b2  cos(g  —  4)  a]  +■■■ 
4-  Aff_l  r«g_)  cos(2g  —  1)  a  4-  /'„ ._,  cosal 

4-  A^+,a  +,  cos(ag  4- 1)«  4- M+3rtg+3cos(2g  4-  3)  a  4- 

et,  si  g  est  pair, 

P0  =  A  cosga  4-  h'[a,  cos(g  -h  2)a  4-  6,  cos(g  —  2)  a]  4-... 

4-  Iig"2 r«g_,cos(2g  —  2) a  4-  />„_,,  cos  2 a~|  +-  //'  /as  cos2g<z  4-  £g\ 

4-  /i» +2 flg+s cos  ( 2g  4-  2)  a  4-.... 
2 

Alors  les  fonctions  P,,  Ps,...  seront  de  même  forme  que  P0.  En  niel- 
lant en  évidence  les  facteurs  h2,  h*,...,  nous  ne  voulons  pas  marquer 
que  an  />,,  a2,  b21...  ne  dépendent  pas  de  h,  mais  bien  qu'ils  ne  sont 

32.. 
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pas  infinis  pour  Ii  —  o,  de  sorte  que  les  facteurs  h2,  h*,...  indiquent 
l'ordre  par  rapport  à  h  des  termes  qu'ils  multiplient. 

Pour  rendre  ce  que  nous  avons  à  dire  plus  aisé  à  comprendre,  ima- 
ginons d'abord  que  h2  soit  très-pelil,  en  sorte  que  l'on  puisse  négliger 
les  termes  en  //°,  et  supposons  en  outre  que  g  ne  soit  pas  moindre 
que  4  ;  alors  on  pourra  réduire  P0  à 

P0=  A  cosga  +  h2[a,  cos(g  -t-  a)a  +  b,  cos(g  —  a)a] 
+  h"[aicos{g  -h  4) «  -+■  b2cos(g  -  4)«]; 

la  forme  de  Pn  élanl  connue,  on  pourra  en  déduire,  par  les  formules 
que  nous  avons  données,  les  expressions  de  P,,  P2,  P3,...j  donl  j'écris 
seulement  les  deux  premières  : 

aP,=  [A  (g2  —  ilt2)  -+-  h"  (a,  4-  b,)]cosg<x 

+  h2  j  a,[(g'-+-  2)2  —  2/<2]  +  A  J  cos'g  -+-  a)a 
-t-  h2  j  £,[(g  —  2)2  —  2//2]  -t-  A  j  cos(g  —  a)a 
H-  A4[(g-f-  4,2rt2+a(]cos(g  H-  4) a 

-t-  fc4[(g  —  4)2^2  +  ^t]cos(g  —  4)« 
2.;MP2=[A(g'-4/<2g2^8/*2  4-4*4) 

+  /^4(2g2H-4g-t-  4)n,  +  (ag2-  4g  +  4)*.]cosga 
+  |A/r(2g2-h4g>+4-4^) 

-+-  //2[(g-h  a)4(i-  4^2)-  8A2]rt(jcos(g  +  a)a 

+  |A/r(2g2-4g+4-4A2) 

+  A»[(g-  2)4(.-4^)-8/rJ/>ljcos(g-  2)« 
4-  /i4[(g-+-4)2^2+(2ë2+'2gH   2o)a,  + A]cos(g-h4)« 
+  /j4[(g-  4)2«2+(2è'2~  i2g+  ao)£,-t-A]cos(g-  4)«. 

On  obtiendra  ensuite  la  fonction  U,  qui  satisfait  à  l'équation  (Q),  en 
changeant,  dans  V,  //'  en  — h2;  ainsi  on  aura,  en  négligeant  he, 


■  •  ) 


u=  n0+n,/î2+  n2/54+  n3/36 

no=  Vcosga  —  h2[a\  cos(g  -t-  2)  ce.  -+-  b\  cos(g  —  2) a] 
+  h*[d2  cas  [g  +  4)«  -+-  b\,  cos(g  —  4) «], 
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ei  n,,  n,,...  se  déduisent  de  n„  comme  1\,  Pîv..  de  P0,  sauf  le  chan- 
gement de  li2  en  —  Ir.  Donc  on  formera  II,,  n.,,...  au  moyen  de  l\. 
1^,...,  par  le  changement  de  h-  en  //-,  et  en  accentuant  A,<7M  b,, 
a2,  b... 

D'après  cola,  on  voit  que  les  équations  (II),  qui  ont  lieu  pour  (3       B, 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Ecosga  +  M//2  cos(g  -i~  i)a.  4   M'A2cos(g—  a)« 

-f    N//4  cos(g-  +  4)«  +  N7i*  cos(g       4)«  ^r  o, 

^■cosga  +  r/8  A"  cos(g  -!-  2)a  h-  -^  A2  cosfg  -  2)«  +-...:     o, 
et  on  en  déduira  les  dix  équations 


L  =  o, 

M  =  o, 

M'  =  o, 

N  =o, 

N' 

—  o, 

r/L 

ri  M 

7p  =  °. 

7f = °. 

rfN 

^j  =  °' 

r/N' 

=  o, 

qui  renferment  les  dix  quantités  A,  A',  a,,  a2,  a\,  a2,  b,,  bî7  b\,  //.,  au 
premier  degré,  et  qui  sont  homogènes  par  rapport  à  ces  quantités. 

En  les  éliminant,  on  aura  une  équation  qui  ne  renfermera  plus  d'in- 
connu que  h  et  pourra  servir  à  le  déterminer. 

On  voit  bien  maintenant  comment  on  devrait  traiter  la  question  si 
l'on  négligeait  les  puissances  de  h  supérieures  à  h-".  Ainsi  la  forme  de 
la  solution  est  connue;  mais,  quoique  les  séries  employées  soient 
toujours  convergentes,  les  calculs  que  nous  venons  d'indiquer  sont 
impraticables.  Même  dans  le  cas  où  l'excentricité  2C  est  très-petite  et  le 
son  rendu  un  des  plus  graves  que  puisse  donner  la  plaque,  de  sorte 
que  /  a  une  de  ses  plus  petites  valeurs,  les  calculs  resteront  très-com- 
pliqués, quoique  h  soit  très-petit.  En  effet,  il  est  vrai  qu'alors  on 
pourra  réduire  les  séries  qui  donnent  P0,  P,,  P21...  à  un  petit  nombre 
de  termes;  mais  (3  sur  le  contour  deviendra  alors  assez  grand  :  ce 
qui  obligera  de  prendre  pour  V  un  grand  nombre  de  termes  de  la 
série  (S). 

Nous  venons  de  donner  l'expression  de  «quand  elle  est  paire  par- 
rapport  à  a  et  /3;  si  elle  est  impaire  par  rapport  à  ces  deux  variables, 
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on  posera,  pour  l'obtenir, 

V  =  p„ /S  4-  pt  [S  +  p2  /55  4-  p3  P7  +  -..; 
alors  /',,  /<•_.,...  se  déduiront  de  pu  par  les  équations 

d-  il 

-~   -4-   2  .  3  O,  +   2  //'-  (  I  LOS  i(Z)l)0=  O, 

(la.2  '  v  ' 

77^  ~!~  4  •  5f>2-+-  2 A2  (-p^/\>  +  /M  --  2//2cos2a/j,  =  o, 

On  prendra,  si  g  est  impair, 

/;,,  =  Asinga  4-  /i2[fl,  sin(g  4-  2)<*  4-  /;>,  sin(g  —  2)aJ  4- ... 

+  ^-"'rag_Isin(2g—  i)a  H-£g_Isinal4-A*"Htfc+,siEi(2g4--i) «-+-..., 

et,  si  g  est  pair, 

/?„  =  A  singa  4-  ...  4-  /^~2rrtg_2sin(2g  —  2) a  4-  ég^sinaal 
4-  /rtfgSin  2ga  4-  ^+2<x.  +  isin(2g  4  i)a  4-  .... 

On  déduit  U  de  V  comme  ci-dessus,  et  les  calculs  se  continuent  de  la 
même  manière. 

Plaque  annulaire  et  elliptique  encastrée  sur  ses  deux  contours. 

i).  Considérons  une  plaque  dont  les  deux  contours  sont  des  ellipses 
homofocales  et  sont  encastrés.  Les  calculs  que  nous  allons  donner 
pour  cette  question  seraient  moins  difficiles  à  appliquer  que  ceux  de 
la  précédente,  lorsque  l'excentricité  serait  peu  considérable.  Il  est  fa- 
cile de  s'expliquer  la  raison  de  cette  différence  :  on  ne  peut  faire  c  =  o 
et,  par  suite,  h  =  o,  dans  la  question  précédente,  pour  avoir  le  mou- 
vement vibratoire  d'une  plaque  circulaire,  tandis  que,  dans  les  calculs 
suivants,  on  aura,  en  faisant  c  =  o,  la  solution  qui  se  rapporte  à  la 
plaque  dont  les  contours  sont  des  cercles  concentriques.  On  aurait 
donc  une  solution  approchée  du  problème  en  supposant  c  —  o  dans 
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nos  calculs;  puis  nos  formules  permettraient  de  traiter  plus  aisément 
le  cas  où  l'excentricité  serait  petite.  Le  calcul  où  l'on  fait  c  —  a  pour- 
rait d'ailleurs  être  d'abord  vérifié  par  une  recherche  expérimentale. 

Posons 

B  —  s  ~  l  —  •>     —  =  m, 

1  ia        in 

et  les  équations  (P)  et  (Q)  se  changeront  en  les  suivantes  : 

y^-  '  da?  de2  \  /[  2  / 

Développons  V  de  la  manière  suivante  : 

X0,X,,X2,...  étant  des  fonctions  de  a  seul,  et,  en  substituant  dans(P'), 
nous  aurons  les  équations 

-j^r  +  aX2  =  l-y  -  a-  -  j  +  -cosaajXo, 


</a! 


2.3X3  =  /2  (  -  a2  -  j  +  £  cos2«j  X,  ■+-  L-  (  -  ia>  +  ^)xo, 
3  4X,  =  p(-  rt2  -  j  -+-  r~  cosaa)x,+  /2  (  -  2«2  +  ^)x, 

-  /2^2fl2+   ~JX0, 


qui  permettront  de  les  déterminer  toutes  au   moyen  des  deux   pre- 
mières X0  et  X, . 

Prenons  pour  X0  et  X,  des  développements  analogues  à  celui  que 
nous  avons  pris  pour  P0  dans  la  question  précédente;  posons  donc, 
g  étant  un  nombre  entier, 

X0=  A  cosga  H-  <r  [#,  cos(e  +  2) a  +  b,  cos(g  —  2)*] 

+  c"[a2  cos(g  -+-  4)«  +  /'a  cos(g  —  4)«]  +  ••• 
X,  =  B  cosga  -h  c2  [c,  cosfg    h  a)«  -+-  (/,  cos(g—  2)«]  -+■    ... 
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el  nous  savons  qu'à  une  certaine  distance  du  premier  terme  les  puis- 
sances dec  ne  multiplient  plus  qu'un  seul  ternie.  Alors  les  fonctions  X2, 
Xs,...  se  mettront  aisément  sous  la  même  forme. 
De  même,  nous  poserons 

U  =  Y0+Y)£-;-  Y2g'  +  Y,£3+  ..., 

et  Y2,  Ys,...  se  déduiront  de  Y0  et  Y,,  comme  X2,  X3)...  se  déduisent 
de  X0  et  X,,  pourvu  qu'on  remplace  toutefois  l2  par  —  P. 

Remarquons  que  nous  pouvons  déterminer  la  quantité  a  qui  n'a 
pas  encore  été  fixée  de  manière  que  e  soit  nul  sur  le  contour  intérieur. 
Supposons  donc  que  e  =  o  soit  l'équation  de  ce  contour;   comme  il 


X0  +  Y0  = 

=  o, 

X,  H- Y,  =o, 

ou 

Y0=  - 

-x0-, 

Y,  =      -X,. 

Il  reste  à  satisfaire  aux  équat 

ions 

V  +  U  = 

o, 

r/V          dU 

d7  +  m  =  °' 

sur  le  contour  extérieur  qui  a  pour  équation  s  —  b,  b  étant  une  con- 
stante. 

Supposons  par  exemple  que  c  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse 
négliger  les  termes  en  c6  ;  on  voit  aisément  que  les  deux  équations 
précédentes  sont  de  la  forme 

I.cosga  +■  Mcos(g  4-  2)a  -+-  M'cos(g  —  a)« 

-t-  Ncos(g  -+-  4)a  +  N'cos(g  —  4)«  =  o, 

dh  dM  ,  >  dN'  .  ,. 

—  cosga  +  —  cos(g+  2)a  +  ...  -+-  -^-cos(g  -4)a  =  o; 

elles  ont  lieu  pour  e  —  h  et  produisent  les  dix  suivantes  : 

L  =  o,      M  —  o,  . . . , 
dL  dM 
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elles  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  c,  at,  a2,  bt,  b^,  C|,'C2,  at,rfa, 
ci  elles  serviront  à  les  déterminer  ainsi  que  /. 

On    obtiendrait   une  solution   simple  d'un   autre  genre  en   prenant 
pour  X„  et  X,  des  séries  de  sinus. 


Toutes  les  considérations  qui  précédent  sont  parfaitement  rigou- 
reuses; mais  comme  la  physique  mathématique  doit  se  proposer  de 
rendre  compte  des  faits  de  l'expérience,  nous  allons  chercher  à  les 
expliquer  par  des  considérations  qui  n'ont  pas  la  même  rigueur,  et 
que,  pour  cette  raison,  nous  avons  le  plus  grand  soin  de  séparer  des 
premières. 

Les  plaques  que  les  physiciens  font  vibrer  ordinairement  ont  leurs 
bords  libres,  et  nous  avons  vu  qu'on  ne  peut  adopter  pour  les  condi- 
tions sur  les  bords  les  trois  équations  données  par  Poisson  et  Cauch)  ; 
nous  allons  donc  essayer  de  les  déterminer  d'après  les  résidais  de 
l'expérience. 

Si  l'on  fait  vibrer  nue  plaque  circulaire,  on  obtient  pour  lignes 
nodales  des  cercles  concentriques  et  des  diamètres  qui  les  divisent  en 
parties  égales. 

Considérons  ensuite  une  plaque  elliptique.  Savait,  dans  son  Mé- 
moire  sur  les  plaques  vibrantes,  inséré  dans  les  Annales  de  Chimie 
et  de  Physique  (t.  LXXIII,  1840),  donne  six  figures  qui  représentent 
les  lignes  nodales  d'une  plaque  elliptique,  et  il  dit  à  l'occasion  de 
ces  lignes  :  «  Dans  les  figures  qui  viennent  avec  une  grande  pureté, 
les  lignes  nodales,  quel  qu'en  soit  le  nombre,  sont  des  ellipses  et 
des  hyperboles  d'une  régularité  qu'on  pourrait  appeler  géométrique, 
et,  ce  qui  est  extrêmement  remarquable,  non-seulement  toutes  les 
ellipses  nodales  ont  les  mêmes  foyers  que  l'ellipse  du  contour  de  la 
plaque,  mais  les  hyperboles  ont  leurs  foyers  aux  mêmes  points.  » 

Ces  résultats  prouvent  évidemment  que  la  formule  du  mouvement 
vibratoire  ne  peut  être  qu'une  solution  simple,  et  que  les  conditions 
aux  limites  sont  renfermées  dans  un  des  quatre  cas  examinés  au  n°2. 

Tome  XIV  {2"  série).  —  JciLLr.T  1  ''  '» 
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Il  semble,  d'après  cela,  que  l'on  doive  s'arrêter  aux  conditions  2"  : 

<7'  Au  —  o,     --—  =  o; 

an 

car  si  l'on  suppose  que  le  mouvement  ne  varie  pas  avec  y,  il  en  résulte 
pour  les  conditions  aux  extrémités  libres  d'une  lame 

(/>)  — —  =  o,     — —  =  o, 

et  ce  sont  en  effet  celles  que  l'on  adopte. 

Or,  si  u  satisfait  aux  conditions  («)  sur  les  bords,  on  posera 
u  =  U  4-  V,  et  si  la  plaque  est  elliptique,  U  et  V  se  développeront 
comme  an  n°  5.  Si  l'on  a  bien  la  solution  voulue,  comme  on  doit  avoir 
pour  lignes  nodales  des  hyperboles  homofocales  avec  l'ellipse  du  con- 
tour, u  devra  être  divisible  par  une  fonction  de  c/.;  mais  on  trouve  que 
cela  est  impossible. 

Contentons-nous  d'indiquer  comment  on  peut  constater  cette  im- 
possibilité, qu'il  suffit  de  reconnaître  dans  un  cas  particulier.  Suppo- 
sons g  =  3;  on  aura  pour  solution 

u  =  P0  +  I70  -H  (P,  +  n,)/3a  +  (P,  -h  rL)/3"  4-  . . . , 

où  l'on  fera,  si  l'on  néglige  h\ 

P0  =  Acos3«  -f-  h2(acos5a  -+-  bcosa), 
Il0  =  A'cos3a  —  A2(a'cos5a  +  b'  cosu); 

on  en  déduira  Pt,P2,n,,  n2  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  5; 
enfin  ces  quatre  fonctions  étant  calculées,  on  prouvera  qu'on  ne  peut 
pas  déterminer  les  coefficients  a,  b,  A',  a',  b'  si  P0  et  II0  sont  différents 
de  zéro,  de  manière  que  les  trois  fonctions  de  « 

p0  +  n0,    p.-r-n,    p2  +  n2 

aient  un  même  diviseur  commun;  donc  à  plus  forte  raison  u  n'est  pas 
divisible  par  une  fonction  île  a. 

Que)  que  soit  le  contour  de  la  plaque,  on  ne  peut  donc  adopter  les 
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conditions  (a)  sur  les  bords.  Des  trois  c;is  restants  du  n"  2,  il  n'\  a 
évidemment  de  possible  que  le  quatrième,  pour  lequel  on  a  sur  le 
contour 

il  n  d\ii 

^=°'      -ak        " 

Alors,  si  le  contour  est  une  ellipse,  la  valeur  de  u  sera  de  la  forme 
u  =y'(a)F(/3),  comme  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la  mem- 
brane elliptique,  et  les  lignes  nodales  sont  des  ellipses  et  des  hyper- 
boles liomofocales;  de  plus  le  contour  est  un  ventre  de  vibration  :  ce 
qui  est  assez  conforme  à  l'expérience.  Avec  ces  conditions  aux  limites, 
la  théorie  de  la  plaque  elliptique  à  bords  libres  se  déduit  immédiate- 
ment de  celle  que  nous  avons  donnée  pour  la  membrane  de  même 
forme  dans  le  tome  précédent  de  ce  journal. 

Les  équations  (b)  ne  pourraient  donc  plus  être  admises  pour  les 
bords  de  la  lame,  et  il  faudrait  y  substituer  les  équations 

,  du  il    II 

S  =  °'     7777  =  °- 

D'après  un  Mémoire  de  M.  Lissajous  [Annales  de  Chimie  et  de 
Physique,  i85o),  les  conditions  (b)  pour  les  bords  s'accorderaient 
assez  bien  avec  les  expériences;  mais  il  faudrait  voir  si  les  formules  (c) 
ne  seraient  pas  autant  d'accord,  car,  si  l'on  excepte  les  deux  nœuds 
les  plus  proches  de  chaque  extrémité,  il  a  trouvé  dans  ses  expériences 
que  la  distance  entre  deux  nœuds  consécutifs  est  la  même  sur  toute  la 
longueur  de  la  lame.  Ce  physicien  n'a  pas  non  plus  considéré  d'états 
vibratoires  donnant  moins  de  cinq  nœuds,  et  ceux  où  il  y  en  a  moins 
ne  seraient  pas  moins  utiles  à  examiner  pour  décider  cette  question. 


33.. 
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Nouveau  théorème  concernant  la  fonction  numérique  I  (k)  : 
Pau  M.  ,1     LIOIYILLE. 


Nous  désignons,  à  noire  ordinaire,  par 

F{k) 

le  nombre  des  formes  quadratiques  binaires,  primitives  ou  non,  de 
détei  minant  —  k,  dont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 
Soit  ///  un  nombre  entier  donné,  impair  et  premier  à  5,  et  /  un  entier 
variable,  dont  les  valeurs  successives  sont  celles  de  la  suite  naturelle 

i,  2,  3,  /,,   5,..., 

en  s'arrêtanl  au  moment  où  l'on  cesserait  d'avoir 

î  oui  —  a5/2  >  <>. 

Cela  posé,  le  théorème  que  je  veux  énoncer  ici  consiste  en  ce  que  Ion 
a  toujours 

F(iom)  4-  2lF(\om  —  zBt*  \  =  zÇ,  (m), 
équation  où  je  représente,  comme  d'habitude,  par 

la  somme  des  diviseurs  de  m,  et  où  le  signe  somma toire  porte  sur  les 
valeurs  de  t. 

Vérifions  cette  équation   sur  quelques  exemples.  Et  d'abord,  soit 
///  =  i .  Elle  se  réduit  alors  à 

F(io)  =  », 
ce  qui  est  exact. 
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Pour  //;  =  3,  elle  donne 

F(3o)  +  aF(5)  =  8, 

ce  qui  est  vrai  aussi,  attendu  que  l'on  a,  par  un  procédé  direct, 

F(5)=  2 
et 

**(3o)  =    i 

D'après  notre  énoncé  même,  nous  ne  pouvons  pas  prendre 

m  =  5. 
Mais  pour 

m=  7. 
il  nous  viendra 

F(7o)  +  2F(7o-  25.12)=  2?,  (7), 

c'est-à-dire 

F(7o)  +  2F(45)  =  16. 

Or  on  a  d'une  part 

F(45)  =  6, 
et  d'autre  part 

F(?oj  =  4. 

La  vérification  cherchée  a  donc  lieu.  . 

Il  en  serait  de  même  pour 

m  =  ç),    il,    i3,    17,.-: 
mais  à  quoi  bon  pousser  plus  loin  ces  calculs? 
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L'équation 

F(xom)  +■  2lF(iom  -  t2)  =  Ç,(m), 

où  l'entier  m  est  premier  à  10,  nous  a  paru  mériter  une  mention  spé- 
ciale; mais  elle  peut  être  généralisée  :  je  veux  dire  qu'il  y  a  une  for- 
mule analogue,  quoique  naturellement  un  peu  moins  simple,  pour 
le  cas  d'un  entier  donné  quelconque.  Ce  sera  le  sujet  d'un  autre 
article. 
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Reniai  (lue  au  sujet  de  la  fonction  £,  (n)  qui  exprime  la  somme 

des  diviseurs  de  n; 

Par  M.  J.   LIOUVILLE. 


Cette  remarque  est  bien  simple  et  chacun  pourra  la  vérifier  tout  de 
suite  au  moyen  de  la  formule  connue  qui  donne  la  valeur  de  Ç,  (m) 
en  fonction  des  facteurs  premiers  entrant  dans  la  composition  de  n 
et  de  leurs  exposants.  Soit  a  un  des  facteurs  premiers  dont  il  s'agit. 
et  faisons 

n  =  aq; 

q  sera  naturellement  un  entier;  mais  deux  cas  peuvent  se  présenter 
suivant  que  q  est  ou  n'est  pas  divisible  par  a.  Quand  q  n'est  pas  divi- 
sible par  a,  on  a,  comme  on  sait, 

Ç1(«g)  =  («+  i)£i(7)- 

Maintenant  j'ajoute  que  quand 

1 

a 

est  entier,  une  autre  équation  presque  aussi  simple  s'oflre  à  nous,  car 
alors 

Ç,(aSf)  +  «Ç,(i)  =  (fl  +  i)Ç,(î). 
La  fonction 

intervient  (et   même  de   plus  d'une   manière,  ainsi  que  Jacobi    l'a 
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montré  le  premier)  dans  l'expression  du  nombre  des  représentations 
I  un  entier  donné,  par  une  somme  de  quatre  carrés.  On  pourra  donc 
lini  parti  de  la  formule  (pie  nous  venons  de  mettre  sous  les  yeux 
du  lecteur;  niais  la  place  nous  manque  pour  de  plus  longs  déve- 
loppements. Contentons -nous  aujourd'hui  d'ajouter  que  des  consi- 
dérations du  même  genre  s'appliquent,  non-seulement  à  la  fonction 
numérique  plus  générale 

qui  représente   la   somme  des   puissances   de  degré  u,   des   diviseurs 
le  n  et  pour  laquelle  on  obtient  l'équation 

nais  encore  aux  fonctions  _ 
dont  nous  avons  eu  aussi  à  nous  occuper  souvent. 
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Etude  sur  les  surfines  isothermes  et  sur  les  courants  de  chaleur, 
dans  les  milieux  homogènes  chauffés  en  un  de  leurs  points  ; 

Par  m.  j.  boussexesq. 


Le  but  île  ce  Mémoire  est  de  montrer  les  rôles  que  jouent,  dans 
trois  questions  intéressantes  concernant  la  propagation  delà  chaleur, 
Vellipsoïde  principal  de  M.  Lamé  et  celui  que  j'ai  appelé  ellipsoïde  des 
conductibilités  linéaires  [*].  « 

M.  Lamé  a  démontré  qu'il  y  a,  dans  tout  milieu  homogène,  un 
ellipsoïde  tel,  que,  si  l'on  adopte  pour  axes  des  coordonnées  un  sys- 
tème quelconque  de  ses  diamètres  conjugués,  l'équation  de  la  chaleur 
prend  la  forme  simple  de  celle  de  Fourier,  mais  avec  trois  coefficient 
distincts  an  lieu  d'un  seul,  et  que  ces  trois  coefficients  ne  sont  autres 
que  les  carrés  des  demi-diametres  correspondants.  C'est  l'ellipsoïde 
principal. 

Je  fais  voir  qu'il  existe  pour  le  même  milieu  un  autre  ellipsoïde, 
jouissant  de  cette  propriété,  que,  si  un  courant  de  chaleur  se  propage 
à  travers  le  milieu  dans  une  direction  quelconque,  ce  courant  est  égal 
à  la  dérivée,  changée  de  signe,  de  la  température  suivant  cette  direc- 
tion, multipliée  par  le  carré  du  demi-diamètre  correspondant.  C'est 
l'ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires.  Il  a  un  diamètre  commun 
avec  l'ellipsoïde  principal;  de  plus,  les  plans  conjugués  à  ce  diamètre 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  surfaces,  et  les  coupent  suivant  deux 
ellipses  homothétiques,  dont  la  plus  grande  appartient  à  l'ellipsoïde 
des  conductibilités  linéaires. 

Les  trois  questions  fondamentales  que  j'étudie,  et  où  interviennent 
ces  deux  ellipsoïdes,  sont  :  i°  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  mi- 


[*]  Voir  à  ce  sujet  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  LXV,  p.  io4,  une  autre  Note  insén'e  au  tome  LXVI,  p.  i  iq^,  tt  nu 
Thèse  (Etude  sur  la  Propagation  de  la  clialeur  dans  les  milieux  homogènes ,  Paris, 
1867,  chez  M.  Gauthier- Villars,  libraire). 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Juillet  îSfio,.  j-| 
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lieu  indéfini ;  2°  Propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre  recliligne 
indéfinie;  3°  Propagation  de  la  chaleur  dans  une  plaque  très-mince  et 
plane,  indéfinie.  Dans  ces  trois  cas,  le  milieu  est  supposé  chauffé  en  un 
point  unique,  pris  pour  origine  des  coordonnées. 

Dans  la  première  question,  les  surfaces  isothermes  sont  des  ellip- 
soïdes concentriques,  semblables  et  semblablement  placés,  dont  l'un 
n'est  autre  que  l'ellipsoïde  principal.  La  chaleur  se  répand  en  tous 
sens  à  partir  de  l'origine  :  elle  décrit  des  espèces  de  spirales,  silures 
sur  des  cônes  ou  tourbillons  de  chaleur,  dont  le  sommet  est  à  l'ori- 
gine, et  qui  ont  pour  directrices  les  intersections  de  l'ellipsoïde  prin- 
cipal par  les  plans  conjugués  au  diamètre  commun  des  deux  ellip- 
soïdes. Tout  le  long  d'une  même  génératrice  des  cônes,  les  tangentes 
aux  spirales  qui  la  coupent  sont  parallèles.  Pour  obtenir  une  droite 
qui  ail  leur  direction,  il  faut  mener,  au  point  où  la  génératrice  s'ap- 
puie sur  l'ellipse  directrice,  une  tangente  à  celte  ellipse,  la  prolonger 
dans  un  sens  déterminé  jrtsqiùà  la  rencontre  de  l'ellipsoïde  des  con- 
ductibilités linéaires,  et  joindre  l'origine  à  son  extrémité.  Les  spirales 
couperont  toutes  les  génératrices  sous  un  angle  constant,  si  les  deux 
ellipsoïdes  sont  de  révolution  autour  de  leur  diamètre  commun. 

Dans  la  deuxième  question,  en  supposant  des  barres  taillées  à  partir 
de  l'origine  dans  le  même  milieu,  chauffées  simultanément  à  celte 
origine,  et  rayonnant  de  la  même  manière  (ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  elles  sont  d'égales  dimensions  et  recouvertes  d'un  vernis  qui  leur 
donne  la  même  conductibilité  extérieure),  je  démontre  que  leurs  points 
d'égale  température  seront  situés,  à  chaque  instant,  sur  des  ellipsoïdes 
homothéticpies  par  rapport  à  celui  des  conductibilités  linéaires.  De 
plus,  leurs  surfaces  isothermes  seront  des  éléments  plans  de  direction 
constante  pour  une  même  barre,  et  celui  d'entre  ces  éléments  qui  est 
à  l'intersection  de  la  barre  par  l'ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires 
deviendra,  si  on  le  prolonge,  langent  à  l'ellipsoïde  principal.  Les  cou- 
rants de  chaleur  sont  rectilignes,  car  la  chaleur  s'écoule  le  long  des 
barres. 

Enfin,  dans  la  troisième  question,  les  courbes  isothermes  dessinées 
sur  la  plaque  sont  des  ellipses  situées  sur  des  ellipsoïdes  semblables  à 
celui  des  conductibilités  linéaires  et  semblablement  placés.  Plusieurs 
plaques,   taillées   suivant   des  sens  différents  dans   le   même  milieu, 
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chauffées  pareillement  el  rayonnant  de  la  même  manière,  ont  an  même 
instant  leurs  courbes  d'égale  température  sur  des  ellipsoïdes  différents. 
<  )u  obtient,  par  exemple,  les  ellipsoïdes  correspondants  à  une  certaine 
température,  la  même  chez  toutes  les  plaques,  si  on  construit,  pour 
chacune  d'elles,  celui  qui  esl  tangent  à  l'intersection  de  la  plaque 
considérée  par  l'ellipsoïde  principal.  Les  surfaces  isothermes,  menées 
suivant  les  lignes  d'égale  température  ainsi  obtenues,  sont  des  cylin- 
dres qui,  prolongés,  se  trouvent  être  tangents  à  l'ellipsoïde  principal. 

La  chaleur  se  répand  dans  chaque  plaque  en  décrivant  des  spirales, 
el  celles-ci  sont  parallèles  entre  elles  aux  points  où  elles  coupent  un 
même  rayon  émané  de  l'origine.  La  direction  de  leurs  tangentes  en 
ces  points  s'obtient  d'une  manière  analogue  à  celle  i\n  premier  cas  : 
il  faut  mener,  à  l'intersection  du  rayon  par  la  courbe  d'égale  tempé- 
rature dont  il  vient  d'être  parlé,  une  tangente  à  celte  courbe,  la  pro- 
longer dans  un  sens  déterminé  jusqu'à  la  rencontre  de  l'ellipsoïde  des 
conductibilités  linéaires,  et  enfin  joindre  à  son  extrémité,  par  une 
droite,  l'origine  des  coordonnées;  celte  dernière  droite  a  même  direc- 
tion que  les  tangentes  cherchées.  Les  spirales  couperont  tous  les  rayons 
sous  un  même  angle,  c'est-à-dire  seront  logarithmiques,  si  les  courbes 
d'égale  température  sont  des  cercles. 

Je  ne  pense  pas  que  ces  problèmes  eussent  déjà  été  traités  dans  leur 
ensemble.  Je  les  croyais  même  absolument  nouveaux  lorsque  j'ai  pré- 
senté plusieurs  d'entre  eux,  dans  une  Thèse,  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris.  Mais,  depuis,  j'ai  trouvé,  aux  tomes  XXV,  p.  870,  et  XXVII, 
p.  129,  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences, 
deux  articles  où  M.  Duhamel  traite  des  surfaces  isothermes  qui  se  pro- 
duisent dans  les  milieux  homogènes  symétriques,  soit  indéfinis,  soit 
taillés  en  plaques  minces.  M.  Duhamel  indique  seulement  ses  résultats, 
cpii  concordent  avec  les  miens  dans  l'hypothèse,  qu'il  adople,  de  la 
symétrie  du  milieu  [*]. 

§  I.    —    Ellipsoïde  principal. 

Soient,  à  l'époque  t  :  .r,  j-,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  quelconque  d'un  milieu  homogène  en  repos;  11  la  température 

[*]  Voir,  a  la  paye  suivante,  la  définition  dr  cette  symétrie. 

3.Î.. 
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de  ce  point;  p  lu  capacité  du  corps  pour  la  chaleur  sous  l'unité  de 
volume;  f(u,  t)  la  quantité  de  chaleur,  rapportée  à  l'unité  de  volume 
et  à  l'unité  de  temps,  que  reçoit  le  corps  autrement  que  par  conduc- 
tibilité. M.  Lamé  démontre,  dans  sa  troisième  Leçon  sur  la  Chaleur, 
§  XXIV,  qu'on  peut  toujours  choisir  les  axes  des  coordonnées  de  ma- 
nière (pie  l'équation  de  la  température  prenne  la  forme 


du  _  _jS  .i'^u         ,,  Wu  „  d-u 

dj  ■  +  C"  ~dz>  ' 


p-  =  ?u,t)  +  a*  —  +b*: 


De  plus,  les  trois  flux  de  chaleur  F,,  F2,  F3,  rapportés  à  l'unité  de 
surface  et  à  l'unité  de  temps,  qui  traversent  les  éléments  plans  perpen- 
diculaires aux  axes,  en  allant  des  parties  positives  de  ceux-ci  vers  leurs 
parties  négatives,  peuvent  s'écrire 


du  du  du      -  du  du  du  du  du  du 

, —  v-r+1"v>   f»=^-^ — >■  t  +  '■>  ~r  >   1?jI -r'"~, — ?T  "" --'-r; 

d.r         dy  dz  dy  dz  d.r  dz  dx  dy 


a-,  //■',  c2,  ).,  ix,  v  sont  six  coefficients  de  conductibilité,  dépendants  de 
la  nature  du  corps.  Je  représente  les  trois  premiers  par  des  carrés,  afin 
de  rappeler  qu'ils  sont  essentiellement  positifs.  Les  trois  autres  peu- 
vent être  de  signe  quelconque  :  ils  sont  nuls  dans  les  milieux  étudiés 
par  M.  Duhamel,  milieux  symétriques  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés  choisis,  c'est-à-dire  tels  que  les  expressions  des  trois  flux  F, , 
F2,  F3  n'y  changent  pas,  quand  on  change  en  son  opposée  la  direction 
de  l'un  quelconque  des  axes. 

M.  Lamé  appelle  principal  (Leçons  sur  la  Chaleur,  §  XXVI)  l'el- 
lipsoïde 

(3)  t  +  tk -+-*=*. 

v     '  tr  0-  c' 

et  il  fait  voir  que,  si  on  le  rapporte  à  un  système  quelconque  de  dia- 
mètres conjugués,  de  manière  à  mettre  son  équation  sous  la  forme 

x'!  y'2         z'"1 
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l'équation  de  la  chaleur,  avec  le  mémo  système  d'axes,  sera 

Cette  proposition  nous  servira  plus  tard.  Nous  allons  la  démontrer 
simplement,  en  parlant  de  la  transformation 

qu'a  employée  M.  Duhamel. 

Afin  d'ahréger  l'écriture,  nous  représenterons,  dans  la  suite  de  ce 
Mémoire,  par  le  signe  S  la  somme  de  trois  termes,  dont  le  premier 
sera  écrit  après  ce  signe,  et  dont  les  deux  autres  se  déduiraient  de 
celui-là  par  une  et  par  deux  permutations  circulaires  effectuées  sur  les 
lettres  correspondantes;  ces  lettres  seront  :  x,  y,  z;  §,  yj,  Z;  r/,  b,  c; 
X,  p.,  v;  m,  n,  p\.  ..  .  Par  exemple,  l'équation  de  l'ellipsoïde  principal 

s'écrira  S  — =r.  Une  relation  telle  nue 
a-  x 

(nz  —  py)nï -+-  (pjc  —  mz)n' +  [inj —  nx)  p'  =  o 

s'écrira  de  même 

S(nz  —  pjr)m'=  o. 

Cela  posé,  les  variables  2,  vj,  Ç,  substituées  à  o-,  y,  z,  mettent  les 
expressions 


Srt*-7—      et      S  — 
tic'  a- 


sous  les  formes  respectives 

*9    «    «"• 

Adoptons,  pour  nouveaux  axes  des  coordonnées,  un  système  quel- 
conque de  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  principal.  L'équation 
de  celui-ci  prendra  la  forme 

x"1  .  .1-  -,  x" 

S— r  —  i;       ce  nui  donne  identiquement      S —  =  S— 7- • 
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Si  nous  posons 

a    ~  Ç  '       b'  ~    '  '      r'  ~~  T  ' 
nous  devrons  donc  avoir 

Or  r.  )  ,  s,  et,  par  suite,  2,  yj,  Ç,  sont  fonctions  linéaires  de  x',  y',  z', 
on  de  g',  •<;',  Ç'.  En  désignant  par  m,  n,  p\  m',  «',//;  w",  rc",  />"  certains 
coefficients,  on  aura 

(5)  Ç=in§'-H/»'ïj'4-i«'Ç'f   »}  =  iiÇ'+ii'iî'+-'*"Ç'j    s  =  />£'  + />Y  +  />"?'• 
L'égalité  de  S|s  à  S£'a  entraîne  les  six  relations 

(6)  Sm2=i,  Sih'*=i,   Sm"2=i,   Sm'm"=o,  Sm"m  =  o,   Smm'=o. 

Alors  les  équations  (5),  respectivement  multipliées  par  m,  h,  />,  ou 
par  m',  /»',/>',  ou  par  /h",  //'"  />",- ct  ajoutées,  donnent  les  relations  in- 
verses 

§'=  Sm|,     >)'=  Sm'Ç,     Ç'=Sm"|. 

De  celles-ci  on  déduira,  pour  transformer  les  dérivées  partielles  de  m, 
les  formules 

rf  d  ,   cl  „   ci 

fl|  rfç  rtij  rfÇ 

,      (/  (/  ,      cl  „     </ 

(7)  \  t  —  "  yr<  ■+- n  n  +  "  tp' 

I    iln  clc,  clr,  cil, 

1/  il  ,     ri  „     d 

Elles  sont  pareilles  aux  relations  (5),  et  changeront 

„d'u  cd'u  _     .d*u  ,2d'u 

b  ——      en     o— -7-5      ou  bien      Sfl   -  —     en      brt'-— ri 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


§  II.    —    Ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires. 

On  sait  qu'un  élément  plan  quelconque,  mené  par  le  point  (.?%/,  z), 
est  actuellement  traversé  par  un  flux  de  chaleur,  dont  l'expression, 
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pour  l'unité  de  surface  et  dans  l'unité  de  temps,  en  appelant  ///,  n,  p 
les  cosinus  des  angles  que  tait  avec  les  axes  la  normale  à  l'élément, 
menée  du  côté  d'où  vient  le  flux,  est 

(8)  F=,/<F,+-nF2H-^F3['J. 

Ce  flux  sera  nul,  si  la  direction  (w,  n,  p)  de  la  normale  est  perpen- 
diculaire à  la  direction  (F,,  Fa,  Fs),  c'est-à-dire  à  celle  qui  fait  avec 
les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  F,,  F2,  F3. 
Soient^  g,  h  ces  cosinus,  et  dl  une  ligne  infiniment  petite  menée,  à 
partir  de  (,r,  r,  z),  dans  la  direction  correspondante.  Tout  élément 
superficiel  passant  par  la  ligne  dl  n'est  donc  traversé  par  aucun  llux; 
ce  qui  revient  à  dire  que,  tout  près  de  (x,  r,  z),  la  chaleur  marche 
dans  le  sens  de  la  ligne  dl,  ou  y  forme  un  courant  dirigé  suivant  cette 
ligne.  Proposons-nous  de  calculer  la  valeur  de  ce  courant,  en  fonction 

de  la  dérivée  partielle  —  de  la  température  suivant  la  ligne  dl.  Les 
trois  cosinus^  £',  h  étant  proportionnels  à  F,,  F2,F3,on  aura,  d'après 
les  relations  '  ■?,], 

du  du  du  du  du  du  du  du        .  du 

(QJ      dx  dv        r  dz  _         dy  dz  d r  dz  dx  dy 

Appelons  k  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports,  et  résolvons 

,     du     du     du     -T  1     •         1 

par  rapport  a  -.- ->  —  ■>    r-  Nous  obtiendrons 

1  '  1  dx    dy     dz 

du  du 

dx  dy 


fr cif  -).  lS\f •+  vc2 g  —  <j.b* h        c'a!g-hpSyf-\-la>/t  —  vr'/ 

du 
dz 


a2b'/i  +vS>./4-  f-b'J  —  Xa'g 


a'b'c'  +  S).1»' 


[*]  Pair  la  deuxième  Leçon  sur  la  Chaleur,  île  M.  Lamé,  §  XVIII. 
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...         du     du      du  .  , . 

Les  (rois  dérivées  partielles  -7-5  —  >    -7-  sont  proportionnelles   aux 

1  dx     dy      dz  '        l 

cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  la  surface  iso- 
therme u  =  const.,  qui  passe  par  [x, y,  2);  donc  les  rapports  de  ces 
trois  dérivées  partielles  et  la  direction  de  la  normale  sont  complète- 
ment déterminés,  quand  la  direction  (/,  g,  h)  du  courant  l'est  elle- 
même. 

A  l'inverse,  si  les  mêmes  surfaces  restent  surfaces  isothermes  à  tous 
les  instants  consécutifs,  les  directions  de  leurs  normales  ne  varieront 
pas  avec  le  temps,  et,  par  suite,  d'après  (9),  les  cosinus^,  g,  //  conser- 
veront en  chaque  point  (je,  y,  z)  les  mêmes  valeurs  :  la  chaleur  mar- 
chera suivant  des  lignes  fixes,  que  nous  appellerons  filets  ou  courants 
de  chaleur,  et  dont  la  tangente  au  point  quelconque  (.r,  y,  z)  aura  la 
direction  (f,  g,  /?). 

\  joutons,  terme  à  terme,  les  trois  premiers  rapports  (10),  après  avoir 
multiplié  les  deux  termes  du  premier  par  /',  ceux  du  second  par  g  el 

ceux  du  troisième  par  //.  Si  nous  observons  que  S/j-  =  —  >  il  viendra 


!„! 


du  ,    S> 

~dl  _  k  ' +  n'tV!      du 

[X1>       SJ^/'+ISl/j'-  a'b'c'-hSl'a^      °U  /'       (S>/)=  71' 

a1         a'b'c' 

La  grandeur  du  courant  est  mesurée  par  le  flux  C,  qui  traverse 
l'élément  plan  perpendiculaire  à  la  direction  (J,  g,  h),  en  marchant 
suivant  la  ligner//.  La  formule  (8)  et  puis  les  relations  (9)  donnent 

ou  bien,  d'après  (1 1), 

(12)  C 


a'b'c'       —  du 

"  — 7  ~+"  — 11-    1 
a'         (rut' 


Le  coefficient  de  >  dans  le  second  membre  de  cette  relation, 

peut  être  appelé  coefficient  de  conductibilité  du  corps  pour  le  courant 
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de  direction  (/,  g,  //)  :  il  mesure  l'aptitude  pinson  moins  grande  du 
milieu  à  transmettre  la  chaleur  dans  celle  direction.  Je  l'appellerai 
aussi  coefficient  de  conductibilité  linéaire,  car  nous  verrons  plus  loin 
que  c'est  celui  d'une  barre  de  même  direction,  taillée  dans  le  milieu. 
Portons  à  partir  de  l'origine,  dans  le  sens  (_/',  g,  h)  du  courant,  une 
ligne  égale  à  la  racine  carrée  de  ce  coefficient.  Pes  extrémités  de 
toutes  les  lignes  pareilles  donneront  l'ellipsoïde 

,    ...  c  .r-  (S)..*-)'  Sk'a1 

('3  S  -  -+-  L-    -,  =  r  -t-  -rrrv 

v       '  a'  trti-c'  n'o-c2 

Je  l'appelle  ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires-  Il  coïncide  avec 
l'ellipsoïde  principal  (3)  dans  le  cas  des  milieux  symétriques,  c'est-à- 
dire  quand  on  a  X  =  o,  fi  =  o,  v  =  o.  Si  le  milieu  est  peu  dissymétri- 
que, ou  que  les  coefficients  X,  p.^  v  soient  très-petits,  on  peut  encore 
regarder  les  deux  ellipsoïdes  comme  identiques  sauf  erreur  négligea- 
ble, car  ces  coefficients  n'entrent  dans  l'équation  (i3)  que  par  leurs 
carrés  et  leurs  produits. 

En  général,  les  deux  ellipsoïdes  n'ont  que  deux  points  communs.  En 
effet,  les  valeurs  de  .r,  y,  z  qui  vérifient  leurs  deux  équations  (3)  et 
(i3)  donnent 


X 


S-  =  i      et     S/.r  =  ±  vSX-rr  . 
a-  ' 

La  seconde  de  ces  relations  est  l'équation  de  deux  plans  tangents  a 
l'ellipsoïde  principal,  et  perpendiculaires  à  la  direction  dont  les  angles 
avec  les  axes  ont  leurs  cosinus  proportionnels  à  X,  fi,  v.  Ainsi  les  points 
communs  aux  deux  ellipsoïdes  se  réduisent  aux  deux  points  de  contact 
de  ces  plans  avec  l'ellipsoïde  principal.  Les  deux  surfaces  y  ont  donc 
un  diamètre  commun  et  s'y  touchent,  c'est-à-dire  que  les  plans 
SXx  =  const.  y  sont,  chez  tous  les  deux,  conjugués  au  diamètre  com- 
mun. L'un  de  ces  plans,  S\x  =  o,  coupe,  d'après  (i3),  l'ellipsoïde  des 
conductibilités  linéaires  suivant  la  même  courbe  que  la  surface 

„  X1  Sr-<r 

S  -  =  i  + 


tr  b-c- 


semblable  à  l'ellipsoïde  principal.  Donc  les  courbes  d'intersection  des 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Aokt  1869.  35 
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doux  ellipsoïdes  par  les  plans  conjugués  au  diamètre  commun  sont 
des  ellipses  homothé tiques,  dont  les  plus  grandes  appartiennent  à  celui 
des  conductibilités  linéaires  :  celui-ci  est,  par  suite,  extérieur  à  l'autre. 

§  ÎH.   —   Surfaces  isothermes  et  courants  de  chaleur  clans  un  milieu 

homogène  indéfini. 

admettons  qu'un  milieu  homogène  indéfini  soit  primitivement  à  la 
température  zéro,  et  qu'on  vienne  à  le  chauffer  dans  un  très-petit 
espace,  situé  à  l'origine  des  coordonnées  et  limité  par  la  surface 
t\x,  y,  z)  =  o.  La  température  u  prendra  des  valeurs  qui  vérifieront 
partout  l'équation  (i),  et  qui,  déplus,  pour  f{x, JT,  z)  =  o,  équivau- 
dront à  celles  données  à  chaque  instant  en  fonction  de  x,  y,  z,  t. 

Effectuons  la  transformation  (4).  Les  équations 


du  ,  ,  _     „  (l-  u  .-,  . 


deviendront 

f  It    =  ?(B'   ')  +  S  rfp'     J  ^'   bri'  °^  =  °" 

Considérons  un  milieu  isotrope,  qui  aurait  l'unité  pour  coefficient 
de  conductibilité,  et  dont  un  point  quelconque  aurait  pour  coordonnées 
rectangulaires  ç,  yj,  Ç.  D'après  les  deux  dernières  équations,  u  repré- 
senterait sa  température,  si  ce  milieu  était  primitivement  à  zéro,  et  si 
on  le  chauffait  dans  un  très-petit  espace  autour  de  l'origine,  limité  par 
la  surface  J(a£,  brj,  cÇ)  =  o.  Or  il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  la 
température  serait  la  même  au  même  instant  pour  tous  les  points  situés 
à  égale  distance  de  l'origine.  Ainsi  u  n'est  fonction  que  de  t  et  de  Si-3. 
On  aura  les  surfaces  isothermes  en  posant 

.,2 

SS2  =  COIlst.,      ou  bien      S—  =  COllSt. 

cr 

Les  surfaces  isothermes  sont  donc  des  ellipsoïdes  concentriques, 
semblables  et  semblablement  placés,  dont  l'un  n'est  autre  que  l'ellip- 
soïde principal. 
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En  désignant  par  ip  une  certaine  fonction,  et  par  41'  une  de  ses  dé- 
rivées  partielles,  nous  pouvons  poser 


'M)     «  =  â+(*.s: 


da 
dx 


d'où     -7-  =  il/ 


1     .'         ''"  ,/   - 

Y     i    '       —   — '    Y    T' 


Ees  équations  (o,)  donneront,  pour  déterminer  en  chaque  point  la 
direction  (J,  g,  h)  du  courant  ou  fdet  de  chaleur  qui  y  passe, 


X, 


X< 


h 


dans  lesquelles  nous  faisons 


(■6) 


•  *', 


x 


y  = 


?*=jr-  ^i 


X 


> 


z-v-^+n 


Ces  relations  montrent  d'abord  qu'en  tous  les  points  d'un  rayon 
quelconque  mené  à  partir  de  l'origine,  les  cosinus  (J\  g,  h)  restent  les 
mêmes,  puisque  x,  jr,  z  y  varient  à  la  fois  dans  un  même  rapport. 
Donc  en  tous  ces  points  les  courants  de  chaleur  sont  parallèles,  et  il 
suffit  de  considérer  le  point  du  rayon  qui  est  situé  sur  l'ellipsoïde  prin- 
cipal. Ce  point  étant  M(.r,  y,  z)  (Jig-  1),  celui  M,,  qui  a  pour  coor- 
données les  valeurs  correspondantes  (iG)  de  .r,,  jrt,  z,,  sera  situé  sui 


FlG.    I. 


l'ellipse  d'intersection  de  l'ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires  par 
le  plan  Six  =  const.,  mené  en  M  et  conjugué  au  diamètre  commun 
des  deux  ellipsoïdes. 

35.. 
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Kii  effet,  de  (16)  on  tire  d'abord 

Six,  =  Six  : 

donc  le  point  M,  est  sur  le  plan  dont  il   vient  d'être  parlé.  On  en  tire 
encore 


-»*l"£-ft?l-rlV|;- 


c- 


et,  par  suite, 


S  -7  =  S  -  -+-  S  -    v  j-  —  a  - 

a'  a-  u-\b-         '    c2 


En  observant  que  l'on  a  identiquement 

*S  Lcj  —  pb  - \         SVa'S  -   -  (SI* 


(>7)       S^v^-a 


et  SX.r,  =  SXx,  il  vient 


a2b2c>  cfb'c' 


,.  >      „  *;      (six,)-'     1       sv«'\_*5  s/2«2 

17  fi/j)  S—   +  -77T-  =     H-   -T7T1     S-  =  I  -+-  --,,  ,• 

\    1  1  ,,'  a-0'c-  \  a'o'c1)       il1  a'ùi- 

Ainsi  le  point  M,  appartient  bien  à  l'intersection  de  l'ellipsoïde  des 
conductibilités  linéaires  par  le  plan  Six  =  const.,  qui  passe  en  M. 

Si  X,  p.,  v  changent  de  signe  tout  en  conservant  les  mêmes  valeurs 
absolues,  l'ellipsoïde  principal,  qui  ne  dépend  pas  de  ces  coefficients, 
et  celui  des  conductibilités  linéaires,  dont  l'équation  ne  les  contient 
qu'au  second  degré,  resteront  les  mêmes;  d'ailleurs  les  relations  (16) 
font  voir  que,  pour  le  même  point  M(x,  y,  z)  que  dans  le  premier  cas, 
les  projections  sur  les  trois  axes  x,  —  x,  y ,  — y%  z,  —  z  de  la  ligne 
cpii  joint  ce  point  à  (a-,,j,  z,)  changent  simplement  de  signe.  On 
aura  donc,  au  lieu  du  point  primitif  M,,  un  autre  point  M't  de  la  même 
ellipse,  sur  le  prolongement  de  M,  M,  et  à  une  distance  MM',  égale 
à  31,  M.  Or  nous  avons  vu  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  que  le 
plan  mené  par  M,  perpendiculairement  à  la  direction  (X,  fx,  v),  coupe 
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l'ellipsoïde  principal  suivant  une  ellipse  MN  concentrique  et  semblable 
à  l'ellipse  M,  M',  :  donc-  la  corde  M,  M', ,  que  M  divise  en  deux  parties 
égales,  s'y  trouve  tangente  à  l'ellipse  MN. 

On  pourra,  d'après  cela,  obtenir  le  point  [x,,  yt,  z,),  en  faisant 
passer,  par  le  point  donné  M  de  l'ellipsoïde  principal,  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  direction  1,  p.,  v,  c'est-à-dire  conjugué  au  diamètre  qui 
est  commun  à  cet  ellipsoïde  et  à  celui  des  conductibilités  linéaires;  la 
tangente  en  M  à  l'intersection  de  ce  plan  par  l'ellipsoïde  principal, 
prolongée  de  part  et  d'autre  jusqu'à  la  rencontre  de  l'ellipsoïde  des 
conductibilités  linéaires,  donnera  le  point  cherché  par  l'une  de  ses 
deux  extrémités.  Il  ne  reste  plus  qu'à  savoir  laquelle  de  ces  deux  extré- 
mités on  devra  choisir. 

Pour  cela,  supposons,  afin  de  fixer  les  idées,  qu'on  ait  pris  les  axes 
de  sens  direct,  c'est-à-dire  l'axe  des  y  à  droite  de  celui  des  x,  pour  \\w 
observateur  dont  les  pieds  sont  à  l'origine  et  dont  la  tête  est  suivant 
la  partie  positive  de  l'axe  des  z.  Représentons-nous  un  autre  observa- 
teur, couché  le  long  du  diamètre  commun,  lieu  des  centres  des 
ellipses  MN,  qui  aurait  les  pieds  à  l'origine  et  la  tète  dans  la  direc- 
tion dont  les  angles  avec   les  axes  ont  pour  cosinus  - — —,     tl__ , 

1  \/SVa<     v'S'''"1 

-,  :  cherchons  si  cet  observateur,  tourné  vers  le  point  M,  verra  le 

point  (.r,,  yn  z,)  à  sa  droite  ou  à  sa  gauche. 

Les  valeurs  (16)  de  x,,  y,,  z,  variant  d'une  manière  continue 
quand  x,r,  z  varient  aussi  d'une  manière  continue,  il  est  clair  que, 
si  le  point  (x,,  j-,,  z,)  est  vu  à  droite  ou  à  gauche  de  M  dans  une 
seule  de  ses  positions,  il  le  sera  dans  toutes.  Prenons,  par  exemple,  le 

point  M(x,  y,  z),  à  l'intersection  de  l'ellipse  S  —  =  i ,  Six  =  o,  par 

le  plan  desj  z,  et  du  côté  des  y  positifs.  La  première  des  relations   16), 
combinée  avec  Six  =  o  et  x  =  o,  donne 


x 


-     -1 7V  u  f'V 


y  étant  positif,  x,  et  v  ont  signe  contraire.  Si  v  est  positif,  l'observa- 
teur a  la  tête  au-dessus  du  plan   des  xy,  et,  x,  étant  négatif,  tandis 
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que  x  =  o  et  que  y  est  positif,  le  point  M,(xn  yt,  s,)  est  vu  à  droite 
du  poinl  M.  Si  v  est  négatif,  l'observateur  ;i  la  tète  au-dessous  du  plan 
des  xr,  x,  est  positif,  et  M,  est  encore  vu  à  droite  de  M. 

Donc  la  tangente  MM,  doit  être  toujours  menée  de  gauche  à  droite 
à  partir  du  point  M. 

La  droite  OM,,  qui  joint  l'origine  des  coordonnées  au  point 
(x,,y,,  s,),  a,  d'après  les  relations  (i5),  même  direction  que  les  cou- 
ranls  de  chaleur  qui  rencontrent  OM.  Des  éléments  infiniment  petits 
de  ces  courants,  pris  à  partir  de  leur  intersection  avec  OM,  sont  donc 
dans  le  plan  MOM,,  tangent  au  cône  qui  aurait  pour  sommet  O  et 
pour  directrice  l'ellipse  MN  :  ils  se  trouvent  par  conséquent  sur  ce 
cône.  Pour  la  même  raison,  les  éléments  suivants  de  ces  courants  se- 
ront encore  sur  le  même  cône,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  les  courants  de  chaleur  sont  des  spirales  tracées  sur  des  cônes 
qui  ont  pour  sommet  commun  l'origine  et  pour  directrices  les  diverses 
sections  de  l'ellipsoïde  principal  par  des  plans  conjugués  au  diamètre 
commun  de  cet  ellipsoïde  et  de  celui  des  conductibilités  linéaires.  Ces 
cônes,  constitués  par  une  infinité  de  courants  pareils,  sont  de  véri- 
tables tourbillons  de  chaleur.  En  s'écartant  de  l'origine,  les  spirales 
tournent  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur  qui  a  les  pieds  à 
cette  origine,  et  la  tète  dans  la  direction  dont  les  angles  avec  les  axes 

ont  pour  cosinus — ,  — — -,      "  Toutes  celles  qui  se  trouvent 

1  y'SX'a1     y/SX2«*     y/S).2»1 

sur  un  même  cône  sont  parallèles  aux  points  où  elles  rencontrent  la 
même  génératrice;  leur  direction  en  ces  points  s'obtient  en  menant 
de  gauche  à  droite,  à  l'intersection  de  la  génératrice  considérée  et  de 
l'ellipse  directrice,  une  tangente  à  cette  ellipse,  et  en  joignant  l'ori- 
gine au  point  où  cette  tangente  rencontre  l'ellipsoïde  des  conductibi- 
lités linéaires.  La  chaleur  décrit  ainsi  une  infinité  de  tours,  et,  d'un 
tour  à  l'autre,  s'écarte  de  l'origine  qui  est  un  point  asymptote.  Le  seul 
courant  qui  soit  rectiligne  est  celui  qui  correspond  au  cône  central, 
c'est-à-dire  au  diamètre  commun  des  deux  ellipsoïdes. 

Les  expressions  (i4)  des  dérivées  partielles  de  «,  portées  dans  les 
relations  (2),  changent  la  formule  générale  (8)  des  flux  de  chaleur  en 

F  =  ù'Smx,. 
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La  valeur  du  courant  C  s'obtient  en  luisant 


—  -s.                 —  r. 
m  =  -=>      //  =  -= 


y/  SV 

il  est  égal  à 

s/Sx]  y/S.-;         '  ^  S.r? 

d'où 

C  =  —  f  y/Sx|. 

Aux  divers  points  d'une  même  surface  isotherme,  le  courant  est  pro- 
portionnel à  \Sx~,  c'est-à-dire  au  rayon  OM,  de  l'ellipsoïde  des  con- 
ductibilités linéaires,  qui  correspond  à  la  génératrice  OM  sur  laquelle 
est  le  point  où  l'on  mesure  le  courant. 

Un  plan  conjugué  au  diamètre  commun  des  deux  ellipsoïdes  a  pour 
équation  SXjc  =  ±  â  y' SX2,  c?  désignant  sa  distance  à  l'origine.  Le  flux 
qui  le  traverse  en  venant  de  l'origine  s'obtient  en  faisant 


y/ SX2'      f    '      v'SV'' 


—  <j/  o\ 

Donc  tout  plan  conjugué  au  diamètre  commun  des  deux  ellipsoïdes 
est  coupé  par  deux  tourbillons  infiniment  voisins  suivant  une  cou- 
ronne elliptique,  traversée  dans  toute  son  étendue  par  un  flux  de 
chaleur  constant,  proportionnel,  pour  les  couronnes  adjacentes  a  un 
même  ellipsoïde  isotherme,  aux  distances  de  leurs  plans  à  l'origine. 
On  trouverait  encore  que  le  flux  qui  sort  par  les  divers  éléments 
plans  d'un  ellipsoïde  isotherme  est  égal  à  —  <]/,  multiplié  par  la  nor- 
male menée  de  l'origine  aux  plans  de  ces  éléments. 

§  IV.  —    Cylindres  et  plans  isothermes. 

Supposons  que  le  milieu  homogène,  au  lieu  d'être  chauffé  en  un 
seul  point,  le  soit  de  la  même  manière  en  tous  les  points  d'une  droite 
indéfinie;  il  est  clair  que  la  température  sera  constante  sur  toute 
parallèle  à  cette  droite.  Si  donc  nous  prenons  celle-ci  pour  axe  des  z', 
et  pour  axes  des  x'  et  des  y'  deux  droites  formant  avec  elle  un  système 
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de  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  principal,  l'équation  de  la  cha- 
leur sera,  d'après  le  §  I, 

('8)  p_  =  ,,(«,*) +  «»■_  +  *._. 

x'  y' 

Effectuons  la  transformation  —  =  £',  "—  —  »j',  et  cette  équation  de- 
viendra 

du  ,         .  d'u         d-a 

P  *=?(">')  + W  +  w* 

ii,  considéré  comme  fonction  de  §',  vj',  t,  exprimerait  la  température 
dans  un  milieu  isotrope,  où  £',  yj',  Ç'  seraient  des  coordonnées  rec- 
tangulaires d'un  point  cpielconque,  et  où  le  coefficient  de  conduc- 
tibilité vaudrait  r.  De  plus,  les  autres  conditions  reviendraient  à 
dire  cpie,  pour  t  =  o,  u  =  o,  et  que  sur  un  cylindre  très-petit,  presque 
identique  à  l'axe  des  Ç',  la  température  est  une  fonction  donnée  de 
|',  r/,  t.  Or  il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  u  ne  dépendrait  que  de  t 
et  de  la  distance  de  chaque  point  à  l'axe  des  Ç.  Ainsi  u  est  fonction  de  t 
et  de  ^'2  -i-  y;'2.  L'équation  des  surfaces  isothermes  est  |'2  +  yj'2  =  const., 
ou  bien 

(•9)  ^+'^  =  COI,st- 

Elle  représente  des  cylindres  cpii  ont  leurs  génératrices  parallèles  à  la 
droite  chauffée  et  sont  circonscrits  aux  ellipsoïdes  isothermes  du 
paragraphe  précédent. 

Concevons  plusieurs  milieux  homogènes  pareils  et  superposés,  où  la 
fonction  cp(u,t)  soit  la  même,  et  dont  la  température  initiale  soit 
nulle.  Supposons  qu'on  les  chauffe  simultanément  suivant  des  droites 
différentes,  menées  à  partir  de  l'origine,  de  manière  que  la  condition 
relative  à  réchauffement  se  trouve  la  même  pour  tous  les  milieux 
isotropes  correspondants  en  S,',  r/.  Il  est  clair  cpie  u  sera  pour  tous 
la  même  fonction  de  2;',  vj',  t.  Ainsi  l'équation  (19)  représentera  les 
cylindres  d'égale  température  qui  se  produiront  au  même  instant  dans 
tous  les  milieux.  Ces  cylindres  auront  pour  enveloppes  les  ellipsoïdes 
isothermes  du  paragraphe  précédent,  c'est-à-dire  des  surfaces  homo- 
thétiques  par  rapport  à  l'ellipsoïde  principal. 
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Reportons-nous  à  l'équation  (18),  et  considérons  en  outre  le  cylindre 
isotherme 

.r'1  y» 

a  ■         b  - 

Par  la  même  origine,  et  sans  changer  l'axe  des  z',  menons  un  plan 
quelconque  pour  nouveau  plan  coordonné,  et  adoptons  deux  axes  des 
oc"  et  des  y"  suivant  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  d'intersec- 
tion du  cylindre  par  ce  plan.  L'équation  du  cylindre  deviendra  de  la 
forme 

X"l  y"2 

Les  coordonnées  x'  et  r'  seront  des  fonctions  linéaires  de  x",  y" .  Donc 
on  pourra  raisonner  absolument  comme  au  §  I,  et  mettre  l'équa- 
tion (18)  sous  la  forme 

du  ,  .  „  d'u  ,,,„  d-u 

,_  =  ,(„,,)  +  ««_  +  *"_. 

Concevons  enfin  un  milieu  indéfini,  chauffé  également  sur  toute 
l'étendue  d'un  plan.  Il  est  clair  que  la  température  sera  constante  sur 
•tout  plan  parallèle  à  celui-là.  Prenons  ce  plan  pour  celui  des  x'y',  et 
dirigeons  l'axe  de  z'  suivant  le  diamètre  conjugué  de  l'ellipsoïde  prin- 
cipal. L'équation  de  la  chaleur  sera 

1       \  f'"  /        .\  ,•>  d'u 

Effectuons  encore  la  même  transformation  'Ç'  —  -,-  L'équation  de- 
viendra 

du  ,  ,  d7u 

Soit  une  infinité  de  milieux  pareils  et  superposés,  ayant  tous  la  même 
fonction  y(«,  t),  et  zéro  pour  température  initiale.  Supposons  qu'on 
les  porte  simultanément  à  la  même  température  suivant  des  pians  dif- 
férents passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Il  est  clair  que  les 
conditions  exprimées  en  Ç'2  et  t  seront  les  mêmes  pour  tous.  Donc 
u  sera  pour  tous  la  même  fonction  de  Ç'2  et  £,  et  les  surfaces  d'égale 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Août  1869.  JO 
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z'7 
température   auront   pour  équation  'Ç'2  =  const.,  ou  —  =  const.    Ce 

sont  des  plans  parallèles  aux  plans  chauffés,  et  tangents  aux  surfaces 

S  -77  =  const.,  qui  ne   sont  autres  que  les  ellipsoïdes  isothermes  du 

paragraphe  précédent. 

Les  enveloppes  des  plans  d'égale  température  dans  les  divers  mi- 
lieux seront  donc  des  ellipsoïdes  semblables  à  l'ellipsoïde  principal, 
et  semblablement  placés. 

Revenons   à    l'équation  (20),   et   considérons   les   deux    plans   iso- 

thermes -7,  =  1.  Prenons,  à  partir  de  l'origine,  un  nouvel  axe  quel- 
conque des  z",  en  laissant  invariable  le  plan  des  x' f .  L'équation  des 
deux  plans  précédents  sera  de  la  forme* 

z"7  .    ,  z"         z'"- 

—~  =  1  ,       ce  qui  donne       --  =z  —-, 

,"'  ■  c  -        c  ' 

et  l'équation  (20J  deviendra 

du  .  .  ,.„  ri- u 

Cette  remarque,  et  la  remarque  analogue  sur  l'équation  (18),  con- 
stituent une  extension  du  théorème  de  M.  Lamé.  En  les  joignant  à  ce 
théorème,  on  voit  l'analogie  qui  existe  entre  l'équation  différentielle 
de  la  température  et  celle  des  surfaces  isothermes,  soit  que  la  chaleur 
se  propage  suivant  les  trois  dimensions,  soit  qu'elle  se  propage  suivant 
deux  dimensions  ou  suivant  une  seide.  Dans  tous  ces  cas,  si  l'on  con- 
sidère la  surface  isotherme  dont  le  paramètre  est  égal  à  1 ,  et  qu'on 
adopte  pour  axes  des  coordonnées  un  système  quelconque  de  dia- 
mètres conjugués  de  cette  surface,  l'équation  des  températures  a  la 
forme  simple  de  celle  de  Fourier,  avec  des  coefficients  égaux  aux 
carrés  des  demi-diamètres  correspondants  de  la  surface. 

§  V.  —  Propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre. 

Après  avoir  étudié  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  mi- 
lieu   indéfini   en   tous   sens,   nous  allons   traiter  la   même   question 
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pour  dos   corps   ayant  deux  dimensions   très- petites,    ou    seulement 
une  seule.  Nous  appellerons  les  premiers  des  barres,  les  seconds  des 

p/ttijUCS. 

Cherchons  donc  l'équation  de  la  chaleur  dans  une  barre  homogène 
rectiligne,  à  section  normale  très-petite,  mais  d'ailleurs  de  (orme  quel- 
conque. 

Nous  adopterons  pour  axes  des  coordonnées  ceux  de  l'ellipsoïde 
principal,  et  nous  supposerons  que  la  barre  parte  de  l'origine  el 
s'étende  indéfiniment  dans  la  direction  qui  fait  avec  les  axes  des 
angles  ayant  les  cosinus  /  g-,  h. 

Nous  admettrons  qu'elle  soit  placée  dans  un  milieu  dont  chaque 
point  se  trouve  à  une  température  donnée  en  fonction  du  temps.  Cette 
température  sera  supposée  la  même  sur  toute  l'étendue  d'une  droite 
quelconque  parallèle  à  la  barre.  Il  est  clair  que  tous  les  points  de 
celle-ci,  situés  sur  une  même  génératrice  de  la  surface,  se  trouveront 
dans  les  mêmes  conditions  et  rayonneront  de  la  même  manière  vers 
le  milieu  environnant,  pourvu  qu'ils  aient  la  même  température.  Le 
même  fait  aura  lieu,  sans  que  la  température  du  milieu  environnant 
soit  constante  sur  toute  parallèle  à  la  barre,  si  celle-ci  est  placée  très- 
loin  des  corps  vers  lesquels  elle  rayonne.  Donc  la  chaleur  rayonnante 
émise  dans  l'unité  de  temps  et  par  l'unité  de  surface,  sera,  aux 
divers  points  d'une  même  génératrice,  une  fonction  déterminée  y^  du 
temps  t  et  de  la  température  u  au  point  considéré.  La  même  chose 
arrivera  si  la  barre  est  recouverte  d'une  substance,  telle  cpie  la  cire, 
qui  fonde  pendant  l'expérience  et  fasse  ainsi  varier  le  pouvoir  émissif. 
En  effet,  ce  pouvoir  pourra  varier  de  deux  manières  :  si  la  substance, 
tout  en  changeant  d'état,  continue  à  recouvrir  la  surface,  le  pouvoir 
émissif  ne  changera  qu'avec  son  état  et  sera  par  conséquent  une  fonc- 
tion déterminée  de  u;  si  au  contraire  la  substance,  en  fondant,  tombe 
ou  se  retire  par  un  effet  de  capillarité,  comme  il  arrivait  dans  plusieurs 
expériences  de  M.  de  Senarmont,  le  pouvoir  émissif  sera  encore  une 
fonction  déterminée  de  u,  car  il  ne  sera  autre  cpie  celui  de  la  sub- 
stance jusqu'à  la  température  de  fusion  complète,  et  au  delà  il  sera 
celui  de  la  barre  même.  La  fonction  ^  pourra  varier  d'une  génératrice 
de  la  surface  à  une  autre  génératrice,  soit  parce  que  le  pouvoir  émissif 
ne  sera  pas  le  même  pour  toutes,  soit  encore  parce  que  la  lempéra- 

36.. 
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ture  du    milieu  environnant   ne   sera    pas  également   distribuée  tout 
autour. 

Découpons  la  barre  en  éléments  de  volume,  par  des  plans, infini- 
ment voisins  parallèles  entre  eux.  Soient  :  c  une  section  normale,  s  son 
contour,  cil  la  distance  de  àeux  plans  consécutifs,  mesurée  suivant  la 
direction  de  la  barre.  L'élément  compris  entre  les  deux  plans  aura 
pour  volume  ci//,  et  la  quantité  de  chaleur  qu'il  reçoit  dans  l'in- 
stant  dt  sera  exprimée  par  p  -j-  dtadl.  Cette  quantité  de  chaleur   se 

compose  de  trois  parties.  11  y  a  d'abord,  si  le  corps  est  diathermane, 
une  partie  reçue  par  rayonnement  dans  toute  la  masse,  partie  que 
nous  supposerons  de  la  forme  f(u,  t)adldt.  En  second  lieu,  la  chaleur 
reçue  par  la  surface  latérale  est,  pour  un  élément  dsdl  de  cette  sur- 
face, —  y{u,t)dsdldt;  elle  est  donc  pour  toute  la  surface,  en  dési- 
gnant parafa,  t)  la  valeur  moyenne  de  y^(u,t),  —  y,(u,  t)sdldl. 
Enfin  la  troisième  partie  est  la  différence  entre  le  flux  que  l'élément 
considéré  cdl  a  reçu  par  une  denses  bases  de  l'élément  suivant,  et  celui 
qu'il  a  cédé  par  son  autre  base  au  précédent.  Quelques  réflexions 
nous  permettront  d'obtenir,  presque  sans  nouveaux  calculs,  la  diffé- 
rence de  ces  flux,  et,  par  suite,  l'équation  de  la  chaleur  dans  la  barre. 
Les  flux  considérés,  c'est-à-dire  ceux  qui  traversent  les  bases  d'un 
élément  de  volume,  sont  de  même  ordre  de  grandeur  que  ces  bases, 
et,  s  ils  laissent  varier  d'une  manière  continue  la  température  d'élé- 
ments de  volume  incomparablement  plus  petits,  c'est  qu'ils  leur  ôtent 
à  chaque  instant  par  une  base  presque  autant  de  chaleur  qu'ils  leur 
en  donnent  par  l'autre.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des  flux  qui  entrent  ou 
qui  sortent  par  la  surface  latérale.  Ceux-ci  sont  indépendants  les  uns 
des  autres,  car  ils  ne  varient  qu'avec  le  pouvoir  émissif,  la  tempéra- 
ture u  et  les  circonstances  extérieures;  ils  ne  se  neutralisent  pas  en 
général,  et  sont  par  conséquent  de  même  ordre  de  grandeur  que  les 
éléments  de  volume,  c'est-à-dire  incomparablement  plus  petits  cpie 
les  premiers. 

Soient  m,  w,  p  les  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes  des 
x,y,z,  la  normale  à  un  élément  de  la  surface. D'après  les  formules  (2) 

et  (8),  le  flux  qui  traverse  cet  élément  est  Sfrt2^  —  v  -7-  •+-  [J.  -r)m- 
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11  doit  être  très-petit  par  rapport  à  d'autres  flux,  et  conséquemment 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  u  en  x,j,  z.  Ou  peut  donc 
égaler  sensiblement  à  zéro  sou  expression  :  ce  qui  signifie  que  l'élément 
de  la  surface  est  à  très-peu  prés  parallèle  à  la  direction  dont  les  angles 
avec  les  axes  ont  leurs  cosinus  proportionnels  à 

,  du  du  du  .  „  du  .    du  du  .,  du  du  .    du 

a-, V-J-+U.-J-1     b2  - /.—  +  v—  >     c- u.  -y-    i    / 

dx  dy         '     dz  dy  dz  dx  dz         '     dx  dy 

A  cause  de  la  continuité,  les  dérivées  partielles  de  u  en  *  ,j>  ,  c 
varient  très-peu  sur  toute  l'étendue  d'une  même  section  très-petite  de 
la  barre  par  un  plan;  on  peut  les  regarder  comme  égales  à  la  valeur 
qu'elles  ont  en  un  point  particulier  de  la  section,  et  mettre  cependant 
pour  m,  n,  j>  les  cosinus  relatifs  à  une  normale  quelconque  de  la  sur- 
face. Or  la  seule  direction  parallèle  à  tous  les  éléments  de  la  surface 
est  celle  de  la  barre.  On  aura  donc  à  très-peu  près  les  égalités  (9),  qui 
signifient  que  le  courant  de  chaleur  en  chaque  point  est  sensiblement 
dirigé  dans  le  sens  même  (J,  g,  h)  de  la  barre,  et  qu'au  même  degré 
tl'approximation  les  surfaces  isothermes  sont  des  éléments  plans  paral- 
lèles entre  eux,  de  direction  déterminée. 

Concevons  actuellement  qu'au  lieu  de  la  barre  nous  ayons  le  corps, 
supposé  indéfini,  d'où  elle  a  été  tirée,  et  que  la  température  vérifie 
dans  ce  corps  les  équations  (9).  Les  surfaces  isothermes  y  seront  les 
mêmes  plans,  mais  indéfinis,  que  dans  la  barre.  Si  nous  adoptons  un 
axe  des  z',  suivant  la  droite  conjuguée  à  ces  plans  dans  l'ellipsoïde 
principal,  l'équation  (20)  sera  celle  des  températures  dans  le  milieu. 
La  conductibilité  y  donnera  donc,  par  unité  de  volume  et  dans  l'unité 

de  temps,  une  quantité  de  chaleur  égale  à  c''2  -—• 

Cela  posé,  découpons  par  la  pensée,  dans  le  milieu  indéfini,  une 
barre  exactement  égale  à  la  proposée,  et  divisons  cette  barre  en  élé- 
ments de  volume,  comme  nous  l'avons  fait  pour  la  proposée  elle-même. 
Les  équations  (9)  étant  rigoureusement  vérifiées,  les  flux  sont  nuls  à 
travers  la  surface  latérale  de  ces  éléments,  et  la  différence  des  flux  qui 

traversent  leurs  bases  fournit  à  elle  seule  le  terme  c'2  -7-7- •  Cela  sera 

dz  ■ 

vrai  de  quelque  manière  que  la  température  varie  d'un  plan  isotherme 
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à  un  autre  plan  isotherme.  Si  donc  nous  supposons  qu'a  l'époque  t, 
n  varie  d'un  de  ces  plans  aux  suivants,  à  très-peu  près  comme  dans  la 
barre  proposée,  les  températures  seront  sensiblement  distribuées  dans 
celle-ci  comme  dans  la  barre  idéale;  par  conséquent  les  flux  relatifs 
aux  bases  seront  à  très-peu  près  égaux  dans  les  deux  barres  pour 
tous  les  éléments  de  volume,  et  la  différence  des  deux  consécutifs  qui 
traversent  les  deux  bases  de  l'élément  cdl  vaudra  chez  toutes  les  deux 

il:.  ■' 

En  égalant  à  a  '-'-  arildt  la  somme  de  cette  quantité  et  des  deux  autres 

&  '    lit  ' 

termes  <p(u,t) adldt,  —  X'(M'  t)sdldt,  on  obtient  l'équation  des  tem- 
pératures dans  la  barre 

du  .  .  ,  .  s  ,„  d'il 

Elle  est  pareille  à  l'équation  (20),  relative  aux  plans  isothermes 
dans  le  milieu  indéfini,  et  donnera  lieu  aux  mêmes  conséquences,  que 
je  vais  développer. 

i°  Si    plusieurs   barres,   taillées  dans  le  même   milieu   et  ayant  le 

terme  — Xi(">  0  ~égal,  partent  en  divers  sens  de  l'origine  des  coor- 
données et  sont  chauffées  simultanément  à  celte  origine,  les  plans 
d'égale  température  seront  tangents  chez  toutes  aux  mêmes  ellipsoïdes 

S  —  =  const.  La  normale  au  plan  isotherme  tangent  en  un  point 
(.r,  7 -,  z)  de  ces  ellipsoïdes  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosi- 
nus  sont  proportionnels   à  —  »  ^-»   -•   Ces  quantités  sont  entre  elles 

1  1  al         [,1        ci  1 

comme  les  dérivées  partielles  de  u  en  x,  j\  z  et  peuvent  leur  être  substi- 
tuées dans  les  relations  (9).  Appelons,  d'autre  part,  xt)yt,  z,,  les  coor- 
données du  point  d'intersection  du  même  plan  isotherme  parla  barre, 
supposée  réduite  à  une  simple  droite,  et  nous  pourrons,  dans  les  mêmes 
relations,  remplacer^,  g,  h  par  x,,yn  z,.  Nous  aurons  ainsi 


Y  z  z  x  x  y 

x  —  v  -, H  a  -  y  —  \  -    A-  v  —  z  —  u.  —  +  \  -,- 

fr        r  c'         J  c1  à1  'a-  b1 
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Désignons  par  iy  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  et  tirons  les 
valeurs  de  .?•,,  )  ,,  z,,  pour  les  porter  dans  l'équation  du  plan  tangent 
isotherme 


xxi  O    X  11  •      1        ■  o   x 


S  —v  =  S  —  ;      celle-ci  devient      S  —  =  flS  '—  >      ou      <i  =  1  . 

Les  valeurs  de  [x,  ) ■,,  z,)  sont  par  conséquent  données  par  les  rela- 
tions (16),  et  les  lieux  géométriques  des  points  d'égale  température  sur 
toutes  les  barres  seront,  d'après  (17  bis),  des  ellipsoïdes  semblables  à 
celui  des  conductibilités  linéaires  et  semblablement  placés. 

2°  Si  l'on  prend,  à  partir  de  l'origine,  au  lieu  de  l'axe  des  z',  un 
autre  axe  desz"  qui  aille  rencontrer  à  une  distance  c"  le  plan  isotherme 
z'  =  c',  l'équation  de  la  chaleur  dans  la  barre  deviendra 

11  est  naturel  de  choisir  pour  axe  coordonné  une  droite  prise  dans  la 
barre  et  de  même  direction  [f,  g,  h).  Désignons  par  /  la  distance  à 
l'origine  d'un  point  quelconque  de  cette  droite,  et  par  R  la  distance  à  la 
même  origine  du  point  où  la  droite  rencontre  le  plan  isotherme  z'  =  c'. 
L'équation  de  la  température  le  long  de  l'axe,  ou  le  long  de  toute 
droite  voisine,  sera 

(21)  f  ^  =  ?(«>0-X.('M);+Ks—  ; 

K2  est  le  coefficient  de  conductibilité  de  la  barre  :  il  vaut  le  carré  de  la 
distance  à  l'origine  du  point  où  la  barre  rencontre  son  plan  isotherme 
tangent  à  l'ellipsoïde  principal,  c'est-à-dire,  d'après  (17  bis),  qu'il 
n'est  autre  que  le  coefficient  de  conductibilité  linéaire  du  milieu  dans 
la  direction  de  la  barre.  C'est  même  pour  cela  que  ce  dernier  a  été 
ainsi  désigné  au  §  IL 

On  serait  arrivé  directement  à  l'équation  (21),  en  décomposant  la 
barre  en  éléments  de  volume  par  des  plans  perpendiculaires  à  sa 
direction  (J,  g,  h),  et  en  observant  que  le  flux  qui  traverse  l'un  de  ces 
plans  est,  rapporté  à  l'unité  de  temps,  égal  au  courant  de  chaleur 
K2  —  du  _ 
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§  VI.  --   Propagation  ilans  une  plaque.  —  Cylindres  isothermes. 

Proposons-nous  maintenant;  d'étudier  le  mouvement  de  la  chaleur 
dans  une  plaque  plane  indéfinie,  tirée  d'un  milieu  homogène,  et  d'une 
épaisseur  très-petite  et  constante  e.  Cette  plaque  sera  supposée  chauffée 
en  un  de  ses  points,  pris  pour  origine  des  coordonnées  x,j-,  z.  Quant 
à  la  température  du  milieu  environnant,  nous  la  supposerons  en 
chaque  point  une  fonction  donnée  de  t.  Cette  fonction  pourra  être 
arbitraire,  si  la  plaque  est  très-éloignée  des  corps  vers  lesquels  elle 
rayonne;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  supposée  la  même  sur  toute 
l'étendue  d'un  plan  quelconque  parallèle  à  la  plaque. 

Les  considérations  données  au  commencement  du  paragraphe  pré- 
cédent font  voir  que  les  flux  émis  par  les  deux  faces  auront  pour 
somme,  sur  l'unité  de  surface  et  dans  l'unité  de  temps,  une  fonction 
déterminée^,  de  m  et  de  t.  Elles  montrent  aussi  qu'on  pourra  regarder 
comme  sensihlement  nulle  l'expression  de  ces  flux  en  fonction  des 
dérivées  partielles  de  la  température. 

Désignons  par  f,  g',  h'  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 
une  normale  à  la  plaque.  Le  flux  qui  traverse  une  des  faces  aura  pour 
expression 


dx  dy         <'dz)J  v      •'  °  r      '  d 


il  i 


Cette  quantité  sera  très-petite  sur  chacune  des  deux  faces  et,  par  suite, 
dans  toute  la  plaque  :  ce  qui  signifie  que  les  surfaces  isothermes  sont 
sensihlement  parallèles  en  tous  leurs  points  à  une  droite  qui  ferait  avec 
les  axes  des  angles  ayant  leurs  cosinus  proportionnels  à 


■21 


bis)     a2/'  -h  vg'  -  [J.?ï,     b-g'  +  X/i'  -  vf,     c2k'  -+-  p./'  -  Ig  . 


Donc,  dans  une  plaque,  les  surfaces  isothermes  sont  à  très-peu  près 
des  cylindres  de  forme  variable,  mais  dont  les  génératrices  ont  une 
direction  parfaitement  déterminée. 

Concevons  actuellement  qu'au  lieu  de  la  plaque  nous  ayons  le  milieu 
d'où  elle  a  été  tirée,  et  que  la  température  vérifie  rigoureusement  dans 
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ce  milieu  l'équation 

(aa)  S(atf-hvg'-p.h')~  =  o; 

a  s'y  trouvera  la  même  sur  toute  droite  parallèle  à  la  direction  indi- 
quée ci-dessus,  et,  si  l'on  adopte  un  axe  des  2' suivant  cette  direction, 
deux  axes  des  x'  et  des  y'  conjugués  entre  eux  et  avec  celui  des  z 
dans  l'ellipsoïde  principal,  l'équation  de  la  température  dans  le  milieu 
sera  (18),  et  la  conductibilité  donnera,  par  unité  de  volume  et  dans 
l'unité  de  temps,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

^  a17^h    17^ 

Cela  posé,  découpons  par  la  pensée,  dans  le  milieu  indéfini,  une 
plaque  égale  à  la  proposée,  et  divisons-la  en  parallélipipèdes  élémen- 
taires au  moyen  de  deux  systèmes  de  plans  parallèles.  L'équation  (22) 
étant  rigoureusement  vérifiée,  les  flux  sont  nuls  à  ti avers  les  deux  bases 
de  ces  éléments,  et  les  différences  des  flux  qui  traversent  les  faces  laté- 
rales donnent  à  elles  seules  toute  la  chaleur  reçue  par  conductibilité 
Cela  sera  vrai,  de  quelque  manière  que  varie  la  température  d'une 
droite  isotherme  à  une  autre  droite  isotherme.  Si  donc  nous  supposons 
qu'à  l'époque  /,  u  varie  d'une  de  ces  droites  aux  antres  à  très-peu  près 
comme  dans  la  plaque  proposée,  la  température  sera  sensiblement 
distribuée  de  la  même  manière  dans  les  deux  plaques,  et  les  flux  relatifs 
aux  faces  latérales  des  parallélipipèdes  élémentaires  donneront  pour 
toutes  les  deux,  par  unité  de  volume  et  dans  l'unité  de  temps,  une 
quantité  de  chaleur  exprimée  par  (23). 

Si  nous  y  joignons  la  chaleur  rayonnante  <p{u,  l),  et  celle  que  reçoit 

la  surface,  laquelle  vaut  — %,(u,t)  par  unité  de  surface  et X<("'  * 

pour  l'unité  de  volume,  nous  aurons  l'équation  de  la  température  dans 
la  plaque 

du  ,  .  1        .         .  ,.,  tl2u         ,,.,  1/- 11 

p-=?(«)«)_-xf(«,«)  +  a-_  +  &«— . 

Elle  est  pareille  à  l'équation  (18),  relative  aux  cylindres  isothermes 
du  milieu  indéfini,  et  donnera  les  mêmes  conséquences. 

Tome  XIV  (îe  série).  —  Août  1869.  ->nt 
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Par  exemple,  si  l'on  conçoit  passant  par  l'origine  plusieurs  plaques, 
tuées  d'un  même  milieu,  ayant  le  même  terme /,(«,<),  et  chant- 
fées  pareillement  à  l'origine,  les  cylindres  d'égale  température  seront 
pour  toutes  circonscrits  à  de  mêmes  ellipsoïdes  semblables  à  l'ellipsoïde 
principal  et  semblablement  placés. 

Si,  de  plus,  on  prend,  à  partir  de  la  même  origine,  au  lieu  des  axes 
des  .»■'  et  des  y',  deux  autres  axes  quelconques  des  x"  et  des  >  ",  qui 
mettent  l'équation  du  cylindre  isotherme 


r 


(9.4)  ^  +-—z=z\       sous  la  forme      —  +  —  —  j , 

l' équation  de  la  chaleur  dans  la  plaque  deviendra 

,        ».  .  </"  ,  .  I  '.<  ,,.,    fl-  IL  ,  „„    (lll 


§  VII.    —    Ellipses  isothermes. 

Il  est  spécialement  intéressant  d'obtenir  l'intersection  du  cylindre 
isotherme  (24)  |)ar  'a  plaque  correspondante,  afin  de  connaître  la 
forme  des  ellipses  isothermes  dessinées  sur  les  faces  de  la  plaque,  et 
aussi  afin  d'avoir  l'équation  (25)  au  moyen  de  coordonnées  x",  y" 
prises  parallèlement  à  deux  diamètres  conjugués  de  ces  ellipses.  Pour 
cela,  nous  allons  d'abord  chercher  l'équation  du  cylindre  (2/1)  en 
fonction  des  coordonnées  x,  y,  z. 

En  désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  courantes,  par  x0,  y0.  r0 
celles  d'un  point  de  l'ellipsoïde  principal,  les  équations  d'une  généra- 
trice seront 

,. ,  r.  —  ,r„  r  —  yt  z  —  z„ 

20 


a\f  +  vg'  —  fth'         b*g'  -+-  U'  —  »/'         c'h'  +  jif  —  \g' 

[*]  On  peut  voir  dans  ma  Thèse  Etude  sur  lu  Propagation  de  la  chaleur  ilans  les 
milieux  homogènes,  §§  IX  et  XV,  une  autre  méthode,  toute  différente,  pour  obtenir 
tes  équations  île  la  température  dans  une  barre  et  dans  une  plaque.  Paris,  iS(>7, 
ehez  M    Gauthier-Yillars,  libraire. 
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Pour  exprimer  que  la  génératrice  est  située  sur  un  plan  tangent,  on 
aura  les  relations 

(27)  Sg  =  i,     S2:=i,'    S(a!/'+v^-/xA')§=o. 

Ajoutons  terme  à  terme  les  rapports  (26),  après  avoir  multiplié  les 
tleux  ternies  du  premier  par  — ?  ceux  du  second  par  -j-  et  ceux  à\\  troi- 
sième par  —  ■  Ajoutons  encore  terme  à  terme  les  mêmes  rapports,  après 

avoir  multiplié  leurs  deux  termes  respectivement  par  les  expres- 
sions (21  bis),  et  les  avoir  divisés  ensuite  para2,  b2,  c*;  puis  égalons 
les  deux  résultats,  et  tenons  compte  de  (27).  Nous  aurons  l'équation 
du  cylindre  isotherme 

W     (s|-1)s(«/  +  ^H)  =  (s^±^-',y. 

A  l'intersection  de  ce  cylindre  par  la  plaque  S/'jt  =  o,  son  équation 
se  réduit  à 

(„,        (S|_,)s(„/+^)'=(s:^y. 

Or  on  a  identiquement 

s(af+  ^Zl£*:y  =  Sa'J»  +  S  / 'ï£=£* 


et,  en  remplaçant,  dans  l'identité  (Srta'j2  =  Sa2 Sa"-  —  S(bc'  —  ce')5, 

vg'  —  ftA' 

a  par  — — —  1  c 
1  « 

sions  analogues, 


a  par  !i_ — L_,  rt'  par-,  et  de  même  b  et  6',  c  et  c'  par  des  expics- 

//  (l 


(3o)  s(^  =)  =  s^)^- s (»-£ :  -  ^ {)■■ 

D'ailleurs  on  peut  mettre   —  /'jc  au  lieu  de  g'j  +  h'z,  dans  cette 

.       .  Sa'/'^Six)' 

dernière  identité,  ce  qui  change  son  dernier  terme  eu  ^a 


h2,.i 


37.. 
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el  l'équation  (29)  devient 


S  -  +   —r—  =  I     ■ 


n2         a-b-c2  a1b'c,Sa,f'1 

Considérons  la  direction  fixe  dont  les  angles  avec  les  axes  ont  leurs 
cosinus  proportionnels  à  la,  \xb,  vc,  et  la  direction,  variable  d'une 
plaque  à  l'autre,  dont  les  cosinus  pareils  sont  proportionnels  à  aj', 
Ag',  ch' .  Si  nous  appelons  6  l'angle  de  ces  deux  directions,  nous  aurons 

S(vc  bg'-  tibch')3  =  Sl2a2  Sa2/'-  -  (Sla2J')2  =  Sl2a2  Sa2/'2  sin2  6. 

Les  équations  de  l'ellipse  isotherme  seront  donc,  d'abord  celle  de  la 
plaque  S/'.r  =  o,  et  ensuite  celle-ci  : 

3l  S-  +  — — 4  —  H ryr—  • 


Cette  ellipse  est  située  sur  l'ellipsoïde  (3i),  semblable  à  celui  des 
conductibilités  linéaires  et  semblablement  placé.  Les  plaques  dont  les 
ellipses  se  trouvent  sur  un  même  ellipsoïde  sont  celles  pour  lesquelles 
6  a  la  même  valeur,  c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  les  deux  directions 
(la,  [xb,  vc)  et  («/',  bg',  ch')  t'ont  un  angle  égal. 

Cherchons  les  points  communs  aux  trois  intersections  respectives 
de  la  plaque  et  des  ellipsoïdes  principal  et  (3i).  Les  coordonnées  de 

ces  points  vérifieront  :  1°  l'équation  de  l'ellipsoïde  principal  S—  =  1; 
2U  celle  de  la  plaque  Sfl/'-  =  o;  3°  enfin  l'équation  (3i),  qui  se  ré- 
duit à  (  S  ,        :  -  1  =  sin2  0.  La   première  de  ces  trois  relations  in- 

V     \/SX'a?aJ  ' 

<lique  que  ->  y>  -  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 

une  certaine  direction.  La  deuxième  montre  que  cette  direction  est 
perpendiculaire  à  celle  dont  les  angles  avec  les  axes  ont  leurs  cosinus 
proportionnels  à  aj',  bg' ,  ch',  ou  qu'elle  est  celle  d'une  ligne  située 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  (aj',  bg',  ch' ).  Enfin,  d'après  la  troi- 
sième, la  même  direction  cherchée,  ou  son  prolongement,  fait  avec 
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la  direction  fixe  (Xrt,  fib,  vc)  un  angle  égal  an  eomplémenl  de  9. 
Donc  elle  n'est  antre  que  l'intersection  d'un  plan  perpendiculaire  à 
{(if\  bg',  clï)  par  le  plan  qui  contient  l'angle  5,  c'est-à-dire  par  celui 
(|iii  est  mené  suivant  les  deux  directions  («/',  bg',  ch!    et  (}.a,  [ib,  vc 

Ainsi  les  courbes  isothermes  situées  sur  l'ellipsoïde  (3i)  ne  rencon- 
trent qu'en  deux  points  opposés,  aux  extrémités  d'un  diamètre  de 
l'ellipsoïde  principal,  l'intersection  de  ces  deux  surfaces.  Cette  inter- 
section se  compose  des  deux  ellipses  égales 

(  ;  ,  S^  =  i,     Six  =  ±sjsy-a2su\0, 

entre  lesquelles  sont  comprises  tontes  les  ellipses  isothermes.  De  même 
les  plaques  coupent  l'ellipsoïde  principal  suivant  des  ellipses,  tangentes. 
aux  deux  mêmes  points,  aux  courbes  isothermes  et  à  l'intersection    32 
des  deux  ellipsoïdes  [*]. 

Pour  construire  l'ellipsoïde  (3i),  correspondant  à  une  plaque  quel- 
conque, il  suffira  donc  de  mener  deux  plans,  conjugués  au  diamètrt 
commun  de  l'ellipsoïde  principal  et  de  celui  des  conductibilités  li- 
néaires, et  de  plus  tangents  à  l'intersection  de  l'ellipsoïde  principal 
par  la  plaque,  puis  de  faire  passer,  par  les  intersections  (3a)  de  a  - 
plans  et  de  l'ellipsoïde  principal,  un  ellipsoïde  semblable  à  celui  des 
conductibilités  linéaires  et  semblablement  placé. 


[*]  On  trouve  aisément  tine  les  coordonnées  x,  y,  z,  de  celui  des  deux  points  pour 
lequel  on  a  S)..z>o,  sont  égales  aux  quotients  par  Sa'/'1  y'S  Va2sinfl  des  trois  ex- 
pressions a2(\  Sa2/'2  —  /'SX  a'/'),...  ,  et  que  la  tangente  à  la  courbe  (3î),  mené» 
de  gauche  à  droite  à  partir  de  ce  point,  fait  avec  les  axes  des  angles  ayant  leurs  cosinus 
de  même  signe  et  dans  les  mêmes  rapports  que  u ois  quantités,  dont  la  première  i  st 

p v  —  =  (vg' —  pli')  S>«-/'.  La  comparaison  de  celles-ci  avec  (21   bis)  fait  voil 

ensuite  que,  des  deux  cylindres  circonscrits  à  l'ellipsoïde  principal  qu'on  peut  faire 
passer  par  l'ellipse  isotherme,  et  dont  les  génératrices  ont  leurs  directions  définies  pai 
des  cosinus  proportionnels  aux  expressions  (21  bis)  et  à  celles  qu'on  en  déduirait  en 
changeant  les  signes  de  \,  fi,  v,  on  doit  choisir  pour  cylindre  isotherme  celui  dont  la 
génératrice,  menée  de  bas  en  haut  par  rapport  à  l'observateur  considéré  au  §  lit 
fait  le  plus  petit  angle  avec  la  tangente  ci-dessus. 
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Il  suit  de  là  qu'en  faisant  varier.0,  l'équation  (3i)  représentera  tous 
1rs  ellipsoïdes  homothétiques  par  rapport  à  celui  des  conductibilités 
linéaires,  et  qui  coupent  l'ellipsoïde  principal.  Les  lieux  des  ellipses 
isothermes  seront  les  portions  de  ces  ellipsoïdes  extérieures  à  ce  der- 
nier, et  leur  ensemble  remplira  l'espace  compris  entre  l'ellipsoïde 
principal  et  celui  des  conductibilités  linéaires. 


§  "VIII.  Courants  de  chaleur  dans  les  plaques. 

L'équation  (28)  représente,  parmi  les  cylindres  isothermes  d'une 
plaque,  celui  qui  est  circonscrit  à  l'ellipsoïde  principal.  En  cherchant 
de  la  même  manière  le  cylindre  isotherme  circonscrit  à   l'ellipsoïde 

S—  =  A,  on  trouve 


S  °'/'  +  VS'  —  t*h'  ^ 

* „£  =  A,     ou     S'-!--  =  A, 


s»-/'-  +  s 


IH 


a  m 


dans  laquelle,  afin  d'abréger,  nous  représentons  par  H2  le  numérateur 

/         SX1»2  \ 

du  second  terme, et  par  m  le  dénominateur,  égal  à  Sa'j'2l  1  -+-         ,  sin-S  j  • 

Si  ty  désigne  une  certaine  fonction,  et  <]/  sa  dérivée  par  rapport  à  A, 
nous  aurons 


■Vi)  11  =  -+(*,  A), 


(l  ou 


dx     t  yni 

a- m 

d)              T     \^  //. 

b'  m 

du              /  z 

d;  =  *(? 

c*m 

(.es  valeurs,  portées  dans  (9),  donnent  pour  les  cosinus  y-,  g,  /*,  qui 
fixent  la  direction   du  courant  de  chaleur,  eu  un  point  quelconque 
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M(x,r,z)  (fig.  2),  trois  quantités  proportionnelles  à  des  expression» 
que  je  représenterai  par  .r,,/,,  z,,  et  dont  la  première  est 


(35; 


y         2 

x.  —  x  —  V77  -+-  a- 

0-        '    c' 


Un' 


f 


S,   a 


XSXa'/H 


Si  le  point  M  (a:-,  j",  z)  est  sur  la  plaque  S/  '.r  =  o,  le  point  M , .  qui 
a  pour  coordonnées  x,,  j{,  zt,  sera  sur  la  même  plaque;  car  les  va- 
leurs de  x^y,,  z,,  respectivement  multipliées  pary,  g',  //',  el  ajou- 
tées, donneront 


S/-r,  =  S/'(-v£  +  ^)-H  =  S/' 


6"       '    c- 


nA' 


•a.1  =  o. 


Cela  était  d'ailleurs  évident,  puisque  nous  savions  que  la  chaleur  se 
répand  dans  la  plaque  en  ne  passant  au  dehors  qu'en  très-petite 
quantité. 

Si  le  point  M  appartient  de  plus  à  l'ellipse  isotherme  qui  est  située 
sur  l'ellipsoïde  (3i),  le  point  M,  se  trouvera  sur  celui  des  conducti- 
bilités linéaires.  En  effet,  l'expression  (35)  de  x,  et  les  expressions 
pareilles  de  y,  et  z,  donnent,  en  observant  que  Sjfi=  1,  et  i|ii<' 
SJ'x  =  o, 


„  x2,  f  S\-a 

S-r  =  H-- 

a- 


^        (SÀ./-)! 
a'b'c2!     à1        a'b'c' 


—     Sfl-J  -     1  H — 

'"'  L  \  <r  ù-  c' 


l  + 


Sï-a-  sin:8 


«'-'  6:c- 


(SX«y  r 


iXa'/'.'-j 
<rb:c-     J 


2  II  / 
ni 


S '/.-'«- 


'+3W)^'('{-^    + 


2HS'/..rS)../  /' 


m  a-  b-c- 


SX.r,  =  SX.»-  -  -SXrt2/'; 


et,  par  suite,  en  observant  que  Sy(  v  j^  —  p. -,  )  =  —  II, 


ur;        (SXj,): 
«'  n'O-c 


SX'n' 


H' 


SX'a: 


'après  (33). 
Donc  le  point  M,  .r,,  r,.-!1  est  sur  l'ellipse  M,  M',  d'intersection 
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de  la  plaque  par  l'ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires,  courbe  ho- 
mothétique  par  rapport  à  l'ellipse  isotherme  MN  sur  laquelle  est  le 
point  M(x,  y,  z). 


: 


Si  à,  p.,  v  changent  simplement  de  signe,  ces  deux  ellipses  restent  les 
mêmes  :  mais  au  même  point  M  correspond,  pour  point  (x,,  y,,  z,), 
au  lieu  de  M,,  un  autre  point  M',  de  la  même  ellipse.  D'ailleurs  la 
relation  (35),  où  H  changera  de  signe,  montre  que  x,  —  x,  et  de  même 
y  et  z,  —  z,  changent  simplement  de  signe.  Donc  M,  est  sur  le 
prolongement  de  M, M  et  aune  distance  MM',  =  M,M  Par  suite,  MM, 
esi  tangente  à  l'ellipse  MN,  el  l'on  obtiendra  M,,  comme  au  §  III,  en 
menant  en  M  la  tangente  à  l'ellipse  isotherme,  et  en  prenant  l'une  des 
A(*u\  intersections  de  cette  tangente  avec  l'ellipsoïde  des  conductibi- 
lités linéaires. 

Jl  reste  à  savoir  laquelle  des  deux  extrémités  de  M,  M',  il  faudra 
choisir.  Pour  cela,  supposant  les  axes  disposés  comme  au  §  111,  con- 
cevons encore  !e  même  observateur,  qui  aurait  les  pieds  à  l'origine  O, 
et  la  tèie  dans  la  direction  dont  les  angles  avec  les  axes  ont  leurs  cosinus 

-  ;  cherchons  si   cet  observateur,  tourné 


\  ,r 


aux  a 


\JSÏJ7?     v'SV'rt4     \JSVa* 
vers  le   point  M,   verra    le  point  M,(.r, ,  y,,  3,)  à  sa  droite  ou  à   sa 
gauche. 

Il  est  évident,  d'après  la  continuité  de  la  relation  (35),  que,  si  M, 
est,  dans  une  de  ses  positions,  à  droite  ou  à  gauche  de  M,  il  le  sera 
dans  toutes.  Or  il  y  a  deux  positions  où  il  est  à  droite  :  c'est  lorsque  M 
e^t  à  un  point  de  contact  de  l'ellipse  isotherme  et  de  l'intersection  (32). 
En  effet,  la  relation  (3o)  donne  alors 


W 


zMVs- 

a         ]       a- 


Sa'f'HSXx) 


S\"a'  sin29S  '—  —  {S\xf    S«'/': 

"—irr^-  -  =0, 


n'b'c' 
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et,  par  suite,  les  expressions  de  x,,  yK,  z,  sont  les  mêmes  que  dans  les 
formules  (iG)  du  §  III,  formules  d'où  nous  avons  déduit  que  M,  est  à 
droite  de  M. 

La  droite  OM,  fournissant  la  direction  de  la  tangente  en  M  au  cou- 
rant de  chaleur  qui  passe  par  ce  point,  on  en  déduira,  comme  au  §  III, 
que  les  courants  de  chaleur  sont  des  spirales  ayant  l'origine  pour  pôle 
et  pour  point  asymptote,  et  qui  s'écartent  de  ce  point  en  tournant  de 
gauche  à  droite.  Toutes  ces  spirales  sont  parallèles  aux  points  où  elles 
rencontrent  un  même  rayon  émané  de  l'origine;  la  direction  de  leurs 
tangentes  en  ces  points  s'obtient  en  menant  de  gauche  à  droite,  à 
l'intersection  du  rayon  considéré  et  de  l'ellipse  isotherme  MN,  une 
tangente  à  cette  ellipse,  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ellipsoïde  des  con- 
ductibilités linéaires,  et  en  joignant  l'origine  des  coordonnées  à  l'ex- 
trémité de  cette  tangente.  Les  spirales  couperont  tous  les  rayons  sous 
un  même  angle  et  seront  logarithmiques,  alors  et  alors  seulement  que 
l'ellipse  sera  un  cercle.  Elles  se  réduiront  à  des  lignes  droites  pour 
toutes  les  plaques  menées  suivant  le  diamètre  commun  des  deux  ellip- 
soïdes principal  et  des  conductibilités  linéaires,  car  alors  les  deux 
ellipses  MN,  M, M',  se  confondront. 

La  grandeur  du  courant  sera,  comme  au  §  III,  exprimée  par 
—  ijj'y'Sx;,  et  proportionnelle,  aux  divers  points  d'une  même  ellipse 
isotherme,  au  rayon  OIVL  de  l'ellipsoïde  des  conductibilités  linéaires 
qui  correspond  au  rayon  OM  sur  lequel  on  mesure  le  courant  [*]. 

[*]  On  arriverait  encore  aux  résultats  de  ce  paragraphe,  et  plus  simplement,  en 
observant  que  \&Jîg.  1  (§  III)  permet  de  construire,  d'après  les  raisonnements  mêmes 
faits  pour  l'établir,  la  direction  du  courant  qui  passe  à  l'époque  t  en  un  point  quel- 
conque O  (1  un  milieu,  lorsqu'on  connaît  celle  de  la  surface  isotherme  menée  en  ce 
point.  Si,  de  ce  point  O  comme  centre,  on  décrit  l'ellipsoïde  principal  et  celui  des 
conductibilités  linéaires,  puis  qu'on  mène  au  premier,  du  côté  où  va  le  courant,  un 
plan  tangent  parallèle  à  l'élément  isotherme  donné,  et,  par  le  point  de  contact  M,  un 
autre  plan  conjugué  au  diamètre  commun  des  deux  surfaces,  le  courant  sera  dirige,  à 
partir  de  O,  vers  l'intersection  M,,  prise  à  droite  de  M,  de  ce  plan,  du  plan  tangent  et 
du  second  ellipsoïde. 

On  déduira  de  là,  dans  le  cas  d'une  plaque,  la  construction  de  la  _fig.  2,  en  se  rap- 
pelant les  cylindres  isothermes  du  §  VI  et  le  parallélisme  des  courants  aux  faces  de  la 
plaque. 


Tome  XIV  ' 1"  série).  —  Aodt  iSfîg. 


38 
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Extrait  dune  Lettre  adressée  à  M.    Besge; 
Pau    M.   J.    LIOUVILLE. 


Que  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


' 


*'  arc  tung xdx 


ait  été  ou  non  donnée  déjà,  je  vous  ferai  observer  qu'on   la  déduit 
immédiatement  de  l'équation 


rt^f=-log(2) 


démontrée  par  M.  Bertrand,  puis  de  la  manière  la  pins  simple  pai 
M.  Serret.  {Voir  à  la  fin  du  tome  IX,  ire  série.) 

»   En  effet,  une  intégration  par  parties  nous  conduit  d'abord  à 

x)dx 


/arc  taneri/r  ,        ,  s  /^  locr  ' i 

— |  +-  c       =  arc  tangue  log(i  +  x)  -J  -^ 

Passez  des  intégrales  indéfinies  aux  intégrales  définies,  en  tenant  compte 
de  l'équation  citée,  et  vous  verrez  tout  de  suite  que  l'on  a  aussi 


X 


1  arc  Isnexdx        «  , 

=  r,  lo 


ce  qu'il  fallait  obtenir. 

»  Je  pourrais  au  moyen  des  intégrales  définies  dont  je  viens  de 
vous  parler  en  trouver  beaucoup  d'autres  dont  les  valeurs  seraient 
tout  aussi  simples;  mais  j'aime  mieux  passer  à  un  autre  sujet,  et  vous 
dire  quelques  mots  à  propos  d'une  Note  sur  les  formes  quadratiques 
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proprement  primitives,  dont  le  déterminant  changé  de  signe  est  ]>  o 
et  =  3  (moi/.  8),  que  j'ai  insérée  an  tome  XI  (2e  série).  Voici  effecti- 
vement deux  théorèmes  assez  curieux  que  l'on  peut  ajouter  à  ceux 
dont  j'ai  parlé  clans  cette  Note. 

»  Supposant  l'entier  positif  A  =  3(niod.  8),  on  considère  l'une  après 
l'autre  les  formes  quadratiques  de  déterminant  —  A'  dont  il  est  ques- 
tion à  l'endroit  cité,  et  pour  chacune  d'elles  on  cherche  les  deux  plus 
petits  entiers  impairs  a,  a',  qu'elle  exprime  proprement,  a'  étant  >  a, 
puis  on  calcule  pour  l'ensemble  de  ces  formes  les  deux  sommes 

et  aussi  les  deux  sommes  relatives  aux  carrés  de  a  et  de  a',  savoir  : 

»  Or  je  trouve  que  l'on  a  d'une  part 

et  d'autre  part 

Ces  deux  équations  me  semblent  mériter  qu'on  les  indique.  Elles  sub- 
sisteraient évidemment,  du  reste,  si,  au  lieu  de  ne  considérer  que  les 
classes  de  formes  proprement  primitives,  on  considérait  la  totalité  des 
formes  impaires,  distinctes,  de  déterminant  —  k. 

»  Vous  les  vérifierez  facilement  sur  des  exemples.  Ainsi  pour 

A  =  3, 

la  vérification  est  immédiate,  car  on  n'a  alors  pour  <7,  a'  que  le  seul 
système  de  valeurs 

a  =  i,     «'=  3. 
Pour 

A  =  1 1 , 

38.. 
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on  a  ces  trois  systèmes 

a  =  i ,     a'  =  1 1 ;     a  =  3,     a'  =  5  ;     rt  =  3,     «'  =  5  ; 

d'où 

\#  =  i-t-3+-3  =  7, 

puis 

\  a'  =ii  +  5  +  5  =  21, 

valeur  triple  de  la  précédente.  D'un  autre  côté, 

\  rt2  =1+9  +  9  =  19 

el 

\n'2=i2i  +  25  +  25  =  i7i; 

or  on  a  bien 

171  =  9.19. 

Il  vous  sera  facile  de  continuer,  si  l'envie  vous  en  prend,  ces  vérifi- 
cations numériques. 

»   En  terminant,  je  reviens  aux  intégrales  définies  et  je  considère 
en  particulier  les  deux  suivantes  : 


.•I 

f  x         a\  dx 
x  )   x 


/"/(;+)l°g->- 


A, 
X 


(pie  je  désignerai  respectivement  par  P  et  Q;  «  est  une  constante 
positive,  et  la  fonction  (arbitraire,  d'ailleurs)  représentée  par  le  signe_/ 
est,  bien  entendu,  supposée  telle  que  nos  deux  intégrales  aient  une 
valeur  finie  et  un  sens  précis. 

»  Cela  étant,  je  trouve  entre  les  deux  intégrales  nommées  P,  Q 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3oi 

une  relation  forl  simple  et  peut-être,  au  surplus,  déjà  remarquée. 
On  a,  en  effet , 

P  =  Qlogrt. 

La  démonstration  est  facile. 

»  Je  vous  engage  à  appliquer  l'équation  que  je  viens  d'écrire  à  des 
exemples  où  la  valeur  de  Q  soit  connue  et  par  conséquent  fournisse 
celle  de  P.  Vous  arriverez  d«  la  sorte  à  des  résultats  intéressants. 

»  J'espère  pouvoir  vous  communiquer  prochainement  d'autres 
théorèmes  nouveaux  et,  je  crois,  clignes  aussi  d'attention,  concernant 
d'autres  classes  d'intégrales  définies.  » 
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Théorème  concernant  la  fonction  numérique  p2  (n)  ; 
Par  M.  J.  LIOU VILLE. 


L'entier  que  nous  désignons  par  n  sera  toujours  impair,  et  si  on  le 
décompose  de  toutes  les  manières  possibles  en  un  produit 

de  deux  facteurs,  on  aura,  d'après  une  notation   souvent  employée 
par  nous, 

p2(„)  =£(-.)  :r>. 

Ajoutons  que,  dans  le  présent  article,  m  ne  pourra  être  que  de  la  forme 
linéaire 

en  sorte  que  les  valeurs  de  n  seront  prises  dans  la  suite 

3,   7,    11,    i5,...; 

à  ces  valeurs  répondront,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  un  calcul 
très-simple,  les  valeurs  de  pt(n)  ci-après 

8,  /j8,   120,   208,..., 

dont  nous  avons  eu  déjà  occasion  de  faire  usage. 
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Maintenant,  soit 

un  entier  donné  =  7(mod.  8),  c'est-à-dire  de  la  forme  linéaire 

8*4-7. 
Retranchons-en  les  carrés  des  entiers  impairs  successifs 

' >  •j»   J»  7' •■  ■'  '»••■» 
en  ayant  soin  de  nous  arrêter  au   moment  où  le  carré 


surpasserait  l'entier  mi,  auquel  il  ne  peut  jamais  être  égal;  puis  for- 
mons la  somme 


(A)  £('»-7'">. 


pour  toutes  les  valeurs  indiquées  de  i.  Dans  les  conditions  où  nous 
nous  sommes  placés, 


sera  toujours  un  nombre  entier  =  3 (mod.  4)  et  rentrant  par  consé- 
quent dans  la  série  des  nombres  n  écrite  plus  haut. 

Cela  posé,  le  théorème  que  nous  voulons  donner  ici  consiste  en 
ce  que  la  somme  (A)  est  toujours  nulle.  Il  s'exprime  donc  par 
l'équation 


m  —  i- 


[B)  £('«-7<"2)p: 
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quo  nous  sommes  parvenus  à  démontrer  de  plusieurs  manières,  mais 
que  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  vérifier  numériquement 
sur  les  deux  exemples  les  plus  simples. 

Les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  l'équation  (B)  a  lieu  sont  celles 
des  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

7,  i5,   23,   3i,.... 

dont  le  ternie  général  est 

8*4-7. 
Or,  pour 

m  —  7, 

l'équation  (B)  est  purement. identique,  le  premier  membre  de  celle 
équation  se  réduisant  à  un  seul  terme  qui  est  nul  de  lui-même. 
Pour 

m  =  r5, 
elle  fournit 

{i5--j.i)pa(^-~j  +  (i5  -  7  .  g)ps  (i^=-2)  =  o, 

c'est-à-dire 

8/9,(7)-  48/9,(3)  =  0, 

ce  qui  est  exact,  puisque  l'on  a,  comme  on  l'a  vu  plus  haut 

Ps(3)  =  8,     M7)  =  48. 

Il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  ces  calculs. 
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Notes  sur  le  Problème  des  trois  corps; 

Par  M.    A     W  El  LE  II. 

(  Istronomiscke  Nachrichten,  t.  LXXIV.  —  Traduction  de  M    Puiseux. 


I.  —  Sur  V élimination  des  nœuds  dans  le  Problème  des  trois  corps. 

Lorsque  dans  le  Problème  des  trois  corps  on  cherche  le  mouvement 
relatif  de  deux  des  niasses  autour  de  la  troisième,  on  trouve,  pour  dé- 
terminer ce  mouvement,  un  système  de  six  équations  différentielles  du 
second  ordre;  ces  équations  n'ont  plus  la  forme  canonique.  Mais 
Jacobi  a  montré  qu'on  obtient  un  autre  système  d'équations  ayant 
cette  forme,  lorsque,  à  la  place  des  coordonnées  rectangulaires  on  in- 
troduit, comme  nouvelles  coordonnées,  de  certaines  fonctions  linéaires 
des  coordonnées  primitives.  Ce  nouveau  système  se  prêle  plus  facile- 
ment à  l'intégration  et  il  présente  en  particulier  cette  circonstance 
que,  quand  on  l'a  réduit,  à  l'aide  des  quatre  intégrales  finies  connues, 
à  un  système  d'équations  différentielles  du  huitième  ordre,  ce  dernier 
peut  lui-même  être  ramené  à  un  système  du  septième  ordre  et  à  une 
quadrature.  On  serait  conduit  par  là  à  penser  que  cette  réduction  à 
un  système  du  septième  ordre  est  intimement  liée  à  la  forme  cano- 
nique du  système  auquel  on  parvient  par  la  transformation  linéaire. 
Le  but  de  la  présente  communication  est  de  montrer  qu'il  n'en  es!  pas 
ainsi  et  cpie  cette  réduction  peut  être  opérée,  soit  sur  les  équations 
différentielles  primitives,  soit  sur  celles  qu'on  en  déduit  par  une  trans- 
formation linéaire  quelconque  ne  conduisant  pas  à  un  système  cano- 
nique. Elle  n'est  en  réalité  qu'un  résultat  de  la  transformation  en 
coordonnées  polaires.  L'introduction  de  ces  coordonnées  donnant 
lieu  à  des  calculs  un  peu  pénibles,  je  me  bornerai  ici  à  transcrire  les 
résultats  auxquels  elle  conduit. 

Tome  XIV  {ic  série).—  Septembre  18G9.  •JQ 
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La  transformation  linéaire  conduit  au  système  canonique 

I  v.  _  1H     r  -  15 

l  ç  -  *ç'    ç'-  ,7^" 
J'applique  maintenant  les  formules  de  transformation  linéaires 

%  —  xcosa  -f-  x,  sina,  ,  2,  =  j,  cos<z,  +  .rsina, 
vj  =  y  cosa  -4-  ?',  sina, ,  ïj,  =  )  ",  cos  a,  -l- j"  si  use, 
Z  =  z  cosa  -+-  z,  sin«, ,     Ç,  =  z,  cos  a,  h-  z  siria, 

où  «  et  a,  sont  des  constantes  indéterminées.  Dans  le  cas  de  a-(-  «,  =  o, 
on  obtient  un  système  canonique;  mais  le  système  cesse  d'être  cano- 
nique si  cette  condition  n'est  pas  remplie.  On  trouve 

dU  .        dU  „         ,  dXi  .        dU 

—, SI  11  C  -7—1       X .  COS_<7  = SI  117  -7— ) 

d.r.  d.r,  '  </'',  dx 

dU  dU  „  „  dU  dU 

1    cos  (7  =  —, sin<7  -r- '     v ,  cos  a  = siti c-  —  i 

dy  dy,        -    ■  dy{  dy 

dU  .        <IU  „         „  du  dU 

z   cos-cr  =  — sinff-7— ;      z,  cos^a  = sm<7  — -? 

dz  dzt  riz,  riz 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger,  tx  -+-  a,  =  a.  En  attribuant  à  a  et  a  a, 
des  valeurs  convenablement  choisies,  on  retrouve  le  système  des  équa- 
tions différentielles  primitives  d'où  a  été  déduit  le  système  (A). 

Dans  les  équations  différentielles  ainsi  transformées,  introduisons 
maintenant  les  coordonnées  polaires  : 

-  =  cos d  cos u  —  cos/ si  11  0  sinu,     -  =  cosf?,  cos//,  —  cos/,  sin5,  siu/*,, 

y  y 

=  sino  cos  m  -+-  cos/  cos 0  s'mu,     —  =  sinG,  cos?/,  -f-  cos/,  cos 0,  sinu, , 

-  =  sin/sin//,  -  =  sin/,  sin«,, 
où  5.  /,  d,,  /,  sont  considérées  comme  variables. 
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La  condition  que  la  dérivée  de  chaque  second  membre  conserve  la 
même  forme  que  si  0  et  /étaient  des  constantes  conduit,  comme  on 
sait,  aux  équations 

(  i  )  /'  =  sin/  cotwô', 

(2)  i\  =  sini,  cot»,  6',, 

(3)  u'  +  cos<  Q'  =  -5 

(4)  «t  +  cosi,  e1,  =  — 

où  ;/  et  //,  sont  également  des  quantités  variables. 

Soit  s  le  cosinus  de  l'angle  que  forment  entre  eux  les  rayons  vec- 
teurs /■  et  /,.  Soit,  de  plus,  J  l'angle  dièdre  des  plans  des  deux  orbites 
et  soient  v,  v,  les  angles  que  l'intersection  commune  de  ces  plans  fait 
avec  les  deux  nœuds.  On  a  l'équation 

s  =  cos(«  —  v)  cos(»,  —  i>,)  -+-  cosJsin(«  —  v)  sin(«,  —  r, 
Ij 'intégrale  des  forces  vives  peut  se  mettre  sous  la  forme 


rn  +  /■  A+  -  H-  —, 


(5) 


I  .         {   il-  s    u n,  ils  11     ,  ds  ri,  ,    ,  \ 

+  2sin  7  (—— +j--r.+  ^ /•'+  sr'r.    =  aU  —  rt, 

\dudti,   ri\  du  r      '  <r/«,  r,  '  / 


où  U  représente  une  fonction  des  variables  r,  r, ,  s  et  a  une  constante 
arbitraire. 

Des  trois  intégrales  des  aires,   il  y  en  a  une  qui  contient  la  dé- 

rivée  (I)  , 


savoir 


««,  sin©  c'os^it 


(O  SII1<7 1 •  COtM ;  COt«,      -+-    ; : =   O, 

'  \r  r,  r-  r\  J         crr,  sin/«  sin«, 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger,  0  —  ô,  =  ©.  Les  deux  autres  intégrales 

39.. 
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des  aires  ne  contiennent  que  des  quantités. finies.  Llles  sont  : 

(7)       n sin(*/,  —  v,)  +  -  sintr/7,  sin(«  —  v)  -+-  csinu,  -7—    =  o, 

(81       //.s\n[ii  —  cl  h — '  sinan sin (u.  —  v ,)  —  csin«-  o. 

V  '  *  /  v      '  "  M  II  H 

La  quantité  c  est  une  des  Irois  constantes  arbitraires  de  ces  inté- 
grales. On  a  fait  disparaître  les  deux  autres  en  attribuant  aux  axes 
des  coordonnées  une  position  déterminée. 

On  a  de  plus  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(9)  -{r  -+-  2/7',  s  sin  a  +  r\)" =  U  —  a, 

et  enfin  les  deux  équations  des  perturbations 

,       x  nsini  8'  cos'<r  </U  .         f(/V         .«  c/H 

(10)  -T=»= —  -+-/'S1I1<7 — 

Sin J  siiinsinin,  —  c,  J  c/.s-  \  rtr,  r,    as 

.  /?,  sin/,  6'cos'o-  '/U  .        /f/U        .f  </U 

m)  —r  =  ——  —  r.  sin  c    -j r- 

sm  J  sin«,  sin(« — 1>)         r/.s  \  «r         /•  ils 

Telles  sont  les  équations  du  problème  quand  on  a  remplacé  les 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  jc,,  j',,  z,  par  les  coordonnées 
polaires.  On  voit  que  les  nœuds  0  et  0',  n'y  figurent  que  dans  la  com- 
binaison 0  —  0,  =  0.  Il  y  a  en  effet  un  triangle  sphérique  à  l'aide 
duquel  on  peut  exprimer  les  angles  J,  e,  vt  au  moyen  de  i,  /',,  0.  Si 
l'on  élimine  encore  les  variables  /?,  n,  et  0  au  moyen  des  Irois  inté- 
grales des  aires  (6),  (7),  (8)  et  les  dérivées  5',  6\  à  l'aide  des  équa- 
tions (10)  et  (1 1),  on  obtient  un  système  d'équations  différentielles  du 
septième  ordre  formé  des  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (9)  et  déter- 
minant les  variables  /,  /',,  u,  «,,  r,  r,,  La  variable  9  se  détermine  à  la 
fin  par  une  quadrature  en  vertu  de  l'équation  (10). 


IL   —  Sur  les  intégrales  des  aires  dans  le  Problème  des  trois  corps. 

Lorsque  dans  le  Problème  des  trois  corps  on  rapporte  à  l'une  des 
masses  les  mouvements  des  deux  autres,  on  obtient  immédiatement  un 
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système  de  six  équations  différentielles  du  second  ordre  qu'il  s'agit 
d'intégrer.  Par  une  transformation  linéaire  des  coordonnées  rectangu- 
laires, on  donne  au  système  la  forme  canonique;  la  forme  plus  simple 
de  ce  nouveau  système  est  déjà  une  raison  de  le  pr<  ndre  pour  point 
de  départ  de  toutes  les  recherches  ultérieures. 

Jacohi,  en  s'attachant  à  mettre  en  évidence  les  avantages  du  sys- 
tème canonique,  insiste  particulièrement  sur  deux  points.  Les  inté- 
grales des  aires  y  acquièrent  une  forme  remarquable,  el  il  en  résulte 
ipie  l'intersection  mutuelle  des  plans  des  deux  orbites  se  déplace  dans 
\\n  plan  fixe.  C'est  là  un  des  avantages  que  Jacohi  (ail  ressortir.  En 
outre,  ces  intégrales  des  aires  fournissent  deux  équations  simples  entre 
les  inclinaisons  i  et  /',  des  plans  des  deux  orbites  sur  ce  plan  fixe  et 
les  vitesses  aréola ires  n  et  n,  des  deux  rayons  vecteurs.  Si  l'on  consi- 
dère un  côté  d'un  triangle  plan  comme  une  constante  arbitraire  et 
que  i  et  i,  soient  les  angles  adjacents,  alors  n  et  ri,  seront  les  deux 
autres  côtés. 

On  pourrait  croire  que  cette  forme  simple  des  intégrales  des  aires 
dépend  essentiellement  de  la  forme  canonique  du  système.  Je  me  pro- 
pose de  montrer  dans  ce  qui  va  suivre  qu'il  n'en  est  point  ainsi.  On 
peut  assigner  en  effet  d'autres  transformations  linéaires  des  coordon- 
nées rectangulaires  qui  ne  conduisent  plus  à  un  système  canonique  et 
qui  entraînent  cependant,  pour  les  intégrales  des  aires,  la  même  forme 
que  dans  le  cas  du  système  canonique. 

Je  pars  encore  du  système  canonique 


(A) 


et  je  les  tranforme  celte  fois  au  moyen  des  équations  linéaires 

2  =  a?  cose  —  x{  sine,  S,  =  x,  cose  +  .r  sine, 
<]  —  y  cose  —  y,  sine,  •/;,  =Jri  cose  -+- y  sine, 
Ç  =  z  cose  —  z,  sine,     Ç,  =  z,  cose  +-  z  sine, 


dU 

w,          dU 

Çi-dYr 

an 

d\J 

dV 

dV 
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où  s  csl  une  fonction  indéterminée  du   temps.   On  trouve  pour  les 
équations  différentielles  transformées 


1  (Le 

YU 


X.t 


xe       ix  s  -i 


i:     {f'^r^+rlî"+ïj\î,+  '7;,    /.--jr.s'2  -yï'-ir'i  v  - 


:       --  z  s  •  ■ 


.    ,       dV 
5'£+2Zi£+   rf^ 


Z,=    Z,£"- 


2  Z   £   + 


r/U 

,/,    ' 
,7  1 
^' 
rlU 
ilz. 


c'est-à-dire  un  système  qui  n'a  plus  la  forme  canonique,  à  moins 
qu'on  ne  suppose  s.' =  o.  Introduisons  maintenant  les  coordonnées 
polaires  : 


cosÔcosm  —  cosi'sinô  sin«,     —  =  cos  6,  cosm,  —  cos/',  sinô,  sinti,, 


=  sinô  cosh  +  cos/cosô  sjq»,    —  =  sin0,  comt,  -t-  cos/,  cosS,  sin«n 


sin/  Mini 


-  =  sin?,  sm«, , 


où  6,  /',  0,,  i,  sont  considérées  comme  variables. 

On  voit  que  les  équations  différentielles  qui  représentent  le  mouve- 
ment de  l'un  des  corps  se  déduisent  des  équations  différentielles 
correspondantes  au  mouvement  de  l'autre  en  échangeant  les  lettres 
marquées  d'un  indice  avec  celles  qui  ne  le  sont  pas  et  en  remplaçant 
z  par  —  £.  Il  suffira  donc  d'effectuer  pour  l'un  des  deux  corps  le  calcul 
dont  il  s'agit. 

Je  remplace  les  trois  équations  différentielles  (B)  par  les  suivantes  : 


[)  z'  —  z  y'  —  f.rZ', 


y 


ZJ'\  +  7<  «'-  *i7'>1   •  .' 


d\] 


c 


'1       ~J  1   '  J  1  -        -'  /  I-    '  ..'    flz 
zx'  —  (,r  z,  —  z.r,  )s']' 


r/U 

57' 


=  17 
[** 

.       ,  ,  ,  ,     ,  dV  dV 

—  (x-z.  -U.  +  X.  z  —  z,  .ri  E  +  x  -i z  -r- 

[.jt'-j-j;'—  (xj,  -j.r,)£']' 

.        ,  ,  ,  rfU  dV 

=  («Ti  -  7*i  +  ^.7  -7<  *  J  «  +  *  -l{-  -  7  ^ 
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Maintenant,  comme  à  la  place  des  trois  coordonnées  x,  j  ,  z  on 
introduit  les  quatre  variables  r,  n,  0,  i,  on  a  une  variable  surnumé- 
raire dont  on  peut  disposer  arbitrairement.  En  faisant,  pour  abréger, 

-  =  xu,  j  écrirai  les  équations  suivantes  : 


(D)  -r  =  -7   :-> 


j:  \      il  .t..  r  —  .r  r.  s 

i    +  ^7— 


1  \       /.'  \    "       .y<r  —  iris  , 


i 


z.  r  —  zr.  s 


Chacune  d'elles  est  une  conséquence  des  deux  autres  en  vertu  des 
deux  équations  identiques 

^H(';)'+ ;(;)•=  »,    #).  +  î£). -#).  =  ... 

Ces  mêmes  équations  ajoutent  aux  variables  /',  »,  5,  i  une  cinquième 
variable;  ainsi  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  les  admette.  Par  là  se  trouve 
déterminée,  en  outre  de  n,  cette  variable  surnuméraire  qui  doit  être 
introduite  à  la  place  des  coordonnées  rectangulaires  x,  r,  z  dans  les 
équations  différentielles  du  mouvement. 

On  peut  d'ailleurs  mettre  encore  les  équations  (D)  sous  la  forme 
suivante  : 

jrz' —  zj' —  {jzt  —  zj-,)e.'=  nsini&iïiô, 
xz'  —  zx' —  [xzt  —  zxt)z'  =  nsin/cosS, 
xj'—jx'—  (xj,  —j'x,)b'=  ncosi. 

En  ayant  égard  à  ce  qui  précède,  les  équations  (C)  deviennent 

/    /        ■••ri         i        i  i  i  r\    t  '  :i  —  ;r,   r/D 

(rasini  sin&/=  (js,  —  zj i  -h  y,  z  —  z,j ■  )  s'  +  ' 


[n  sin/cosô)'  =  [xz\  —  zx\  -+  .r,  z'  —  z,  .t')b'  ■+- 
(n  cos/)'  =  (.r/,  —yx\  -hx,y' —y,x')  s'  + 


.r;,  —  :.r,  dU 

—  ) 

/■;■,  as 

xy,  —  yx,  </V 
rr,  ils 
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En  prenant  à  la  place  des  équations  (D)  trois  autres  équations  (D,) 
qui  se  déduisent  des  premières  par  l'échange  des  lettres  marquées  d'un 
indice  avec  les  lettres  non  marquées,  et  par  le  changement  de  £  en  —  s, 
on  obtient,  pour  l'autre  mobile,  trois  équations  pareilles  (E,).  En 
réunissant  ensemble  les  équations  (E)  et  (E,),  on  obtient  les  intégrales 
des  aires 

n  sin/ sin 5  +  //,  sin/,  sin  5,  =  o, 

/;  sin/cosô  +  '/,  sin/,  cosS,  =  o, 

n  cos/'  -+-  r2,  sin/,  —  c  =  o, 

qui  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme  simple  . 

(0  6  =  6,, 

(2)  nt  sin  (/'—/,)  =  c  sin/, 

(3)  //  si.i  Ci,  —  /)  =  csin/',. 

Pour  exprimer  à  l'aide  des  coordonnées  polaires  l'intégrale  des 
forces  vives,  on  peut  partir  de  la  forme  primitive  : 

On  trouve,  par  la  transformation  écrite  ci-dessus,  la  nouvelle  forme 

,;  »■>  "'  "1  1 

'0  +';r,+  77  +  7^=  alj  -  «» 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

Dans  ces  formules  s  désigne  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les 
rayons  vecteurs  /•  et  r,  et  se  détermine  par  la  formule 

.y  z=  cos//  cos//,  +  cos(/  —  /,)  sin//  sin//, . 
Des  équations  (E)  se  tirent  les  dérivées  des  éléments  6,  /',  //.  Qn 
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trouve  les  valeurs  suivantes  : 


[5) 


n/l,  ,,        (  .  nr,  .         n,  r\    , 

l      —  &  =  I  cosm  sin», cos»,sin«        \t 

(  -h  sin  u  sin «,  jj r,  r0  -  /•/•'„ ,)  i'  -  -^   | 

i   ««,    /'  /   .  .  /;/-,  h,  /■ 

l  -        -  =  —    sin»  sin;/.  -  •  +  cos/<  cos»,  - 
\    c    sin/  \  r  /■, 


-+-  cosusin»,    (r,  /•„  —  rr01)E i 

A  l'aide  des  équations  (D),  on  obtient  aussi  la  dérivée  de  //.  (  in 
trouve 

[8)  „'+cos/S'="+^rJj'. 

r'  du   r 

Il  reste  encore  à  former  l'équation  différentielle  qui  détermine  le 
rayon  vecteur.  En  partant  de  la  relation  r2  =  a:2  -t- y2  -f-  z2,  on  trouve 
par  une  double  clifférentiation 

(9)  rr" -{-  r'2  =  (r-  -  r2)  t'2  -h  rr,  s  1"  +  a  (rr,  *)'«'  +  r,0a  +  ^+  r^- 

J'ai  ainsi  exprimé  en  coordonnées  polaires  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  dans  la  supposition  que  s.  est  une  fonction  in- 
déterminée du  temps.  Les  équations  (5),  (6),  (7),  (8),  (9)  forment  un 
système  du  sixième  ordre  qui,  pour  s'=o,  se  réduit  au  système 
connu.  Les  intégrales  des  aires  (1),  (2),  (3)  ont,  comme  dans  le  cas 
de  e'=  o,  cette  forme  simple  qui  se  prête  commodément  à  l'élimina- 
tion des  variables  qu'elles  contiennent.  On  disposera  arbitrairement 
de  la  fonction  s;  il  y  aurait  lieu  d'examiner  si  cette  fonction  peut  être 
employée  avantageusement  dans  la  tbéorie  des  perturbations. 
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III.  —  Sur  une  transformation  des  équations  différentielles 

du  mouvement  dans  le  Problème  des  trois  corps. 

Ec  Problème  des  trois  corps  peut  se  ramener  à  un  système  d'équa- 
tions différentielles  du  sixième  ordre.  On  a  d'abord  le  système  connu 
du  huitième  ordre 

ds  d\J  ,  ds    dl) 

du    ds  du,    ds 

(\)  <   «'-+-  COSI0'  =  -,         U' -+- COSi,6'=  -{> 

ri1  d\i  „        n\  rfU 

rr   —  —  +  /--— ,     r,  r  =  —  4-  / ,    .    - 

r'  ilr  '■  ilr, 


où  l'on  doit  éliminer  les  inclinaisons  /  et  /,  des  plans  des  orbites  sur 
le  plan  invariable  à  l'aide  des  intégrales  des  aires,  et  la  dérivée  0'  au 
moyen  de  l'équation 

/m,  .  dV 

—  S  —  —  s\nu  sin»,  —-• 
c  as 

Comme  l'intégrale  des  forces  vives 


/  -  +  /'r  +  —  -l-  -i  —  i  U  —  a 


satisfait  au  système  précédent  et  que  d'ailleurs  la  variable  indépen- 
dante t  ne  figure  pas  dans  les  équations  différentielles,  le  problème 
se  trouve  ramené  à  l'intégration  d'un  système  du  sixième  ordre. 

Ee  système  du  huitième  ordre  qui  précède  répond  en  même  temps 
à  la  forme  proposée  par  Hamilton,  ainsi  que  M.  Radau  l'a  montré 
récemment.  On  trouve  en  effet  que  si  l'on  met  l'intégrale  des 
forces  vives  sous   la   forme   H  —  —  a ,   il  est    identique    au   s\  sterne 
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l'Hamilton 

du         dH 

dt  ~~   dn 

dn  _ 

~dt  ~ 

dH 

Ihi' 

du,         dH 

dt    ~~   d/l,' 

dn, 
dt 

dH 

du, 

dr        dH 
di~~~d?'' 

dr1 
~dt 

dH 

'  ~dr~ 

dr,          d  H 
dt          dr, 

dr',    _ 
dt 

dH 

dr, 

On  ne  peut  admettre  qu'en  outre  de  l'intégrale  des  forces  vives,  il 
se  trouve  une  autre  intégrale  du  système  précédent  qui  puisse,  à  l'aide 
des  quadratures,  se  mettre  sous  forme  finie.  La  chose  serait  moins 
claire,  si  par  l'introduction  de  nouvelles  variables  on  parvenait  à 
transformer  le  système  en  un  autre  contenant  moins  de  sept  variables. 
Un  nouveau  système,  que  je  vais  faire  connaître  dans  ce  qui  suit,  est 
peut-être  propre  à  donner  quelque  ouverture  à  ce  sujet. 

Au  point  où  l'on  est  arrivé  dans  cette  question,  il  y  a,  dans  le  sys- 
tème (A),  une  circonstance  qui  paraît  gênante.  Des  huit  variables  de 
ce  système,  six  figurent  sous  les  radicaux  de  la  fonction  des  forces.  On 
a  en  effet 


xm 

U=  — 


v7^        —V 


mm, 
m  -+-  m, 


\Jr\  sin'p  —  2  rr,  s  sinp  cos,u  +  r1  cos2|a 
Y.m, 


^ 


\,r;  cos'po  -h  irr,  s  C0Sf/„  sirip„  -+-  r1  sin-f^ 


où  m  et  m{  sont  les  rapports  des  masses  des  deux  mobiles  à  la  masse 
du  corps  central  et  où  les  angles  p.  et  [i0  dépendent  seulement  de  m 
et  de  m,  ;  ils  sont  donnés  par  les  formules 


/  m(i-h  m  +  m,)  /     i 

mu.  =  i/— ; — —  — ;>     cosu0=V/; — 

'         y  {m  +  m,)  i-f-w  V    •  - 


■4-  m  ■+■  m, 
sir 


+  m)(i  -h  m,) 

La  quantité  s  est  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs. 

4o.. 


3.6 

On  a 
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s  =  cosu  cosw,  -4-  cosJ  sin«  sinzi,, 


et  pour  l'élimination  de  J,  on  a  l'intégrale  des  aires 
n'2  -h  2 «72,  cosJ  -f-  ri]  =  C'2. 

Sous  les  radicaux  figurent  dans  les  six  variables  /•,  /•, ,  u,  u,,  n,  //,. 
Mais  comme  il  est  possible  de  choisir  les  variables  du  problème  de 
façon  que  deux  d'entre  elles  seulement  figurent  sous  les  radicaux,  on 
pourrait  faire  au  système  (A)  le  reproche  que  les  variables  y  sont  trop 
mêlées. 

J'introduis,  au  lieu  de  /et  de  r,,  deux  nouvelles  variables  en  posant 

»  i  »         r  \|i 

l-^r-i  =  p-,     -=tang-. 


Pour  faciliter  la  transformation,  j'écris  l'intégrale  des  forces  vives 
sous  la  forme 


[rr'  +  r,;',)2  -f-  (/-,/•'■ 


'     \  n  i  o  "    ^*  i  "  i   '  (/       tt 


qui,  en  vertu  de  l'intégrale  des  aires  déjà  citée,  se  ramène  à  celle-ci 


(/>/>? +G>2t 


—  )    —  2?in,  cosJ  +  c2  —  j52(aU  —  a) 


On  a  les  équations  identiques 


—  1      -  sut  J  sur  m 


ds   ds 
du  du, 


=  1  —  5% 

=  i  -  *\ 
■+-  (i  —  s2)  cosJ  =  s  sin2J  sinw  sin«,  ; 


(  -j—  I     t-  sin- J  sin-« 
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en  ayant  égard  aux  intégrales  connues  des  aires,  on  peut  les  écrire 

ris 


«l  y 


du  • 


ds  \  2  (  rz 

du-J  ^Ut' 

ds    (la  .  „ .  ,  .,     ' 

; H  (  I  —  A"*    COS ]  r:  --  r  -       —, 

où   l'on  a  posé  z  =  rsinîsin«  el  z,  =  r,  siiu,  sinw,.  A  l'aide  de  la 
dérivée 

/  di    ri  d.1    n, 

du  /•'•'  du,  r] 

et  des  équations  (B),  l'intégrale  des  forces  vives  se  change  en 

Z1  Z\  1ZZ.S 

ipp  y + ? p  (  +  +  t=^)  +  c  ■  — ;— ? — l_  c  =  p  (2U  ■  "  ■ 

A  la  place  de  ty  et  de  j-,  j'introduis  deux  nouvelles  variables  en  faisant 
cos^  =  cos a  cos/3,     s  sin<J>  =  cos*  sinj3. 


Posons  encore 


U  =  -V; 


V  sera  une  fonction  de  a  et  de  /3  seulement.  Il  viendra 


/    2  m                                 li  m  m,  /   ; 

y  m  Kl  ■ ■  y /;;/«,  i  /  y. m,  1  /  — 

V  i  +  /)i  V  '"  -+-  '"i  V  ' 


y/l—  COSa  cosfï  y'(  —  cosacosffi —  2p)  y/l-l- COSacos(p —  2(*0) 

Des  équations  précédentes,  il  résulte 

sina  =  \Ji  —  s*  sint{»,       tang/3  =  i-  tang^. 
On  en  tire  par  la  différentiation 

cos«a'=  y/i  —  s2 cos<\>  ty' '        _  »     cos2a  fi'  =  sty'  ■+-  .ï'cos>j/  siinj/, 
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et  l'intégrale  des  forces  vives  prend  la  forme 


[pp'Y  +  W («'*+  cos2 a/3'2)  +  c- ^ — '_sl  '—  +ap2-2\p  +  a'1  =  o. 
Des  équations  (B)  on  tire  d'ailleurs  l'équation  identique 

fis  ds\*  /  Z-  Z\  2  3Z,.r\ 

du  '  du,  !  .,  (  r1  r]  rr{       1 

ce  qui  donne  lieu  d'introduire  la  nouvelle  variable 

ds  ds 

n- n,  — 

du  au  i 

7.  =        .- ; 

y  i  —  * 

Pour  éliminer  les  variables  z  et  z,,  à  l'équation  qui  précède  je  joins 
encore  la  suivante  : 

Z1  2?  2ZZ,  s 

1 L  H 

„  r\         rl  rr.  ,    _  ,,  H-  cos'a  -+-  2cosacosv 

C2-L-         —     -=(c-—  7") :— '-■ 

I  —  J!  v  '  "  sin'a 

Les  dérivées  des  nouvelles  variables  7,  et  7  se  déterminent  par  les  deux 
équations 


(0  -P2y'i  =  (c2-7Î) 


2  _   „  2\  C°5aSln7 
'<j       sin'a      ' 

I      ,     ,         I     o    •         c,  >  4-  COS'a  -+-  2COSacosv 

(2)  *?Y—~P  2sina|3  '-7,-        ^î777- -■■ 


Si  ira 


A  la  place  des  dérivées  a'  et  |3',  je  prends  définitivement  les  deux  va- 
riables que  déterminent  les  équations 

(3)  lp*a!=ei„ 

(4)  -  p2  cos2a<3'  =  /3,  +  7,  sina. 
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Les  dérivées  de  /3,  et  de  <z,  se  déterminent  par  les  deux  équations 

(6)  -fj-a-      -  <P'  -t-y.sina)  (p.sina-l- y,) 


1  cos 'a 


IV 


,    ,  o  \  2  COS  a  -f-  1 1  -I-  cos2  a    cos  7  rt  \ 

•+-(c— 7Î)—  •  3  — '  +  p  ~r 

v  '  '  '  sin3a  '    d-j 

Enfin  on  a  pour  la  détermination  de  f>  l'équation  différentielle  du 
second  ordre 

(7)  P{PP')'=9  —"?■ 

Les  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (G),  (7)  forment  un  nouveau  sys- 
tème du  huitième  ordre  :  à  ce  système  satisfait  l'intégrale  des  forces 
vives 

2       (p,  -+-  7,  sina)2 


vPP 


1  cos-  X 

-4-  (c2  —  yf)  1  +cos2«  -t-  2  cos  a  cos  y  +  ap-  —  1 Vp  -h  c2  =  o. 


Comme  d'ailleurs  la  variable  indépendante  t  ne  figure  pas  dans  les 
coefficients  des  équations,  on  peut  encore  considérer  ce  système  comme 
étant  du  sixième  ordre.  Ce  qui  le  caractérise,  c'est  que  le  radical  Y  ne 
contient  que  les  deux  variables  a  et  /3,  dont  la  dernière  n'entre  pas 
autrement  dans  les  équations. 

L'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait 
la  fonction  V  peut  s'écrire 

T/pi  +  c°s-«[-^7  +  *cot2«-  -  ?  V  )  =  O. 

Il  suffit  d'un  léger  changement  pour  ramener  le  système  à  la  forme 
prescrite  par  Hamilton.  Qu'on  pose  en  eflet 

p2  =  e°     ou     7  =  If/2. 
I  désignant  les  logarithmes  naturels  et  e  la  base  de  ces  logarithmes.  Il 
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s'ensuivra 

99'  =  i?'1*' 
el  l'équation  (7)  pourra  être  remplacée  par  ces  deux-ci  : 

Qu'au  lieu  de  t,  on  prenne  pour  variable  indépendante  t=  (p2dl  et 
qu'on  pose,  pour  abréger, 

(pi  +  y^ina)' 
cosJ  a 
,    ,  ,.  1  -t-  cos2a  +  2  cosacosv  _  _.    -•  „        ,, 

-+-(ca  —  7?)-  ^—      '  -t-  ai?"7—  2VC   -hr=ll: 

l'intégrale  des  forces  vives  .sera  II  =  o  et  le  système  du  huitième  ordre 
pourra  s'écrire 

drj    _   dll  dry,    _  d\\ 

ilr          dp,  d-z  drj 

du  _  dU  du,  _  dH 

</■:          du,  dx  dy. 

dU 
~  TE* 
rfH 

ce  qui  est  la  forme  des  équations  d'Hamilton, 

Remarquons  en  terminant  que  dans  le  cas  où  les  deux  orbites  sont 
contenues  dans  un  seul  et  même  plan,  c'est-à-dire  où  l'on  a  J  =  o, 
l'ordre  du  système  s'abaisse  de  deux  unités.  De  J  =  o,  il  suit,  en  vertu 
des  intégrales  des  aires,  qu'on  a  aussi  i  =  o,  i,  —  o,  et  par  conséquent 
y,  =  c.  D'ailleurs,  à  cause  de  y,  =  c,  la  variable  7  disparaît  du  sys- 
tème. Quand  on  aura  intégré  le  système  du  quatrième  ordre  qui  reste, 
on  déduira  la  variable  7  de  l'équation  (2)  au  moyen  d'une  quadrature. 


d?_ 

dr 

dU 

d$, 
dx 

dy 

dU 

dy, 

d- 

"7,  ' 

dz 
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Rapport  à  V Académie  des  Sciences  sur  une  communication  de 
M.  Vallès,  faite  le  21  décembre  1868,  sous  ce  litre  :  Expé- 
riences faites  à  l'écluse  de  l'Aubois,  pour  déterminer  l'effet 
utile  de  l'appareil  à  l'aide  duquel  M.  de  Caligny  diminue  dans 
une  proportion  considérable  la  consommation  d'eau  dans  les 
canaux  de  navigation;  par  MM.  Combes,  Phillips,  de  Saint- 
Venant  rapporteur. 


(Extrait  des  Comptes  rendus  îles  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXVIII, 
séance  du  18  janvier  iS6ç).) 


M.  Vallès,  Inspecteur  général  honoraire  des  Ponts  et  Cliaussées, 
connu  par  divers  Ouvrages  de  Mathématiques  et  d'Hydrologie,  avait 
fait  partie,  en  1866,  d'une  Commission  d'Ingénieurs  et  d'Inspecteurs  du 
même  corps,  chargée  de  rendre  compte  d'expériences  officielles  exécu- 
tées en  grand  aux  bassins  de  Chaillot,  sur  les  effets  de  l'appareil  inventé 
par  M.  de  Caligny,  et  dont  nous  venons  de  dire  l'objet.  Son  installation 
avait  été  ordonnée  par  M.  le  Ministre  des  Travaux  publics,  à  la  suite 
de  Rapports  de  deux  précédentes  Commissions,  appelées  en  1849  et  en 
1869  à  assister  à  des  épreuves  faites  en  petit. 

D'après  l'avis  très-favorable  de  la  nouvelle  Commission,  dont 
M.  Vallès  était  le  rapporteur  [*],  M.  de  Caligny  a  été  invité  par  le 
Ministre  à  rechercher,  sur  un  des  canaux  de  la  France,  une  localité 
convenable,  et   à    concerter  avec    les    ingénieurs   les    dispositions    à 

[*]  Le  résumé  officiel  de  son  Rapport  a  été  imprimé  au  Journal  de  Mathématiques 
(voir  I.  XI,  2e  série,  p.  4I2)>  et  au  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  du 
2  février   1867. 
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prendre  pour   la   construction  d'un   appareil    destiné  à   fonctionnel 
habituellement. 

Le  choix  a  porté  sur  l'écluse  de  l'Aubois,  du  canal  latéral  à  la  Loire 
(près  de  la  célèbre  usine  de  Fourchambault),  parce  que  le  niveau  de 
son  bief  d'amont,  qui  a  très-peu  de  longueur,  est  sujet  à  baisser  nota- 
blement à  chaque  passage  de  bateau,  de  sorte  qu'il  importail,  là  plus 
qu'ailleurs,  d'économiser  beaucoup  la  dépense  de  volume  d'eau  que 
tout  passage  exige. 

M.  l'Inspecteur  Vallès,  désireux  de  reconnaître  l'établissement  défi- 
nitivement donné  à  l'appareil  qui  avait  fait  dans  un  état  provisoire 
l'objet  de  son  étude,  et  d'en  déterminer  exactement  l'effet  utile,  s'est 
rendu  en  1868  à  l'écluse  de  l'Aubois,  où  les  travaux  venaient  d'être 
exécutés.  Il  y  a  séjourné  une  semaine,  formant  des  agents  à  la  double 
manœuvre  du  remplissage  et  de  la  vidange  du  sas,  et  se  livrant  jour- 
nellement à  des  expériences  relatives  d'abord  à  la  vidange. 

11  vous  en  a  adressé  les*  résultats  le  i\  décembre,  par  les  mains  de 
M.  le  Maréchal  Vaillant.  Sa  communication  a  été  renvoyée  à  une  Com- 
mission composée  de  M.  Conîhes,  de  M.  Phillips  et  de  moi.  Et,  depuis 
quelques  jours,  M.  Vallès  nous  a  remis,  pour  l'y  annexer,  deux  Com- 
pléments. 

Le  premier  donne  un  tableau  des  résultats  analogues  relatifs  au 
remplissage,  observés  depuis  son  retour  à  Paris,  et  conformément  à 
ses  instructions,  par  M.  Perrault,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées. 
Les  chiffres  que  donne  cet  agent  intelligent  et  soigneux  [']  sont  les 
mêmes  que  ceux  qui  figurent  dans  une  lettre  adressée  à  l'inventeur  par 
M.  de  Marne,  Ingénieur  en  chef  du  canal,  certifiant  ainsi  qu'on  peut 
les  regarder  comme  exacts. 

Le  deuxième  Complément  donne,  avec  une  description  des  procédés 
de  mesurage,  un  détail,  que  nous  lui  avons  demandé,  des  chiffres  re- 
latifs à  la  vidange,  dont  M.  Vallès  n'avait  d'abord  présenté  qu'une 
moyenne  générale.  H  y  a  joint  les  résultats  d'observations  relatives  à 
une  manœuvre  qui  économise  le  temps  en  sacrifiant  une  partie  de  l'effet 


[*]  M.  le  conducteur  Perrault  s'est  employé  à  toutes  les  opérations  et  à  un»1  intelli- 
gente mise  en  train  du  procédé  avec  un  dévouement  digne  d'éloges. 
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utile  :  manœuvre  particulière  dont  on  pourra  faire  usage  dansdesmo- 
ments  de  presse,  si  alors  l'eau  ne  manque  pas. 

On  voit  qu'il  n'est  pas  précisément  question,  comme  en  1849,  1860 
et  i80(),  d'essayer  un  système  nouvellement  inventé  et  de  s'assurer  de 
la  possibilité  de  son  usage.  L'appareil  de  M.  de  Caligny  reçoit  un  pre- 
mier emploi,  et  il  s'agit  aujourd'hui  d'en  apprécier  les  avantages,  plus 
exactement  que  jusqu'ici  on  n'a  pu  faire. 

Commençons  par  en  donner  quelque  idée  d'après  la  description 
très-claire  qu'en  fait  M.  Vallès,  en  parlant  d'abord  des  autres  appa- 
reils ou  procédés  qui  ont  été  précédemment  proposés  pour  le  même 
objet. 

Dans  son  état  habituel,  le  sas  de  toute  écluse  reste  généralement  vide. 
On  le  remplit,  puis  on  le  vide  de  nouveau  pour  chaque  passage  de  ba- 
teau, soit  descendant,  soit  montant.  Cette  manœuvre  consomme,  c'est- 
à-dire  fait  descendre  du  bief  d'amont  au  bief  d'aval,  un  volume  d'eau 
égal  à  la  capacité  du  sas. 

Pour  diminuer  cette  consommation,  à  laquelle  l'alimentation  supé- 
rieure ne  suffit  pas  toujours,  divers  moyens  ont  été  proposés.  Il  en  est 
un  qui  date  de  1 643,  dont  on  a,  depuis,  fait  quelque  usage  en  Angle- 
terre. C'est  celui  de  l'écluse  de  Bouzingues,  en  Belgique,  à  savoir  :  la 
construction  et  l'emploi  d'un  bassin  d'épargne  latéral  au  sas  et  d'une 
superficie  au  moins  égale.  On  y  met  en  réserve  (  comme  dit  M.  Minard 
dans  son  Cours  de  navigation  intérieure)  le  tiers  du  volume  d'eau  de 
chaque  éclusée  pour  en  faire  profiter  l'éclusée  suivante  ;  avec  deux 
bassins  on  en  réserverait  la  moitié,  et,  avec  trois  (toujours  de  la  menu 
superficie  que  le  sas),  les  trois  cinquièmes.  Mais  les  frais  de  ce  procédé 
et  ses  inconvénients,  entre  autres  celui  de  ralentir  sensiblement  la 
manœuvre,  ont  empêché  d'en  faire  en  France  aucun  usage.  On  n'a  pas 
non  plus  suivi  le  conseil  que  donnait  feu  Girard,  de  multiplier  les 
écluses  en  atténuant  leurs  chutes. 

Divers  autres  procédés  ont  été  successivement  proposés  sans  avoir 
jamais  été  l'objet  d'essais  en  grand.  Ainsi,  MM.  Solage  et  Bossut  ren- 
daient le  sas  mobile.  M.  Burdin  fermait  par  un  couvercle  un  grand 
bassin  latéral  où  l'eau  entrait  et  dont  elle  sortait  avec  l'aide  d'un  piston. 
M.  de  Betancourt,  ingénieur  français  d'origine,  qui  était  au  service  de 
l'Espagne  au  commencement  de  ce  siècle,  déterminait  l'enfoncement, 

4... 
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aussi  dans  un  grand  bassin,  d'un  volumineux  flotteur  faisant  passer 
l'eau  de  ce  bassin  dans  lésas  pour  le  remplir,  et  il  l'en  retirait  pour  que 
lésas  s'y  vidât.  M.  Busby,  ingénieur  anglais,  prenait,  en  i8i3,  une 
patente  {BepertorjofJrts,  t.  XXIII  et  XXIV)  où  le  flotteur  était  creux, 
à  deux  compartiments  superposés,  recevant  par  des  siphons,  l'un  de 
l'eau  d'amont,  l'autre  de  l'eau  d'aval,  et  restituant  ensuite  ces  quantités 
d'eau  presque  entières  à  leurs  biefs  respectifs.  C'est  ce  même  procédé 
qui,  ingénieusement  perfectionné  en  i8/|3,  ou  pour  mieux  dire  inventé 
à  nouveau  et  généralisé  pour  des  écluses  doubles,  etc.,  par  M.  l'Ingé- 
nieur civil  D.  Girard,  lui  a  fait  décerner  en  1 845  le  grand  prix  de  Mé- 
canique, sur  le  Rapport  très-favorable  de  M.  Poncelet,  qui,  après  y 
avoir  indiqué  une  amélioration  de  détail,  s'est  plu  à  faire  une  élude 
approfondie  et  savante  de  ce  système, qui  semble  pot  ter  l'économie  d'eau 
à  son  maximum.  L'administration  en  fit  l'acquisition,  mais  elle  n'en  a 
pas  exécuté  de  spécimen. 

L'appareil  de  M.  de  Caligny,  ou  de  l'écluse  de  l'Aubois,  cpie  nous 
avons  à  examiner  ici,  est  fondé  sur  un  tout  autre  principe.  Il  produit 
son  économie  d'eau  immédiatement  ou  pour  l'éclusée  même  qui  est 
en  jeu,  au  lieu  d'opérer  comme  le  bassin  de  Bouzingues,  pour  l'éclusée 
suivante,  une  réserve  que  des  fuites  peuvent  diminuer  sensiblement. 

Il  revient  à  user,  de  suite,  du  travail  produit  parla  chute  de  l'eau 
soit  du  bief  d'amont  dans  le  sas,  soit  du  sas  dans  le  bief  d'aval,  pour 
faire  remonter  à  un  niveau  supérieur  une  certaine  autre  quantité  de 
ce  liquide.  Tout  récepteur  hydraulique,  tel  que  serait  une  roue  à  aubes 
en  y  adaptant  toute  machine  élévatoire  telle  qu'une  pompe,  produirait 
plus  ou  moins  un  effet  de  ce  genre;  mais  il  importait  que  l'appareil 
adopté  fût  simple,  d'un  bon  rendement  malgré  la  variabilitéde  la  force 
motrice,  d'une  manœuvre  facile  et  de  courte  durée,  enfin  peu  ou  point 
sujet  aux  dérangements,  et  susceptible  de  laisser  passer  de  l'eau  char- 
gée de  vase  ou  de  menus  corps  flottants,  sans  jamais  s'encombrer.  Les 
expériences  de  1866  ont  fait  présumer  que  l'appareil  exécuté  en  1868 
à  l'Aubois,  e!  que  nous  avons  à  apprécier,  remplirait  ces  conditions.  Il 
consiste  essentiellement  :  i°  en  un  gros  tuyau  horizontal  en  maçonne- 
rie, placé  en  contre-bas  de  la  tenue  d'eau  d'aval  et  débouchant  dans  le 
sas  vers  l'extrémité  inférieure  de  celui-ci  ;  1°  en  un  fossé  de  décharge 
commençant  aussi  vers  l'amont  et  allant  déboucher  en  aval  au-dessous 
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de  l'écluse.  Les  seules  pièces  mobiles  sont  deux  manchons  ou  larges 
tubes  verticaux  en  tôle,  de  faible  hauteur,  ouverts  aux  deux  extrémités, 
et  reposant  sur  deux  ouvertures  circulaires  de  même  diamètre  faite  s  au 
ciel  du  tuyau  horizontal.  Si  leur  manœuvre  se  fait  entièrement  à  la 
maii);  l'éclusier  les  soulève  sans  effort  avec  des  leviers  du  premier 
genre,  portant  d'un  côté  un  secteur  sur  lequel  s'applique  une  chaîne 
de  suspension,  et  de  l'autre  une  tiraude  avec  contre-poids.  Bien  que 
ces  deux  tubes  verticaux  soient  placés  très-proches  l'un  de  l'autre,  l'un 
d'eux  peut  être  appelé  tube  d'amont,  parce  que  son  soulèvement  fait 
descendre  dans  le  tuyau  horizontal  l'eau  prise  à  l'amont,  dont  il  est 
entouré;  l'autre  sera  nommé  tube  d'aval,  parce  que  l'espace  qui  entoure 
sa  paroi  extérieure  se  trouve  en  communication  avec  le  fossé  de  dé- 
charge cpii  est  comme  une  annexe  du  bief  d'aval. 

S'agit-il  de  vider  le  sas  supposé  déjà  rempli?  On  soulève  le  tube  dit 
d'aval;  les  eaux  du  sas  parcourent  le  tuyau  et  se  précipitent  dans  le 
fossé  de  décharge  en  passant  de  tous  côtés  par  l'ouverture  annulaire 
que  produit  le  soulèvement  de  cette  espèce  de  soupape  sans  pression. 
Or,  si,  après  avoir  tenu  le  tube  ainsi  soulevé  pendant  quelques  secondes, 
on  le  laisse  retomber  sur  son  siège,  l'eau  du  long  tuyau  horizontal, 
animée  d'une  grande  vitesse,  ne  pouvant  continuer  de  s'échapper  par 
l'ouverture  qui  lui  était  faite  et  qu'on  vient  d'intercepter,  monte,  en 
vertu  de  son  inertie  ou  de  sa  force  vive  acquise,  par  l'intérieur  de  ce 
tube  d'aval,  et  aussi  du  tube  d'amont,  et  cela  sans  brusquerie  et  sans 
coup  de  bélier.  Il  en  résulte,  si  les  bouts  supérieurs  de  ces  tubes  s'é- 
lèvent à  quelques  centimètres  au-dessus  du  niveau  de  l'eau  d'amont, 
et  s'ils  sont  entourés  d'une  bâche  convenablement  disposée,  qu'une 
portion  de  l'eau  monte  du  sas  dans  le  biej  d'amont  de  l'écluse. 
Ainsi  commence  à  se  trouver  utilisé  le  travail  de  la  descente  d'eau 
opérée. 

Lorsque  l'eau  a  cessé  de  monter  ainsi  et  que  ce  qui  en  reste  dans 
les  tubes  est  redescendu  par  une  oscillation  en  retour,  on  soulève  de 
nouveau  le  tube  d'aval,  puis  au  bout  de  quelques  secondes  on  le  laisse 
retomber.  Il  en  résulte,  dans  le  sas  qui  esta  vider,  un  nouvel  abaisse- 
ment de  l'eau,  dont  une  première  portion  descend  dans  le  bief  d'aval, 
et  dont  ensuite  une  autre  portion  monte  encore  dans  le  bief  d'amont. 
Et  l'on  continue  cette  manœuvre  périodique  jusqu'à  ce  que  l'ascension 
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d'eau  qu'on  veut  obtenir  soit  devenue  insignifiante  pour  l'épargne; 
alors  on  laisse  écouler  librement  vers  l'aval,  en  tenant  le  tube  soulevé, 
le  reste  de  l'eau  du  sas. 

S'agit-il,  au  contraire,  de  remplir  le  sas  supposé  vide?  On  le  fait  par 
une  opération  inverse  et  qui,  malgré  sa  simplicité,  est  si  singulière  dans 
son  effet,  que  l'on  a  vu  des  ingénieurs  expérimentés  rester  longtemps 
sans  la  comprendre.  On  soulève  le  tube  dit  d'amont;  l'eau  du   bief 
supérieur  se  précipite,  par  l'espace  annulaire  ainsi  ouvert,  dans  le  long 
tuyau,  et  de  là  dans  le  sas.  Au  bout  de  quelques  secondes  on  laisse 
retomber  le  tube  d'amont  sur  son  siège  et  on  soulève  le  tube  d'aval  ; 
l'eau  qui,  dans  le  long  tuyau,  â  acquis  une  grande  vitesse,  continue  sa 
marche  et  fait  dans  ce  tuyau  un  vide  qui  appelle,  par  l'ouverture  du 
dessous  du  tube  d'aval  soulevé,  l'eau  du  fossé  de  décharge,  c'est-à-dire 
l'eau  du  bief  d'aval.  Quand  ce  reflux  artificiel  cesse,  on  laisse  retom- 
ber le  tube  d'aval  et  on  soulève  de  nouveau  le  tube  d'amont,  et  ainsi 
de  suite.  A  chacune  de  cesdoubles  opérations  successives,  le  sas  se 
remplit,  comme  on  voit,  partie  avec  de  l'eau  prise  en  amont  à  un  niveau 
supérieur,  et  partie  avec  de  l'eau  prise  en  aval  à  un  niveau  inférieur, 
gi  âce  à  cette  espèce  de  machine  pneumatique,  ou  de  pompe  aspirante 
sans  piston  ni  clapet,  clans  laquelle  se  transforme  spontanément  le  long 
tuyau  horizontal  chaque  fois  qu'on  abaisse  le  tube  d'aval  après  l'avoir 
tenu  quelques  instants  soulevé. 

L'épargne  d'eau  produite  par  l'appareil  ainsi  décrit  sera  la  somme 
des  quantités  du  fluide  soulevé  du  bief  d'aval  dans  le  sas  pendant  le 
remplissage,  et  du  fluide  soulevé  du  sas  dans  le  bief  d'amont  pendant 
la  vidange,  car  ce  sera  là  ce  qu'un  passage  de  bateau  exigera  de  moins 
que  Péclusée  complète  habituellement  dépensée.  Et  le  rendement,  ou 
effet  utile  proportionnel,  aura  pour  mesure  la  fraction  obtenue  en  divi- 
sant cette  somme  par  le  volume  del  eclusée,ou,  cequi  revientau  même, 
en  divisant  par  la  hauteur  de  la  chute  la  somme  des  hauteurs  d'eau  du 
sas:  les  unes  obtenues  du  bief  d'aval,  les  autres  passéesau  bief  d'amont. 
Ces  hauteurs  sont  celles  d'abaissement  et  d'élévation  qu'on  mesure  dans 
le  sas,  les  premières  pendant  qu'un  tube  est  levé,  les  autres  pendant 
qu'il  est  baissé. 

M.  Vallès  a  fait,  pour  obtenir  ces  hauteurs,  une  suite  nombreuse 
d'expériences  de  vidange  du  sas,  dans  lesquelles  le  nombre  des  périodes, 
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c'est-à-dire  des  soulèvements  et  des  abaissements  du  tube  d'aval,  a  varié 
de  dix  à  douze. 

Il  donne,  dans  sa' Note  de  décembre,  un  tableau  des  abaissements 
totaux  qui  en  sont  résultés  dans  l'eau  du  sas  pour  les  huit  premières 
expériences  laites,  afin  seulement  de  montrer  leur  presque  constance, 
car  ils  n'ont  guère  varié  que  de  i'",70  à  i '" , 7 5 ,  la  cliule  totalede  l'écluse 
étant  de  •2m,4o  à  2ra,45.  Et,  dans  sa  deuxième  Note  complémentaire, 
il  fournit  le  détail  des  abaissements  partiels  ayant  lieu  pendant  cha- 
cune des  moitiés  des  douze  périodes  dont  se  sont  composées  les 
quatre  expériences  les  plus  sûres.  Us  ont  été  observés,  comme  il  le 
dit,  en  introduisant  un  bateau  dans  l'écluse  pour  diminuer  l'agi- 
tation du  fluide,  et  en  comparant,  après  chaque  demi-période,  à 
laide  de  deux  perches,  la  hauteur  du  bateau  avec  celle  du  sommet 
des  bajoyers. 

Il  donne  les  abaissements  observés  à  l'extrémité  supérieure  du  sas 
et  ceux  qui  ont  été  observés  à  l'extrémité  inférieure:  ceux-ci  sont  beau- 
coup plus  forts  que  ceux-là  dans  les  premières  périodes;  ils  ne  devien- 
nent sensiblement  égaux  cpie  dans  les  dernières.  Ces  différences  prouvent 
simplement  que  l'eau  dans  le  sas  avait  une  pente  très-sensible  pendant 
les  forts  écoulements,  comme  naturellement  cela  devait  être;  et  la 
demi-somme  des  deux  abaissements  mesurés  donnait.ee  qu'il  fallait 
pour  calculer  les  volumes. 

M.Vallès  regrette  de  ne  pouvoir  faire  connaître  en  particulier  les 
nombres  appartenant  à  chacune  des  quatre  expériences  dont  on  parle; 
il  n'en  a  pas  conservé  la  note,  les  moyennes  partielles  pour  toutes 
quatre  ayant  été  composées  sur  les  lieux  avec  des  nombres  qu'il  se  rap- 
pelle très-bien  avoir  différé  très-peu  d'une  expérience  à  l'autre  pour 
les  mêmes  périodes.  Ces  moyennes  partielles  5  données  pour  chaque 
perche,  peuvent  donc  être  considérées  comme  fournissant  tout  ce  qu'il 
faut  avec  une  approximation  suffisante;  surtout  quand  on  compare  le 
résultat  avec  celui  de  Cbaillot  où  l'on  avait  d'autres  moyens  d'observa- 
tion et  en  même  temps  des  causes  de  pertes  d'effet;  et  aussi,  en  faisant 
la  comparaison  avec  ce  qui  a  pu  être  mesuré  lors  du  remplissage  du 
sas,  où  il  y  a  plus  de  régularité  et  moins  d'agitation. 

Quant  aux  chiffres  relatifs  au  remplissage,  ils  sont  donnés  avec  tout 
leur  détail  dans  le  premier  Complément,  pour  deux  expériences  à  huit 
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périodes.  Il  y  a  eu  un  tel  accord  entre  ces  deux  expériences,  que  le 

conducteur  Perrault  a  cru  inutile  d'en  (aire  d'autres. 

11  résulte  de  ces  moyennes  générales  que  la  portion  de  l'effet  utile, 

i m  i  o  i 
ou  rendement,  obtenue  pendant  le  remplissage  est      '        =  ...   0,^12 

et  la  portion  pendant  la  vidange  est  moyennement     '•■"■■  =  . ..  o,386 

Effet  utile  total 0,798 

soit  0,80  ou  les  quatre  cinquièmes. 

M.  Vallès  avait  prévu,  dès  avant  les  dernières  expériences,  que  l'effet 
utile  partiel  devait  être  plus  considérable  pendant  le  remplissage  que 
pendant  la  vidange.  Cela  tient  à  ce  que  la  variabilité  du  niveau  des 
eaux  dans  le  bief  d'amont,  exceptionnellement  très-court  comme  on  a 
dit,  a  obligé  d'élever  le  bord  supérieur  des  tubes  à  10  centimètres  plus 
haut  qu'il  ne  faudrait  dans  les  localités  où  les  tenues  d'eau  sont  à  l'état 
ordinaire.  Il  pense  que,  dans  ces  localités  normales,  on  obtiendrait 
bien  o,83  au  lieu  de  0,80. 

Dans  le  deuxième  Complément,  M.  Vallès  rend  compte  d'expé- 
riences ayant  pour  objet  d'économiser  le  temps  en  sacrifiant  une 
partie  de  l'effet  utile,  ce  qui  est  possible  à  certaines  époques  de  l'année. 
Alors,  en  bornant  l'opération  à  six  périodes,  il  ne  fait,  en  vidant  le 
sas,  remonter  que  om,  563  d'eau  en  amont,  ce  qui  fait  une  épargne  de 

'  .     —  o,235.  Si,  pendant  le  remplissage,  on  suppose  par  analogie 

o,265,  l'on  a,  en  additionnant,  toujours  une  épargne  de  moitié.  Mais 
on  n'abrège  ainsi  le  temps  que  d'une  minute  et  demie,  et  il  paraîtra 
sans  doute  généralement  préférable  de  faire  la  manœuvre  complète 
et  toute  l'épargne  d'eau  dont  on  a  présenté  une  évaluation  tout  à 
l'heure. 

Il  évalue  aussi  le  rendement  de  l'appareil  envisagé  seulement  comme 
machine  élévatoire.  Pour  cela,  il  multiplie,  afin  d'avoir  les  quantités 
de  travail,  les  volumes  fluides  par  les  hauteurs  d'ascension  ou  de  des- 
cente de  leurs  centres  de  gravité.  Il  trouve  que,  dans  la  manœuvre  de 
la  vidange,  le  rendement  a  été  de  76  pour  100,  et  que  dans  celle  du 
remplissage  il  a  été  de  81.  Nous  n'insistons  point  sur  cette  considéra- 
tion, qui  est  étrangère  à  notre  objet  principal. 
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Mais  ce  (|ni  intéresse  cet  objet,  c'est  la  ressource  supplémentaire 
dite  des  grandes  oscilla/ions  finales  et  initiales,  que  l'on  tire  à  volonté 
du  même  appareil  pour  produire  une  épargne  d'eau  additionnelle, 
profitable,  comme  dans  le  système  de  Bouzingues,  an  passage  «le  ba- 
teau qui  suivra.  Voici  en  quoi  elle  consiste,  et  le  résultat  de  la  mesure 
détaillée  que  M.  Vallès  en  a  faite. 

Quand  la  manœuvre  alternative  du  soulèvement  et  de  rabaissement 
du  tube  d'aval,  pendant  la  vidange  (\u  sas,  a  cessé  de  produire  des 
ascensions  sensibles  d'eau  vers  l'amont,  l'on  tient  ce  tube  levé,  et  ce 
qui  reste  d'eau  dans  le  sas  se  précipite,  par  l'intermédiaire  du  long  et 
large  tuyau,  dans  le  fossé  de  décharge  qui  communique  avec  l'aval. 
Si,  alors,  on  laisse  se  fermer,  par  une  porte  de  flot  qu'on  y  a  établie, 
l'extrémité  inférieure  de  ce  fossé,  il  résulte  de  la  vitesse  acquise,  et 
nonobstant  la  direction  du  cours  de  l'eau,  inverse  de  ce  qu'elle  es! 
dans  le  tuyau,  que  ce  fluide  monte,  dans  le  fossé,  plus  haut  qu'il  ne  se 
tient  ensuite  dans  le  sas  d'où  il  est  parti.  Un  excès  de  t  5  centimètres  a 
été  mesuré  pour  cet  effet,  que  produit  naturellement  tout  siphon  ien- 
versé.  Il  s'ensuit,  en  abaissant  alors  !e  tube  vertical  d'aval  pour  inter- 
cepter la  communication  avec  le  sas,  que  le  fossé  de  décharge  fera 
bassin  d'épargne  pour  une  certaine  tranche  d'eau,  tranche  que  l'on 
emploiera,  au  passage  suivant  de  bateau,  pour  remplir  d'autant  le  sas, 
avant  de  rien  emprunter  au  bief  d'amont.  Même,  alors,  par  une  autre 
grande  oscillation,  dite  initiale,  et  encore  analogue  à  celles  qu'offre  un 
siphon  renversé,  F  expérience  montre  que  l'eau  ainsi  introduite  dans  le 
sas  s'y  tient  notablement  plus  haut  qu'elle-n'est  rnsuite  dans  le  bassin 
d'où  elle  vient,  ce  qui  ajoute  encore  un  peu  à  l'épargne. 

De  même,  lors  du  remplissage,  et  après  cpie  le  jeu  des  tubes  a  cessé 
d'aspirer  profitablement  de  l'eau  d'aval,  si,  en  achevant  de  remplir  lé- 
sas au  moyen  de  la  levée  du  tube  d'amour,  l'on  ferme  par  une  porte 
de  flot  l'entrée  du  petit  bassin  maçonné  qui  contient  les  tubes  et  qui 
communique  avec  le  bief  d'amont  habituellement,  la  grande  oscilla- 
tion finale  d'arrivée  de  son  eau  dans  le  sas  fait  monter  dans  celui-ci  le 
fluide  plie  haut  qu'il  ne  sera  ensuite  dans  le  petit  bassin  dont  nous 
parlons;  et  ce  bassin,  quand  on  en  abaisse  le  tube,  ne  contient  plus 
l'eau  qu'à  un  niveau  inférieur  à  celui  du  bief  d'amont.  Il  en  résulte, 
dans  ce  même  petit  bassin  maçonné,  une  sorte  d'épargne  inverse  «pu 

Tome  XIV  (î"=  sorie).  —   Si  pteubi-.f.  1869,  'I2 
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profitera  à  la  vidange  du  passage  suivant,  car  on  y  fera  arriver  nalu- 
rellement,  du  sas,  la  tranche  d'eau  qui  y  manque  pour  atteindre  le 
niveau  d'amont,  et  ce  sera  autant  de  moins  à  envoyer  en  aval.  Une 
grande,  oscillation  initiale  aura  même  lieu  alors,  avec  petit  surcroit  de 
profit. 

M.  Vallès,  qui  a  mesuré  les  dénivellations  produites  par  ces  quatre 
grandes  oscillations,  surtout  les  finales,  en  conclut,  pour  l'épargne 
supplémentaire  qu'elles  peuvent  fournir  un  chiffre  de  10  pour  100 
du  volume  de  l'éclusée.  L'épargne  totale  due  au  système  serait  ainsi 
d     0,0  pour  100. 

Un  pareil  résultat,  s'il  est  confirmé,  devrait  être  attribué  à  la  sim- 
plicité de  l'appareil,  qui  ne  contient  ni  clapets  ni  pistons,  et  qui  ne 
produit  pas  de  chocs,  parce  que,  comme  dans  la  plupart  de  ceux  de 
M.  de  Caligny,  l'on  s'est  interdit  toute  fermeture  de  la  section  trans- 
versale du  tuyau. 

Son  inventeur  compta* peu,  toutefois,  sur  l'obtention  habituelle, 
dans  la  pratique,  des  10  pour  100  dont  on  vient  de  parler,  parce  qu'il 
peut  en  résulter  du  ralentissement  dans  la  manœuvre,  et  que  le  temps 
a  aussi  besoin  d'être  épargné.  Mais  cette  économie  d'eau  éventuelle 
pourra  cependant  être  recherchée  dans  les  lieux  où  il  y  a  pénurie  d'ali- 
mentation, avec  des  chutes  trèsdiautes,  comme  aux  environs  des  points 
de  partage.  Aussi  M.  Vallès  en  a  toujours  fait,  avec  raison,  l'un  des 
sujets  de  son  examen. 

Maintenant,  obtiendra-t-on  dans  la  pratique  courante,  et  sans  même 
compter  ce  surcroît  final  possible,  les  épargnes  d'eau  qui  .-ésultent  des 
expériences  ci-dessus?  Un  éclusier  fera-t-il  toujours  jouer  les  tubes  dix 
et  douze  fois,  sans  y  mettre  plus  de  cinq  à  six  minutes  que  M.  Vallès 
a  comptées,  y  compris  l'achèvement?  Ce  procédé,  enfin,  est-il  appelé 
à  devenir  usuel  dans  tous  les  lieux  et  dans  tous  les  temps  où  les  voies 
navigables  artificielles  soutirent  de  la  pénurie  d'eau? 

Ces  questions  ne  pourront  être  jugées  qu'à  la  suite  d'un  usage  dune 
certaine  durée.  Elles  ue  font  pas  l'objet  essentiel  de  la  communication 
de  M.  Vallès.  Toutefois  l'honorable  et  savant  Inspecteur  général  les  a 
traitées  en  partie  et  accessoirement.  Il  énonce  que  des  signes  non  équi- 
voques caractérisent  l'instant  où  il  faut  abaisser  les  tubes  après  les 
avoir  tenus  levés,  de  manière  à  obtenir  dans  chaque   période  le  plus 
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grand  effet  possible.  On  sail  qu'en  général  les  maxima  restent  quelque 
temps  stationnaires,  ou  qu'ils  varient  fort  peu  pour  des  variations 
Ires-sensibles  des  éléments  dont  ils  dépendent,  On  sail  aussi  que,  dans 
des  manœuvres  délicates,  ei  à  cause  même  de  leur  délicatesse  un  peu 
scientifique  qui  souvent  flatte  et  stimule  l'esprit  des  simples  ouvriers, 
ils  acquièrent  quelquefois  en  peu  de  temps  l'instinct  pratique  du  mieux 
possible. 

D'ailleurs,  après  les  deux  ou  trois  premières  périodes,  ou  la  ma- 
nœuvre îles  tubes  doit  être  opérée  à  la  main,  une  expérience  faite  a 
Saint-Lô  a  prouvé  que  le  reste  pouvait  être  opéré  automatiquement 
par  une  force  de  succion  en  rendant  légèrement  tronconique  le  bas 
des  tubes  et  en  le  garnissant  d'un  rebord  saillant  et  relevé,  comme 
(buis  une  autre  machine  déjà  connue,  qui  a  valu  au  même  inventeur 
des  récompenses  aux  deux  dernières  Expositions.  Enfin,  quanl  au 
temps  de  la  manœuvre,  M.  Vallès  a  fait  observer  que  les  larges  ouver- 
tures, de  rn,4°  de  diamètre,  que  découvre  la  levée  des  tubes,  donnent 
un  passage  incomparablement  plus  prompt  aux  eaux  que  les  vénielles 
perçant  habituellement  les  portes  dont  elles  compliquent  la  construc- 
tion, et  qui  ne  se  manœuvrent  qu'à  l'aide  de  puissants  crics;  de  sorte 
que,  d'après  lui,  la  considération  du  temps,  qui  fait  le  côté  faible  tics 
autres  systèmes  mentionnés  plus  haut,  ne  parait  point  défavorable  a 
celui  dont  on  vient  de  s'occuper. 

En  conséquence,  vos  Commissaires,  en  faisan!  des  réserves  relati- 
vement'à  des  points  que  l'usage  seul  pourra  résoudre,  et  à  de  légères 
incertitudes  que  laissent  les  mesurages  opérés,  estiment  que  le  système 
d'écluse  à  épargne  d'eau  établi  sur  le  canal  latéral  de  la  boire  contre 
la  rivière  de  l'Aubois  est  ingénieux,  et  scientifiquement  fondé;  qu  il 
donne,  en  supposant  même  que  l'on  dût  réduire  sensiblement  les 
chiffres  annoncés,  un  effet  utile  remarquable,  avec  des  chances  de  per- 
fectionnements ultérieurs.  Et  ils  vous  proposent  de  remercier  M. Vallès 
de  vous  avoir  fait  part  de  considérations  aussi  intéressantes  au  point 
de  vue  de  l'art  des  ouvrages  de  navigation  intérieure. 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 


\-,.. 
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Note  sur  les  moyens  de  rendre  automatique  le  système  d'éeluses 
de  navigation  décrit  t.  XI,  -i*  série,  p.  4o5,  rédigée  a  l'occa- 
sion du  Rapport  jjrécédent  ; 

Pak  M    Anatole  RE  CALIGÏMY 


Dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit  je  n'ai  indiqué  aucun  moyen  de  ren- 
dre cette  écluse  automatique,  parce  que  MM.  les  Ingénieurs  des 
Ponts  et  Chaussées  qui  avaient  fait  le  dernier  Rapport  sur  mes  expé- 
riences ne  pensaient  pas  que  cela  fût  bien  utile.  Mais  dans  le  Rapport 
à  l'Institut  ou  paraît  attacher  une  certaine  importance  à  ce  qu'on 
obtienne  une  marche  automatique.  Je  vais  donc  indiquer  d'après  quels 
principes  cette  marche  pourra  être  étudiée.  Il  en  résultera  d'ailleurs 
quelques  développements  relatifs  à  certaines  parties  de  ce  Rapport. 

Quand  on  commence  à  vider  l'écluse,  il  se  produit,  si  l'on  veut,  du 
sas  dans  un  réservoir  en  communication  alternative  avec  le  bief 
d'amont,  une  grande  oscillation  qui  peut  faire  baisser  d'une  quan- 
tité considérable  le  niveau  de  l'eau  dans  le  sas,  selon  que  les  dimen- 
sions du  bassin  précité  sont  plus  ou  moins  grandes.  Il  en  résulte  que 
lorsqu'on  met  ensuite  l'appareil  en  train,  outre  les  avantages  de  cette 
première  grande  oscillation  indiqués  pages  9  et  10  du  Rapport  à 
l'Institut,  la  première  oscillation  en  retour  descend  beaucoup  plus 
profondément  qu'elle  ne  le  fêtait  s'il  n'y  avait  déjà  une  grande  baisse 
dans  le  niveau  de  l'écluse. 

Si  donc  le  tube  d'aval  a  un  diamètre  plus  grand  (pie  son  extrémité 
inférieure,  on  conçoit  qu'il  pourra  être  soulevé  par  un  contre-poids, 
quand  l'eau  sera  descendue  à  son  intérieur  d'une  quantité  suffisante 
pour  ne  plus  faire  équilibre  à  ce  contre-poids;  ce  tube  étant  soulevé 
sera  ensuite  ramené  en  temps  utile  sur  son  siège  par  un  principe  de 
succion  à  contre-courant.  En  un  mot,  l'appareil  fonctionnera  d'une 
manière  parfaitement  analogue  au  jeu  du  système  de  mou  invention 
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qui  a  été  honoré  d'une  Médaille  d'argent  à  l'Exposition  universelle 

de  I  867  [*].  On  verra  d'ailleurs  dans  la  pratique  s'il  vaut  mieux  que  la 
première  grande  oscillation  descende  assez  bas  dans  l'écluse  pour  que 
le  système  devienne  immédiatement  automatique,  ou  s'il  vaut  mieux 
qu'il  ne  le  soit  qu'après  une  ou  i\vu\  périodes. 

Quand  le  niveau  sera  convenablement  baissé  dans  l'écluse  en  vertu 
de  celte  marche  automatique,  une  grande  oscillation  finale  jettera  une 
quantité  d'eau  considérable  dans  la  rigole  de  décharge,  alternative- 
ment transformée  en  bassin  d'épargne,  par  une  porte  de  flot,  ainsi  que 
cela  est  expliqué  dans  le  Rapport  à  l'Institut. 

Lorsqu'ensuite  on  voudra  remplir  l'écluse,  l'eau,  mise  ainsi  eu  ré- 
serve, produira,  de  la  rigole  de  décharge  dans  le  sas,  une  grande  oscil- 
lation de  remplissage.  Si  l'exhaussement  qui  en  résultera  dans  l'écluse 
est  assez  grand,  le  tube  d'amont  pourra  être  soulevé  par  un  contre- 
poids, parce  que  l'eau  qui  entrera  dans  ce  tube  tendra  à  le  soulever  de 
bas  en  haut,  c'est-à-dire  coutre-balancera  en  partie  la  pression  de  l'eau 
du  bief  d'amont  sur  son  extrémité  inférieure  élargie,  au  lieu  d'être  ré- 
Irécie  comme  la  partie  inférieure  du  tube  d'aval  doit,  l'être. 

Mais  il  n'est  pas  probable  que  cette  première  grande  oscillation, 
suivie,  il  est  vrai,  d'une  oscillation  plus  élevée  dans  les  tubes  verticaux, 
suffise  pour  faire  lever  le  tube  d'amont.  La  pratique  montrera  si  une 
ou  i\eux  oscillations  de  la  machine  proprement  dite  ne  seront  pas 
nécessaires  avant  qu'on  puisse  faire  remonter  l'eau  dans  ce  tube  à  une 
hauteur  suffisante,  par  une  oscillation  en  retour,  pour  le  faire  lever 
de  lui-même;  tandis  que  la  pression,  agissant  de  haut  en  bas  dans  le 
tube  d'aval,  tiendra  alors  celui-ci  baissé. 

Le  tube  d'amont  étant  levé,  redescendra  d'ailleurs  de  lui-même  en 
temps  utile,  au  tnoven  d'un  principe  de  succion  qui  a  déjà  été  employé 
à  cet  usage  à  l'écluse  de  l'Aubois. 

A  partir  du  moment  où  le  tube  d'amont  reposera  sur  son  siège, 
l'eau  baissera  dans  ce  tube  et  dans^celui  d'aval.  Or,  ce  dernier  se  lèvera 
de  lui-même,  comme  cela  a  été  expliqué  ci-dessus,  au  moyen  d'un 
contre-poids,  quand  l'eau  sera  convenablement  baissée  à  son  intérieur, 


[*]  Voir  le  Mémoire  sur  cotte  machine,  publié  dans  le  t.  VII,  2*  série,   1862,  île  ce 
Journal,  et  le  Mémoire  sur  une  machine  soufflante,  t.  XIII,  2e  série,  1868. 
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c!  l'eau  de  la  rigole  de  décharge  sera  aspirée,  ainsi  que  cela  esl  expli- 
qué dans  le  Rapport  à  l'Institut. 

\  relie  époque  le  tube  d'amontsera  tenu  baissé,  en  vertu  de  la  près- 
de  l'eau  du  bassin  d'amont  au-dessus  de  son  extrémité  inférieure, 
il  ne  s'agira  plus  que  de  faite  revenir  le  tube  d'aval  sur  son  siège  quand 
l'aspiration  de  l'eau  de  la  rigole  de  décharge  sera  finie  à  chaque  période. 
Ce  point  est  le  plus  délicat  qui  reste  à  étudier;  cela  peut  être  obtenu 
an  moyen  des  phénomènes  de  succion  résultant  du  retour  d'une  partie 
de  l'eau  entrée  dans  l'écluse,  ou  par  d'autres  moyens. 

\u  reste,  abstraction  faite  de  ce  détail  secondaire,  on  voit  déjà  que 
le  travail  de  I  éclusier  sera  réduit  à  très-peu  de  chose,  surtout  si  l'on 
parvient  à  supprimer  complètement  le  travail  nécessaire  pour  ouvrir 
et  fermer  les  ventelles  des  portes  d'écluse  existantes. 

Quant  à  la  grande  oscillation  finale  de  remplissage,  il  suffit  de  rap- 
peler qu'elle  est  expliquée  clans  le  Mémoire  précité  de  1866  et  dans  le 
Rapport  à  l'Institut. 

Je  dois  rappeler  aussi  [*]  qu'il  se  perd  dans  la  manoeuvre  ordinaire 
beaucoup  d'eau,  par  suite  des  grandes  ondes  résultant  dans  le  bief 
d'aval  du  mode  de  décharge  en  usage,  parce  que  ces  grandes  ondes, 
qui  seront  évitées  dans  le  nouveau  système,  font  souvent  verser  de 
l'eau  au-dessus  des  portes  de  l'écluse  immédiatement  en  aval. 

Quant  à  la  marche  automatique,  on  sera  obligé,  il  est  vrai,  de  se 
servir  d'oscillations  en  retour  qui  augmentent  un  peu  la  durée  de 
chaque  opération  de  remplissage  ou  de  vidange.  Mais  il  résulte  d'expé- 
riences, dont  on  a  dit  quelques  mots  dans  le  Rapporta  l'Institut,  que 
si  l'on  se  privait  de  ces  oscillations  on  diminuerait  notablement  l'effet 
utile  dans  certaines  conditions  de  la  manœuvre;  de  sorte  que  tout  bien 
compensé,  il  est  utile  de  s'en  servir  en  profitant  d'ailleurs  de  l'avan- 
tage qui  en  résultera  pour  obtenir  une  marche  automatique,  ou  du 
moins  tellement  simplifiée, que  non-seulement  cela  diminuera  le  travail 
de  l'éclusier,  mais  que  cela  donnera  plus  de  sûreté  à  ses  manœuvres. 

Depuis  que  ce  qui  précède  est  écrit,  j'ai  fait  à  l'écluse  de  l'Aubois 
quelques  expériences  ayant  pour  but  l'étude  des  modifications  qui 
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doivent  être  laites  pendant  le  chômage  du  canal  relativement 
marche  automatique,  dont  on  ne  s'était  pas  occupé  dans  la  construc- 
tion de  l'appareil  à  cette  écluse. 

Le  tube  d'aval  n'étant  pas  encore  disposé  de  manière  à  fonctionner 
de  lui-même  connue  il  l'était  dans  les  expériences  (ailes  à  Saint-LÔ  el 
aux  bassins  de  Cliaillot,  où  sa  partie  inférieure  était  rétrécie,  c'est  sur 
le  tube  d'amont  que  j'ai  t'ait  dernièrement  des  expériences  pour  obtenir 
une  marche  automatique  d'après  les  principes  exposés  ci-dessus.  Ces 
expériences  ont  très-bien  réussi,  mais  il  a  fallu  modérer  la  percussion 
de  ce  tube  sur  son  siège, quand  il  v  a  été  ramené  par  un  effet  de  succion. 
Pour  y  parvenir,  j'ai  divisé  en  deux  parties  le  contre-poids  «lu  balan- 
cier de  ce  tube,  Une  des  parties  de  ce  contre-poids  est  attachée  inva- 
riablement à  ce  balancier,  l'autre  y  est  attachée  au  moyen  d'une 
corde  on  chaîne  alternativement  détendue.  Celte  partie  du  contre- 
poids est  assez  grande  et  vient  se  poser  alternativement  sur  le  sol.  Il  en 
résulte  qu'à  l'époque  où  le  tube  d'amont  commence  à  descendre  par 
l'effet  de  succion  précité,  celte  partie  du  contre-poids  n'agit  point  sur 
le  balancier;  mais  qu'à  l'époque  où  le  tube  dont  il  s'agit  achève  sa 
course  descendante,  sa  vitesse  est  convenablement  modérée  par  le 
travail  de  cette  partie  du  contre-poids  qui  trouve  alors  sa  chaîne  ten- 
due, et  n'a  même  besoin  d'agir  cpie  le  long  d'un  chemin  assez  court 
pour  modérer  très-convenablement  la  percussion  du  tube  sur  son  siège. 

Malgré  l'état  de  vétusté  des  anciennes  portes  de  l'écluse  de  l'Au- 
bois,  j'ai  déjà  pu  faire  d'heureuses  tentatives  pour  les  faire  ouvrir 
d'elles-mêmes,  sans  qu'on  soit  d'ailleurs  obligé  d'ouvrir  leurs  vénielles. 

Lorsque  l'appareil  qui  remplit  l'écluse  cesse  de  fonctionner  utile- 
ment, et  qu'on  achève  de  la  remplir  en  laissant  le  tube  d'amont  levé, 
et  en  laissant  d'ailleurs  le  bassin  de  ce  tube  en  communication  avec  le 
bief  d'amont,  l'eau  monte  dans  le  sas,  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise 
dans  le  grand  tuyau  de  conduite,  au-dessus  du  niveau  du  bief  d'amont. 
Il  en  résulte  que  les  portes  d'amont  de  l'écluse  s'entr'ouvrent  d'elles- 
mêmes,  avec  assez  de  force  pour  qu'un  très-léger  effort  de  i'éclusier 
les  fasse  ouvrir  en  entier  quand  il  saisit  bien  l'instant  opportun.  Il  y  a 
lieu  d'espérer  que  ces  portes  s'ouvriront  en  entier  d'elles-mêmes  quand 
elles  seront  refaites  à  neuf  et  ajustées  avec  plus  de  soin.  Mais  dans 
l'état  actuel  des  choses,  il  faudrait  même  déjà  prendre  des  précautions 
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pour  qu'elles  ne  se  refermassent  pas  d'elles-mêmes,  en  vertu  de  leur 
élasticité,  tant  elles  s'ouvrent  convenablement  avec  l'aide  d'un  très- 
Jée;er  effort  de  l'éclusier. 

Quand  l'appareil  qui  vide  l'écluse  ne  fonctionne  plus  utilement,  si 
l'on  achève  de  la  vider  en  laissant  le  tube  d'aval  levé  et  en  laissant  la 
rigole  de  décharge  en  communication  avec  le  bief  d'aval,  l'eau  des- 
cend dans  le  sas,  en  vertu  du  mouvement  acquis  dans  le  grand  tuyau 
de  conduite,  au-dessous  du  niveau  du  bief  d'aval;  de  sorte  que  les 
portes  d'aval  de  l'écluse  s'entr'ouvrent  d'elles-mêmes,  et  de  la  même 
quantité  en  général  que  se  sont  ouvertes  les  portes  d'amont  dans  l'autre 
opération;  si  l'éclusier  saisit  aussi  le  moment  convenable,  il  achève 
de  les  ouvrir  avec  une  grande  facilité.  Cependant  jusqu'à  présent  la 
sûreté  de  l'ouverture  spontanée  des  portes  d'aval  est  un  peu  moindre 
que  celle  des  portes  d'amont.  C'est  une  raison  de  plus  pour  qu'il  soit 
utile  de  refaire  cette  expérience  avec  des  portes  neuves  convenable- 
ment ajustées. 

Le  grand  tuyau  de  conduite  a  une  propriété  intéressante  relative- 
ment au  travail  nécessaire  pour  faire  entrer  ou  sortir  de  l'écluse  pleine 
les  grands  bateaux  chargés.  Quand  un  de  ces  bateaux  entre,  il  refoule 
devant  lui  une  masse  d'eau  qui,  dans  l'état  actuel  des  écluses,  est 
obligée  de  passer  au-dessous  de  lui  ou  le  long  de  ses  flancs.  La  résis- 
tance considérable  et  par  suite  le  ralentissement  qui  en  résultent  dans 
la  manœuvre  sont  considérablement  atténués  à  l'écluse  de  l'Aubois, 
lorsqu'on  a  mis  la  partie  postérieure  de  cette  écluse  en  communication 
avec  le  bief  d'amont  en  levant  le  tube  d'amont. 

Quand  le  bateau  sort  de  l'écluse,  il  refoule  dans  le  bief  d'amont  uni' 
masse  d'eau  qui  serait  de  même  obligée  de  passer  au-dessous  de  lui  ou 
le  long  de  ses  flancs.  La  résistance  et  par  suite  le  ralentissement  qui  en 
résultent  dans  la  manœuvre  sont  de  même  considérablement  atténués 
lorsqu'on  met  la  partie  postérieure  de  l'écluse  en  communication  avec 
le  bief  d'amont  par  ie  grand  tuyau  de  conduite. 

Craignant  que  les  bateliers  ne  missent  de  la  complaisance  dans  leurs 
réponses,  j'ai  profité  dune  circonstance  ou  un  grand  bateau  était 
chargé  d'une  manière  exceptionnelle.  J'arrêtais  a  volonté  ou  je  re- 
mettais ce  bateau  en  marche,  sans  avertir  les  bateliers,  en  baissant  ou 
relevant  le  tube  d'amont. 
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On  voit  déjà  qu'il  y  a  divers  moyens  d'abréger  la  manœuvre,  en 
employant  le  nouveau  système.  Dans  son  état  actuel,  la  durée  de 
chaque  oscillation  en  retour  est  à  très-peu  près  de  douze  secondes. 
Mais,  si  l'on  ne  faisait  dégorger  l'eau  relevée  au  bief  d'amont  que 
par  le  tube  d'amont,  en  prolongeant  suffisamment  le  tube  d'aval, 
comme  dans  les  dessins  de  celui  de  mes  appareils  dont  il  s'agit,  qui 
ont  été  gravés  en  1868  dans  le  Génie  industriel  de  M.  Armengaud  et 
dans  la  Bévue  universelle  de  M.  de  Cuyper,  on  pourrait  diminuer 
notablement  la  durée  de  ces  oscillations  en  retour. 

En  effet,  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  coup  de  bélier,  quand  on  baisse  le 
tube  d'aval,  il  n'est  pas  nécessaire  que  l'intérieur  de  celui-ci  soit  entiè- 
rement libre.  Une  partie  de  sa  capacité  peut  être  occupée  par  un  cy- 
lindre vertical,  terminé  intérieurement  en  pointe.  Il  y  a  même  lieu  de 
penser  que  cela  permettra  de  ne  pas  enfoncer  aussi  profondément  le 
siège  de  ce  tube  au-dessous  du  niveau  du  bief  d'aval  qu'on  l'a  fait  pour 
éviter  l'introduction  de  l'air  dans  le  grand  tuyau  de  conduite. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  durée  des  oscillations  en  retour  sera  diminuée 
parce  cylindre  à  très-peu  près  dans  le  rapport  de  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  sections  cylindriques  restées  libres  dans  les  deux  tubes 
verticaux  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  sections  totales  qu'au- 
raient  ces  deux   tubes  si  ce  cylindre  n'existait  pas. 

Il  résulte  de  diverses  considérations  indiquées  ci-dessus  que  les 
grandes  oscillations  initiales  et  finales  doivent  être  étudiées  à  plusieurs 
points  de  vue,  soit  à  celui  de  l'ouverture  spontanée  des  portes  de 
l'écluse,  soit  à  celui  de  l'épargne  de  l'eau,  soit  à  celui  des  facilités 
qu'elles  donnent  pour  la  marche  automatique  des  tubes  verticaux. 

Dans  ce  dernier  cas,  elles  permettent  d'ailleurs,  si  l'on  sacrifie  une 
partie  de  leurs  avantages  pour  l'économie  de  l'eau,  d'obtenir,  au  moyen 
d'écoulements  en  retour,  des  oscillations  assez  grandes  dans  les  tubes 
verticaux  pour  changer  complètement  l'état  de  la  question,  quant  aux 
facilités  qui  en  résultent  pour  la  marche  automatique. 

Nota.  —  Je  me  suis  borné  à  exposer  le  résultat  de  mes  dernières 
expériences  à  l'écluse  de  l'Aubois.  Le  moyen  que  j'ai  employé  pour 
amortir  la  percussion  du  tube  d'amont  sur  son  siège  m'a  paru  très- 
satisfaisant.  Cependant  il  est  intéressant  de  remarquer  qu'on  peut  se 
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servir,  pouratteindre  le  même  but,  d'un  flotteur  alternativement  émergé, 
après  avoir  été  entièrement  plongé,  et  qui  serait  invariablement  atta- 
ché au  balancier  par  une  tige.  Ce  système  offrirait  l'avantage  d'éviter 
l'inconvénient  quelconque  de  déplier  alternativement  une  chaîne;  et, 
de  plus,  toutes  les  masses  partant  du  repos  en  même  temps,  il  n'y  au- 
rait aucune  cliance  de  changement  brusque  de  vitesse.  Or,  au  moment 
où  le  contre-poids  alternativement  déposé  sur  le  sol  est  saisi  par  la 
chaîne,  quand  elle  se  tend  en  vertu  du  mouvement  acquis  du  tube, 
du  balancier  et  de  l'autre  partie  du  contre-poids,  l'inertie  occasionne 
une  résistance  brusque,  dont  au  reste  l'effet  a  paru  sans  inconvénient 
dans  cette  circonstance. 

Quant  aux  moyens  de  faire  ouvrir  d'elles-mêmes  en  temps  utile  les 
portes  d'amont  et  d'aval  de  l'écluse,  il  est  intéressant  de  remarquer  la 
possibilité  d'employer  des  manœuvres  pour  faire  cette  opération,  sans 
qu'il  soit  nécessaire,  comme  dans  des  essais  précités,  de  mettre  en 
communication  non  interrompue  la  rigole  de  décharge  avec  le  bief 
d'aval  et  le  petit  bassin  d'amont  avec  le  bief  d'amont.  Ces  manœuvres, 
reposant  sur  des  communications  alternatives  avec  ces  biefs,  pourront 
prochainement  être  étudiées;  mais  elles  ne  pourront  l'être  d'une  ma- 
nière complète  que  lorsqu'on  aura  fait  des  portes  d'écluse  neuves  : 
ce  qui  ne  parait  pas  pouvoir  être  fait  cette  année.  Il  y  a  lieu  d'espérer 
qu'on  pourra  se  passer  complètement  des  ventelles  de  ces  portes,  et 
ne  les  conserver  que  pour  le  cas  où  l'on  aurait  à  faire  à  l'appareil 
quelque  réparation  qui  obligerait  de  se  servir  momentanément  du 
système  actuellement  en  usage.  On  conçoit  que  si,  au  commencement 
de  chaque  grande  oscillation  finale,  le  sas  est  pendant  un  temps  con- 
venable en  communication  avec  le  bief  qui  la  concerne,  cela  pourra 
permettre  d'achever  de  remplir  ou  de  vider  le  sas  sans  ouvrir  ces  ven- 
telles, tout  en  permettant  à  l'eau  contenue  dans  le  grand  tuyau  de 
conduite  de  conserver  la  force  vive  nécessaire  pour  que  les  portes  de 
l'écluse  s'ouvrent  d'elles-mêmes,  comme  cela  a  été  expliqué  ci-dessus 
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Vote  sur  un  appareil  à  faire  des  épuisements  au  moyen 
des  vagues  de  la  mer; 

V\n  M    Anatole  DE  CALIGiW 


J'ai  présenté  à  la  Société  Philomatliique  de  Paris,  le  17  mai  i85i,  le 
principe  de  cet  appareil.  Depuis  cette  époque,  je  ne  m'en  étais  plus 
occupé,  parce  que  j'avais  entendu  dire  que  les  vagues  de  la  Méditer- 
ranée, dans  les  environs  des  marais  de  la  Camargue,  n'étaient  pas 
assez  puissantes  pour  être  appliquées  d'une  manière  convenable  à 
l'épuisement  de  ces  marais.  Mais  ayant  appris  que  ces  vagues  étaient 
plus  fortes  qu'on  ne  me  l'avait  dit,  je  suis  revenu  sur  ce  sujet  dans 
une  Note  présentée  le  Ier  mars  dernier  à  l'Académie  des  Sciences,  et 
dont  un  Extrait  est  imprimé  dans  les  Comptes  rendus  de  cette 
Académie. 

J'ai  appris  depuis  par  \m  article  du  Journal  officiel  de  Rome,  dont 
la  traduction  a  été  publiée  à  Paris  dans  le  journal  l'Univers  du 
3  juin  1868,  et  dont  je  n'avais  pas  connaissance  le  ier  mars  dernier 
que  les  vagues  de  la  Méditerranée,  dans  les  environs  des  marais 
d'Ostie,  sont  assez  puissantes  pour  qu'un  ingénieur  italien,  M.  Moro 
d'Arona,  ait  proposé  dernièrement  de  s'en  servir  pour  faire  des  épui- 
sements dans  ces  marais,  dont  un  canal  souterrain  qu'il  a  construit 
conduit  les  eaux  dans  la  mer.  M.  Moro,  après  avoir  donné  la  descrip- 
tion de  ce  canal,  fermé  à  ses  deux  extrémités  par  des  portes  pendantes, 
ayant  pour  but  d'empêcher  l'eau  de  retourner  dans  le  marais,  ajoute 
que  de  cette  combinaison  «  il  ressort  une  conséquence  paradoxale  au 
premier  abord,  mais  pourtant  très-certaine,  naturellement  parlant, 
à  savoir  que  l'abaissement  de  l'eau  dans  l'émissaire  se  produit  non- 
seulement  au  niveau  moyen  et  le  plus  bas  de  la  mer,  mais  dans  les 
grandes  tempêtes,  notamment  dans  celles  de  libeccio ,  même  au- 
dessous  du  niveau  le  plus  bas;   car  on  observe  qu'autant  la  vague 
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s'élève  au-dessus  de  la  ligne  du  niveau  moyen,  autant  elle  descend 
au-dessous  de  cette  ligne,  et  comme  chaque  abaissement  de  la  mer 
fait  sortir  les  eaux  par  l'écluse,  les  flaques  mêmes  qui  se  trouvent 
à  un  niveau  inférieur  au  plus  bas  de  la  mer  peuvent  avoir  un  écou- 
lement. » 

Il  n'est  pas  à  ma  connaissance  que  personne  eût  proposé  avant  moi 
de  se  servir  d'une  dénivellation  provenant  du  mouvement  des  vagues 
pour  faire  des  épuisements  dans  un  marais  au-dessous  du  niveau 
moyen  le  plus  bas  de  la  mer,  en  employant  un  clapet  susceptible  de 
s'ouvrir  en  vertu  de  celte  dénivellation,  et  de  se  refermer  pour  empê- 
cher l'eau  de  rentrer  dans  le  marais  quand  elle  moule  au-dessus  de  ce 
niveau  moyen. 

On  jugera  si  cette  idée  est  au  moins  implicitement  contenue  dans 
l'extrait  du  procès-verbal  de  la  séance  de  la  Société  Philoinalhique  de 
Paris  du  17  mai  1 85 1 ,  publié  dans  le  journal  /' Institut,  et  dans  le 
Bulletin  de  la  Société Phttomathique  de  1 85 1,  p.  27  à  29.  Abstraction 
faite  d'ailleurs  de  toute  question  de  priorité,  il  est  d'autant  plus  inté- 
ressant de  rappeler  cette  Note  qu'on  pourra  probablement,  au  moyen 
des  développements  qu'on  trouvera  plus  loin,  profiter  du  canal  sou- 
terrain de  M.  Moro  pour  y  adapter  l'appareil  que  j'avais  présenté,  il 
y  a  dix-huit  ans,  de  manière  à  faire  au  besoin  descendre  l'eau  des  ma- 
rais d'Ostie  plus  bas  qu'on  ne  le  pourrait  en  vertu  de  la  dénivellation 
des  vagues  abandonnées  à  elles-mêmes. 

Il  est  d'ailleurs  intéressant  de  remarquer  qu'avec  l'appareil  de  mon 
invention  construit  à  l'écluse  de  l'Aubois,  on  obtient  un  effet  utile 
plus  grand  quand  il  est  employé  comme  machine  pour  les  épuise- 
ments que  lorsqu'il  est  employé  comme  machine  élévatoire.  Or,  tous 
ces  principes  se  tiennent  à  divers  égards,  et  la  grande  expérience  que 
je  rappelle  trouvera  ici  une  de  ses  applications. 

Voici  la  copie  de  la  partie  de  la  Note  précitée  qui  a  pour  objet  le 
système  en  question  en  forme  de  L. 

«  Séance  du  17  mai  1 85 1 .  Hydraulique,  appareil  à  faire  des  épui- 
fements  au  moyen  des  vagues  de  la  mer.  M.  de  Caligny  adresse  une 
Note  sur  les  moyens  d'employer  les  vagues  de  la  mer  à  faire  des  épui- 
siinents 
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»  J'ai  communiqué  il  y  a  longtemps  à  la  Société,  dit-il,  des  expé- 
riences variées  sur  un  appareil  sans  piston,  ni  soupape,  ni  aucune 
autre  pièce  quelconque  mobile,  ayant  pour  but  de  faire  des  épuise- 
ments au  moyen  d'une  diminution  de  pression  moyenne  sur  l'orifice 
latéral  d'un  tuyau  vertical  ouvert  à  ses  deux  extrémités,  dans  lequel 
une  colonne  liquide  oscille,  en  vertu  d'une  force  motrice  quelconque, 
même  au  moyen  d'une  addition  alternative  de  pression  supérieure, 
telle  qu'une  insufflation  très-irrégulière.  Je  crois  cependant  que,  pour 
utiliser  en  grand  le  travail  moteur  fourni  par  les  vagues,  dont  l'ac- 
tion alternative  agira  sur  l'extrémité  convenablement  évasée  d'un 
tuyau  de  conduite  en  partie  plongé  dans  la  mer,  il  sera  utile  de  dis- 
poser un  clapet  de  retenue  dans  le  tuyau  latéral,  partant  de  l'orifice 
latéral  du  tuyau  vertical  pour  déboucher  par  son  autre  extrémité  dans 
le  marais  à  épuiser.  Il  y  a  d'ailleurs  des  époques  de  calme,  pendant 
lesquelles  il  ne  faut  pas  que  l'eau  de  la  mer  puisse  refluer  vers  le  marais. 
La  force,  analogue  à  une  succion,  développée  dans  l'appareil  sans  sou- 
pape que  j'ai  fait  fonctionner  en  présence  de  beaucoup  de  monde, 
n'est  au  reste  qu'une  fraction  de  celle  qu'on  peut  se  procurer  quand 
il  y  a  un  clapet  de  retenue.  Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  se 
souvenir  que  si  une  force  quelconque  a  soulevé  dans  un  tuyau  vertical 
une  colonne  liquide  au-dessus  du  niveau  de  l'eau  dans  lequel  ce  tuyau 
est  en  partie  plongé,  elle  redescend  ensuite  au-dessous  de  ce  niveau, 
de  sorte  que  le  clapet  de  retenue  dont  je  viens  de  parler  peut  per- 
mettre à  l'eau  du  marais  d'entrer  dans  le  tuyau  vertical,  où  elle  se 
mêlera  à  la  colonne  liquide  oscillante  et  sortira  en  définitive  par  l'ex- 
trémité inférieure  du  tuyau  vertical.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter 
que  l'extrémité  inférieure  de  celui-ci  doit  être  en  général  recourbée 
horizontalement,  ou  d'une  manière  convenable  pour  recevoir  l'action 
des  vagues  par  un  évasement  extérieur. 

»  Plus  le  tuyau  venant  du  marais  est  long,  plus  la  masse  d'eau  qu'il 
contient  est  grande,  de  manière  à  pouvoir  emmagasiner  la  force  vive 
comme  un  sorte  de  volant,  de  sorte  que,  pour  certaines  dispositions, 
le  clapet,  utile  à  divers  égards,  est  moins  nécessaire. 

»  Ees  études  à  faire  pour  appliquer  ce  genre  d'appareils  doivent 
avoir  principalement  pour  objet  :  i°  la  hauteur,  la  longueur  et  la 
durée  des  principales  vagues  dans  la  localité  où  l'on  aura  des  épuise- 
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ments  à  faire;  a°  la  distance  du  rivage  à  laquelle  il  faut  s'avancer  pour 
rencontrer  des  vagues  assez  puissantes. 

»  Il  est  difficile  à  priori  de  tenir  compte  de  la  partie  de  l'action  des 
vagues  provenant  de  leur  vitesse,  en  un  mot  de  leur  percussion  sur  la 
bouche  évasée  d'une  manière  analogue  à  un  ajutage  divergent.  Mais 
on  peut  se  former  une  idée  de  ce  qui  se  présente  pendant  la  durée  du 
gonflement  proprement  dit  sur  cette  extrémité.  On  est  alors  dans  des 
circonstances  analogues  à  ce  qui  se  présente  quand  un  tuyau  de  con- 
duite débouche  par  une  extrémité  dans  l'eau  d'un  bief  supérieur, 
taudis  que  l'autre  extrémité  relevée  verticalement  s'élève  assez  haut, 
non-seulement  pour  que  l'on  n'ait  pas  à  craindre  que  l'eau  rentre  par 
celle  dernière,  mais  pour  que  l'eau  qui  s'y  élève  ne  puisse  pas  sortit 
par  ce  sommet.  Quand  la  vague  est  passée,  l'extrémité  d'amont  est 
dans  un  état  analogue  à  ce  qui  se  présenterait  si,  par  suite  d'une  ma- 
nœuvre quelconque,  elle  se  trouvait  seulement  en  communication 
avec  l'eau  d'un  bief  inférieur.  La  question  est  compliquée  par  la  hau- 
teur variable  de  l'intumescence  au-dessus  de  la  bouche  évasée,  mais 
la  comparaison  précédente  est  utile  pour  bien  faire  comprendre  l'état 
général  de  la  question. 

»  Il  semble  cependant,  au  premier  aperçu,  qu'il  se  présente  une 
grande  difficulté  pratique,  la  longueur  du  tuyau  qui  va  à  la  rencontre 
des  vagues  paraissant  devoir  être  fonction  de  la  longueur  de  ces  va-* 
gués.  Mais,  en  définitive,  les  expériences  en  grand  qui,  je  l'espère, 
seront  prochainement  faites  sur  ce  sujet,  seront  bien  facilitées  par  la 
considération  suivante.  Il  résulte  de  mes  expériences  diverses  sur  la 
durée  de  l'oscillation  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite  d'une  lon- 
gueur suffisante,  que  l'on  est  le  maître  de  cette  durée  dans  des  limites 
très-étendues,  pourvu  que  l'on  puisse  disposer  sur  le  tuyau  de  con- 
duite, soit  horizontal,  soit  plus  ou  moins  incliné,  un  tuyau  vertical 
d'une  section  convenable.  Si  donc  l'expérimentateur  se  trompait  quant 
aux  effets  de  la  longueur  du  tuyau  horizontal,  il  aurait  un  moyen 
très-simple  d'y  remédier. 

»  Quant  au  tuyau  de  conduite  du  marais,  lorsqu'il  a  un  bon  clapet 
de  retenue,  il  n'est  pas  utile  qu'il  soit  très-long,  puisque  d'ailleurs  l'eau 
du  marais  peut  être  amenée  par  un  système  de  canaux  ou  de  tuyaux 
dans  un  puisard  dispose  à  une  distance  convenable  du  tuyau  vertical. 
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»  La  vague  qui  fera  assez  osciller  l'eau  dans  ce  dernier  permettra 
à  une  tranche  d'eau  du  marais  de  venir  se  poser  sur  la  surface  de  la 
colonne  d'eau  descendante  ou  se  mêler  à  l'oscillation  dans  certaines 
limites.  On  voit  que  le  jeu  d.e  cet  appareil  se  rattache  dans  toutes  ses 
parties  à  mes  diverses  recherches  sur  les  oscillations  des  liquides,  et 
que,  s'il  exige  quelques  études  pratiques,  on  ne  peut  avoir  de  doutes, 
dans  chaque  application  particulière,  que  sur  le  rapport  de  ses  effets 
an  capital  dépensé  pour  son  premier  établissement  et  les  frais  insigni- 
fiants de  son  entretien.  » 

J'ai  cru  devoir  copier  la  description  précédente  avec  les  fautes  de 
rédaction  qui  peuvent  s'y  trouver.  Quelques  explications  seront  utiles 
pour  mieux  faire  comprendre  la  manière  dont  on  doit  appliquer  ces 
principes. 

Je  rappellerai  d'ahord  au  besoin  que  dans  le  tome  VIII,  ire  série. 
du  Journal  de  Mathématiques,  année  i843,  p.  23  et  suiv.,  j'ai  pu- 
blié un  Mémoire  intitulé  :  Nouveau  système  de  fontaines  intermit- 
tentes sous-marines,  théorie  et  modèle  fonctionnant ,  par  Anatole  de 
Caligny ,  suivi  d'une  Note  de  M.  Combes  [*].  On  trouve  dans  ce 
Mémoire  l'exposé  détaillé  des  principes  et  des  expériences  sur  lesquels 
repose  l'appareil  de  mon  invention  rappelé  au  commencement  de  ia 
Note  précitée  de  1 85 1 ,  et  dont  j'avais  présenté  un  modèle  fonction- 
nant à  la  Société  Philomathique  de  Paris  dès  l'année  1840. 

J'ai  expliqué  dans  ce  Mémoire  de  1 843  pourquoi  le  tube  latéral  qui 
introduit  alternativement  l'eau  dans  le  système  peut  être  d'une  grande 
longueur,  parce  que  le  mouvement,  d'ailleurs  variable  de  l'eau  qu'il 
contient,  et  qui  entre  dans  un  tube  vertical  (en  vertu  de  la  diminution 
de  la  moyenne  des  pressions  sur  un  point  donné  résultant  de  l'état  d'os- 
cillation d'une  colonne  liquide),  s'emmagasine  dans  la  masse  de  l'eau 
contenue  dans  ce  tuyau  latéral  d'une  manière  analogue  à  celle  dont 
le  mouvement  s'emmagasine  dans  un  volant. 

On  comprendra  mieux,  d'après  cela,  ce  que  j'ai  voulu  dire  à  la 
Société  Philomathique  en  1 85 1 ,  sur  les  effets  de  la  longueur  d'un  tuyau 
de  conduite  latéral  qui,  à  la  rigueur,  pourrait  même  se  passer  de 

[*]  M.  Combes  voulut  bien  à  ma  prière  développer  par  l'analyse  les  principes  qui 
font  l'objet  de  ce  Mémoire. 
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clapet  de  retenue-  Il  y  a  d'ailleurs  en  ce  moment  à  la  Sorbonne  un 
modèle  de  ce  système  fonctionnant  au  moyen  d'une  force  motrice 
irrégulière,  sans  aucune  pièce  quelconque  mobile,  et  disposé  de  ma- 
nière que  la  colonne  liquide  venant  d'un  réservoir  latéral  qu'on  épuise 
peut,  si  l'on  veut,  ne  point  revenir  en  arrière  à  chaque  période  de 
l'appareil. 

Mais,  dans  la  pratique,  il  est  évidemment  impossible,  comme  cela  a 
été  dit  dans  la  Note  précitée  de  i85i,  de  se  passer  d'un  clapet  de 
retenue,  puisque  l'eau  du  marais  à  épuiser  rentrerait  dans  ce  marais 
quand  la  machine  ne  fonctionnerait  plus  à  l'époque  de  la  cessation 
des  vagues. 

Or,  dès  l'instant  où  l'on  se  sert  d'un  clapet,  il  faut  d'abord  tenir 
compte  de  ce  que  la  baisse  alternative  de  l'eau  dans  le  tube  vertical 
permet  tout  naturellement  à  l'eau  du  marais  d'entrer  dans  le  système, 
comme  cela  est  expliqué  ci-dessus.  Les  vagues  sont  d'ailleurs  telle- 
ment variables  qu'on  saura  mieux  ce  qu'on  fera  en  comptant  princi- 
palement sur  ce  résultat,  et  considérant  plutôt  comme  un  objet  de 
curiosité  le  phénomène  précité  de  diminution  de  pression  latérale 
moyenne. 

Dans  ces  conditions,  il  est  intéressant  de  signaler  plus  spécialement 
une  modification,  déjà  indiquée  dans  la  Note,  précitée  de  l85i,  qui- 
assure  le  jeu  de  l'appareil,  pour  le  cas  où  l'eau  du  marais  serait  amenée 
par  un  long  tuyau  de  conduite,  parce  qu'il  ne  faut  pas  que  l'inertie 
de  l'eau  qu'il  contient  arrête  ce  jeu. 

Elle  consiste  dans  la  disposition  d'un  puits  ou  réservoir  à  ciel  ouvert, 
de  section  convenable,  communiquant  d'un  côté  avec  ce  tuyau  de 
conduite,  et,  de  l'autre,  avec  une  tubulure  portant  le  clapet  latéral 
de  retenue  indiqué  ci-dessus  pour  le  jeu  de  l'appareil. 

Il  sera  prudent  de  disposer  un  autre  clapet  de  retenue  ayant  en 
partie  pour  but  d'empêcher  l'eau  de  ce  réservoir  de  retourner  dans  le 
marais,  s'il  se  présentait  des  circonstances  où  cela  fût  possible,  à  cause 
de  l'irrégularité  des  vagues.  Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  ces  détails. 

Dans  le  cas  où  l'on  se  proposerait  seulement  d'utiliser  la  dénivella- 
tion alternative  des  vagues  abandonnées  librement  à  elles-mêmes  (sans 
qu'elles  fussent  obligées  de  faire  osciller  l'eau  dans  un  tube  recourbé 
en  forme  de  L  pour  augmenter  l'amplitude  des  oscillations),  on  pour- 
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rait  disposer  le  réservoir  dont  il  s'agit  à  l'extrémité  du  tuyau  de  con- 
duite qui  débouche  dans  la  nier,  et  alors  le  clapeî  ou  les  clapets  de 
retenue  contre  la  mer,  s'il  en  faut  plusieurs,  seraient  sur  la  paroi  de  ce 
réservoir,  dans  la  direction  du  tuyau  de  conduite,  c'est-à-dire  que  les 
choses  seraient  combinées  de  manière  que  l'eau  de  ce  dernier  aurait 
à  se  détourner  le  moins  possible  pour  entrer  dans  la  mer. 

On  conçoit  d'ailleurs  que  la  pratique  montrera  quelle  est  la  meil- 
leure position  de  ce  réservoir.  On  verra  s'il  vaut  mieux,  surtout  si 
Von  ne  se  sert  du  mouvement  des  vagues  que  dans  lesjortes  tempêtes, 
que  ce  réservoir  (qui  sera  une  cause  de  perte  de  force  vive  si  la  co- 
lonne liquide  y  entre  en  s' évasant  et  rencontre  ensuite  une  cause  de 
contraction  en  passant  par  les  orifices  de  sortie)  soit  disposé  comme 
je  viens  de  le  dire,  ou  soit  disposé  latéralement,  si  l'eau  se  dégorge 
ordinairement  dans  la  mer  par  un  long  tuyau  de  conduite. 

Mou  but,  dans  ce  que  je  viens  de  dire,  est  seulement  de  bien  fixer 
les  idées  sur  l'utilité  générale  de  ce  réservoir,  quant  à  ce  qu'il  y  a 
d'essentiel. 

Il  en  résulte,  soit  pour  le  cas  de  l'appareil  en  forme  de  L,  soit  pour 
celui  de  l'emploi  des  vagues  libres,  que  la  moindre  dénivellation  alter- 
native provenant  du  mouvement  des  vagues  au-dessous  du  niveau  du 
marais  suffira  pour  faire  ouvrir  le  clapet  de  retenue  contre  la  mer,  ou 
les  clapets  de  cette  extrémité,  s'il  en  faut  plusieurs,  et  que  l'eau  de  ce 
réservoir  pourra  entrer  dans  la  mer  en  quantité  convenable  pour 
chaque  période,  parce  qu  elle  tien  sera  point  empêchée  par  l'inertie  de 
la  longue  colonne  liquide  contenue  en  amont  dans  le  tuyau  de  con- 
duite. 

J'ai  communiqué  ces  considérations  à  plusieurs  de  mes  confrères  de 
l'Académie  Pontificale  des  Nuovi  Lincei  de  Rome  et  à  M.  Moro.  Je  suis 
d'ailleurs  le  premier  à  reconnaître,  d'après  ce  que  dit  le  Journal  officiel 
de  Rome  précité,  le  mérite  que  paraît  avoir  le  travail  de  M.  Moro, 
qui  a  eu  l'idée  de  faire  déboucher  les  eaux  du  marais  dans  la  mer 
au  delà  et  au-dessous  de  la   région  où  se  forme  un  banc  de  sable. 

Je  n'ai  pas  cru  devoir  attendre  de  nouveaux  renseignements  avant 
de  bien  préciser  l'état  de  la  question,  quant  aux  principes  de  ce  que 
je  propose. 

Il  parait  que  les  grandes  ondes  se  brisant  à  une  dislance  considé- 
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rable  de  ce  rivage,  il  sera  convenable  d'employer  dans  cette  localité 
les  moyens  indiqués  ci-dessus  pour  augmenter  l'amplitude  des  oscilla- 
tions, e!  que  la  plage  est  même  en  pente  tellement  douce,  que  rien  ne 
devra  être  négligé  pour  profiter  du  peu  de  force  que  les  vagues  con- 
serveront ordinairement  en  arrivant  près  de  l'appareil. 

Au  reste,  abstraction  faite  des  applications  de  ce  système  à  l'épui- 
sement des  marais,  il  pourra  être  employé  à  l'assainissement  des  ports 
dans  les  mers  sans  flux  et  reflux.  On  sait  en  effet  qu'il  serait  utile 
d'avoir  un  moyen  simple  de  déplacer  l'eau,  même  sans  l'élever  au- 
dessus  du  niveau  du  port.  Or  il  ne  sera  pus  nécessaire  d'avoir  à  sa 
disposition  des  vagues  bien  puissantes  pour  obtenir  un  déplacement 
d'eau  très-convenable,  si  l'appareil  objet  de  cette  Note  est  assez  bien 
disposé.  C'est  un  des  moyens  qu'on  aurait  pu  proposer  sans  doute 
pour  l'assainissement  du  port  de  Marseille. 

Donnons  quelques  détaHs  relatifs  à  la  manière  dont  sera  posé  le 
tuyau  latéral.  On  pourra  probablement  diminuer  la  profondeur  des 
fondations,  en  le  faisant  déboucher  à  l'intérieur  du  coude  du  tuyau 
en  forme  de  L.  Il  y  a  même  lieu  d'espérer  que,  la  pression  latérale 
étant  diminuée,  comme  on  sait,  à  l'intérieur  d'un  coude  arrondf,  en 
vertu  de  la  force  centrifuge  de  l'eau,  tandis  que  cette  force  augmente 
la  pression  contre  la  partie  qu'on  est  convenu  d'appeler  extérieure , 
quoiqu'elle  soit  à  l'intérieur  du  tuyau,  cette  disposition  sera  plus 
favorable  à  l'introduction  de  l'eau  à  épuiser  dans  le  système  que  si  le 
tuyau  latéral  débouchait  dans  la  partie  verticale.  Il  est  bien  entendu 
cpie  ce  tuyau  latéral  peut  être  recourbé  de  manière  que  son  autre 
extrémité  débouche  dans  l'eau  à  épuiser. 

Quant  à  la  position  la  plus  convenable  du  clapet  de  retenue, 
j'ajouterai  que,  si  ce  clapet  introduit  l'eau  directement  par  l'arrondis- 
sement intérieur  du  coude,  c'est-à-dire  par  sa  partie  convexe  relative- 
ment à  la  colonne  liquide,  il  en  résulte  des  propriétés  intéressantes, 
surtout  pour  les  cas  où,  comme  on  le  verra  plus  loin,  on  peut  suppri- 
mer le  tuyau  latéral. 

Il  sera  utile  d'étudier  par  expérience  quel  sera  le  plus  petit  rayon 
de  courbure  qu'on  pourra  donner  au  coude,  relativement  au  dia- 
mètre du    tuyau   en  forme  de  L.  Il   résulte  d'observations  publiées 
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dans  ce  Journal  que,  si  l'on  donne  au  rayon  de  courbure  intérieure 
une  grandeur  à  peu  près  égale  à  celle  du  diamètre  du  tuyau,  le  rayon 
de  courbure  extérieure,  c'est-à-dire  celui  de  la  partie  qu'on  peut  dé- 
signer sous  le  nom  de  concave,  étant  double,  le  plus  essentiel  est  (ail 
en  général  pour  diminuer  la  résistance  de  l'eau  dans  le  coude,  cette 
courbure  étant  suffisante  pour  supprimer  les  phénomènes  de  con- 
traction proprement  dite. 

11  se  produit,  en  effet,  un  véritable  phénomène  de  contraction  de  la 
veine  liquide  dans  les  coudes  à  angle  brusque  formés  par  les  décharges 
latérales  de  certains  canaux  d'usine  quand  on  pose  transversalement, 
pour  arrêter  l'usine,  une  planche  faisant  partie  des  parois  latérales  du 
canal.  En  général,  dans  les  coudes  ainsi  formés,  l'eau  s'abaisse  beau- 
coup dans  la  première  moitié  de  l'orifice  latéral.  Il  est  évident,  d'après 
cela,  que,  si  l'on  considère  un  tuyau  coudé  d'une  manière  analogue, 
la  pression  latérale  est  bien  moindre  à  certains  points  surtout  de  la 
partie  convexe  que  le  long  des  parties  rectilignes  du  tuyau  à  partir  de 
certaines  distances. 

Il  se  présente  donc  ici  une  question  nouvelle.  Si  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  partie  convexe,  appelé  rayon  de  courbure  intérieure,  est 
assez  petit,  par  rapport  au  diamètre  du  tuyau,  pour  que  les  phéno- 
mènes précités  de  contraction  de  la  veine  liquide  se  produisent,  il  en 
résulte  une  résistance  aux  mouvements  de  l'eau  dans  le  coude  plus 
considérable  que  si  ce  rayon  était  plus  grand;  mais  il  en  résulte  aussi 
une  diminution  de  pression  latérale  favorable  à  l'introduction  de  l'eau 
à  épuiser,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

On  voit,  d'après  cela,  qu'il  est  difficile  de  déterminer  à  priori  la 
courbure  correspondante  à  l'effet  utile  maximum  de  l'appareil,  qui 
repose  par  conséquent  sur  des  considérations  plus  délicates  qu'on  ne 
le  croirait  sans  doute  au  premier  aperçu. 

Si,  au  lieu  d'introduire  directement  l'eau  à  épuiser  par  la  partie 
convexe  du  coude,  comme  je  viens  de  le  dire,  on  l'introduit  directe- 
ment pour  diminuer  encore  un  peu  la  profondeur  des  fondations  dans 
la  partie  horizontale  du  tuyau,  on  peut,  si  l'on  n'a  point  à  craindre 
les  engorgements,  réduire  à  zéro  le  rayon  de  courbure  de  la  partie 
convexe  du  coude. 

Mes  expériences  établissent,  en  effet,  qu'au  moyen  de  lames  cou- 

44-. 
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cen triques  on  diminue  considérablement  la  résistance  de  l'eau  daus 
un  coude  à  angle  droit  brusque,  dont  le  rayon  de  courbure  extérieure 
est  égal  au  diamètre  du  tuyau,  le  rayon  de  courbure  intérieure  étant  nul. 

On  peut  voir  ce  que  j'ai  dit  de  ce  phénomène  dans  le  tome  VII, 
2e  série,  année  18O2,  du  Journal  de  Mathématiques;  daus  un  Mémoire 
intitulé  :  E  rpéricnces  sur  une  machine  hydraulique  à  tube  oscillant,  etc.; 
dans  un  chapitre  intitulé  :  Expériences  sur  un  moyen  .nouveau  de  di- 
minuer la  résistance  dans  les  coudes. 

On  voit  que  les  phénomènes  sur  lesquels  repose  le  jeu  de  cet  appa- 
reil varient  selon  les  circonstances.  Si,  par  exemple,  on  supprimait 
les  lames  concentriques  dans  un  coude  à  angle  droit  brusque,  il  serait 
difficile  à  priori  de  déterminer  rigoureusement  l'emplacement  de  la 
chambre  du  clapet  latéral,  dans  le  cas  où  celui-ci  introduirait  directe- 
ment l'eau  à  épuiser  dans  la  partie  horizontale.  En  effet,  la  veine 
liquide,  après  s'être  amincie  dans  le  coude  (quant  à  la  partie  qui  fait 
passer  le  plus  d'eau),  se 'dilate  ensuite  en  exerçant  une  percussion 
contre  la  colonne  liquide  rectiligne,  ainsi  que  cela  se  voit  dans  des 
canaux  d'usine  coudés,  découverts  à  leur  partie  supérieure.  Or,  on  ne 
sait  pas  encore  assez  bien  à  quelle  distance  du  coude,  dans  chaque 
circonstance  donnée,  se  fait  sentir  la  pression  maximum  provenant  de 
cette  percussion;  de  sorte  que  l'expérience  seule  peut  décider  en  der- 
nier ressort  le  choix  rigoureux  de  l'emplacement  du  clapet. 

On  peut  demander  lequel  vaut  le  mieux  :  de  disposer  le  tube  vertical 
dans  la  mer,  ou  dans  le  puisard  en  communication  avec  le  marais 
qu'on  veut  épuiser? 

Je  crois  qu'en  général  il  vaudra  mieux  le  mettre  dans  le  puisard, 
non-seulement  parce  que  l'appareil  sera  plus  facile  à  visiter  et  à  con- 
solider relativement  au  choc  des  vagues,  mais  parce  que  le  clapet 
n'aura  pas  besoin  de  tuyau  latéral,  étant  seulement  dans  une  chambre 
entourée  de  surfaces  disposées  de  manière  à  diminuer  autant  que  pos- 
sible la  contraction  de  la  veine  liquide  à  son  entrée  du  puisard  dans 
le  système. 

Si  d'ailleurs  le  tuyau  vertical  était  dans  la  mer,  la  chambre  du 
clapet,  quelle  que  fut  sa  position  la  meilleure  dans  chaque  circon- 
stance donnée,  pourrait  être  mise  en  communication  avec  le  puisard 
au  moyen  d'un  tuyau  latéral  convenablement  recourbé. 
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On  conçoit  que  le  choix  delà  position  du  tube  vertical  dépendra  de 
li  nature  des  vagues  ordinaires  dans  chaque  localité;  ainsi  il  peut 
arriver  qu'il  y  ait  de  l'avantage  à  mettre  l'appareil  le  plus  possible 
dans  la  nier,  afin  de  mieux  recevoir  l'action  des  vagues. 

La  théorie  de  l'appareil  est  plus  difficile  dans  cette  hypothèse  que 
dans  l'autre,  à  cause  de  la  longueur  du  tuyau  latéral,  tandis  que  dans 
l'autre  cas,  le  clapet  n'ayant  qu'une  simple  chambre,  l'inertie  de  l'eau 
du  puisard  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté  pratique. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  faut  tenir  compte,  lorsque  l'eau  à  épuiser 
entre  dans  le  système,  de  ce  qu'elle  peut  être  obligée  de  se  faire  de  la 
place  dans  la  colonne  liquide  oscillante.  Comme  elle  n'y  entrera  sans 
doute  en  quantité  importante  qu'à  partir  de  l'époque  où  le  niveau  de 
cette  dernière  sera  très-notablement  baissé,  ce  sera  surtout  quant  à 
la  colonne  liquide  verticale  qu'il  sera  intéressant  d'étudier  les  effets 
de  cette  introduction  qui  tendront  à  y  modifier  les  vitesses. 

Aux  divers  effets  signalés  dans  cette  Note  et  dans  celle  dont  elle  est 
la  suite,  il  faut  joindre  ceux  de  la  communication  latérale  du  mouve- 
ment des  liquides.  J'ai  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques, 
en  i843,  un  Mémoire  sur  les  Fontaines  intermittentes  sous-marines,  où 
je  signalais  d'ailleurs  l'action  de  ce  phénomène  et  de  quelques  autres 
dans  une  circonstance  semblable. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que,  s'il  est  intéressant  pour  la 
science  et  pour  l'étude,  au  moins  théorique,  de  l'effet  utile  maximum 
de  l'appareil,  de  tenir  compte  de  diverses  circonstances  délicates,  il 
suffit  de  supposer  que  l'eau  à  épuiser  puisse  suivre,  dans  certains  cas, 
la  colonne  liquide  descendante  dans  le  système,  pour  comprendre 
l'utilité  de  son  jeu. 

L'expérience  montrera  d'ailleurs  si  ce  dernier  mode  d'introduction 
de  l'eau  à  épuiser  ne  sera  pas  en  général  le  plus  important  pour  cet 
appareil. 

On  conçoit  que,  si,  pour  éviter  la  profondeur  des  fondations,  on 
dispose  le  clapet  assez  peu  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  à  épuiser, 
et  si  celui-ci  est  en  général  assez  peu  au-dessous  du  niveau  moyen 
(c'est-à-dire  abstraction  faite  des  vagues  qui  font  marcher  l'appareil), 
le  plus  bas  d'une  mer  sans  flux  et  reflux,  il  y  a  lieu  de  penser  que, 
dans  bien  des  cas,  l'eau  oscillera  dans  le  tuyau  vertical  de  l'appareil 
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en  forme  de  L,  de  manière  à  s'élever  bien  au-dessus  de  ce  clapet,  et  par 
conséquent  tendrait  à  redescendre  bien  au-dessous  s'il  n'entrait  pas 
de  l'eau  à  épuiser;  de  sorte  cpie  l'effet  de  l'introduction  de  l'eau  à 
épuiser  par  ce  clapet  se  fera  dans  bien  des  cas,  peut-être  principale- 
ment, comme  on  vient  de  le  supposer  dans  cette  Note,  pour  fixer  les 
idées  d'une  manière  simple  sur  l'utilité  pratique  de  cet  appareil. 

J'ai  appris  que  M.  Moro  avait  accueilli  mes  communications  avec- 
bienveillance  et  se  disposerai!  même  à  faire  les  expériences  que  je  lui 
ai  indiquées. 

Il  ne  paraît  pas  d'ailleurs  qu'il  soit  nécessaire  dans  cette  localité 
d'établir  le  réservoir  latéral  que  j'ai  proposé  pour  le  cas  où  le  tuyau 
de  conduite  qui  amène  l'eau  du  marais  dans  la  mer  aurait  une  lon- 
gueur dépassant  certaines  limites.  J'apprends,  en  effet,  que  d'après 
des  expériences  mentionnées  au  commencement  de  cette  Note,  déjà 
faites  par  M. Moro,  les  clajîèts  s'ouvrent  facilement  d'eux-mêmes  quand 
les  vagues  s'abaissent  convenablement  auprès  de  l'appareil  à  chaque 
période  d'ondulation,  quoiqu'il  n'y  ait  point  de  réservoir  latéral. 

Cette  circonstance  semble  indiquer  que  la  longueur  du  tuyau  de 
conduite  dont  il  s'agit,  étant  beaucoup  moindre  qu'on  ne  pouvait  le 
croire  d'après  les  indications  sommaires  du  Journal  officiel  de  Rome 
précité,  serait  en  proportion  convenable,  relativement  aux  effets  que 
doivent  produire  les  vagues  ordinaires,  pour  qu'on  puisse  essayer  de 
se  servir  du  tuyau  existant,  afin  de  faire  un  premier  essai  de  la  ma- 
nière d'augmenter  l'amplitude  des  oscillations,  comme  je  le  propose. 

On  pourra  probablement  s'en  servir  pour  étudier  le  système,  au 
moins  provisoirement,  sous  une  forme  différente  de  celles  qui  sont 
indiquées  ci-dessus  et  qui,  quoique  paraissant  peut-être  moins  ration- 
nelle, peut  aussi  avoir  ses  avantages. 

Si,  près  du  clapet  qui  est  dans  le  marais,  on  dispose  sur  le  tuyau 
de  conduite  le  tube  vertical,  en  tenant  ouvert  d'une  manière  continue 
l'autre  clapet  qui  est  dans  la  mer,  cela  constituera  une  des  formes 
générales  de  l'appareil  dont  il  s'agit,  parce  qu'on  pourra  y  ajouter 
ensuite,  du  côté  de  la  mer,  l'ajutage  divergent. 

Il  est  à  remarquer  que  l'eau  du  marais  entrera  dans  le  système  sans 
que  la  veine  liquide  soit  obligée  de  se  plier  dans  un  coude.  Cet  avan- 
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t.ige  sera  d'ailleurs  peut-être  plus  que  compensé  par  la  résistance  du 
coude  à  angle  brusque  formé  parle  mode  de  jonction  du  tube  vertical 
avec  le  tuyau  de  conduite. 

Le  tuyau  que  je  désigne  ici  sous  le  nom  de  vertical,  parce  que  cela 
rend  la  construction  plus  simple,  pourra  plus  tard  être  étudié  sous  une 
antre  forme.  L'expérience  seule  pourra  décider  s'il  ne  vaudra  pas 
mieux  que  du  moins  sa  partie  inférieure  soit  inclinée  au  moyen  d'une 
sorte  de  coude  arrondi  ou  au  moyen  de  laines  concentriques,  de  ma- 
nière que  la  colonne  oscillante  n'ait  pas  à  se  plier  aussi  brusquement. 
Mais,  à  cause  de  l'espèce  d'éperon  qui  se  présenterait  alors,  l'étude  du 
phénomène  est  compliquée. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  résultera  de  cette  disposition  générale  (pie 
la  force  centrifuge  s'opposera  pendant  une  partie  de  l'opération  a 
l'entrée  alternative  de  l'eau  du  marais  dans  le  système,  tandis  que 
j'ai  montré  comment  ou  pourrait  profiter  de  cette  force  pour  favoris 
l'introduction  de  cette  eau.  Mais  l'appareil,  sous  cette  forme,  se  prê- 
terait facilement  à  l'écoulement  continu  de  l'eau  du  marais  dans  la 
mer  aux  époques  où  l'on  ne  se  servirait  pas  des  oscillations  des  vagues. 
Celles-ci,  avant  la  pose  du  tuyau  vertical,  ne  peuvent  servir  que  pai 
certains  vents  à  faire  des  épuisements  un  peu  au-dessous  du  niveau 
mojen  le  plus  bas  de  la  mer  (c'est-à-dire  considéré  abstraction  faite 
des  vagues  dont  on  se  sert).  On  m'écrit  que,  dans  ces  conditions, 
l'expérience  a  bien  réussi. 

Il  est  d'ailleurs  intéressant  de  remarquer  que,  si  toute  la  colonne 
verticale  descendante  entrait  à  chaque  période  dans  le  tuyau  horizon- 
tal, la  colonne  liquide  en  mouvement,  à  partir  de  cette  époque,  agi- 
rait plus  directement  sur  l'eau  à  épuiser,  qui  la  suivrait  dans  un 
tuyau  rectiligne  à  peu  près  comme  si  elle  suivait  un  piston. 

Il  est  utile  que  l'extrémité  du  tuyau  de  conduite  qui  débouche  dans 
la  mer  y  soit  assez  enfoncée  pour  que  les  vagues  ne  la  découvrent  pas 
de  façon  à  y  introduire  de  l'air.  Je  ne  sais  pas  encore  si,  dans  l'état 
actuel  des  choses,  cette  extrémité  est  assez  enfoncée  sous  l'eau  pour 
que  cette  condition  puisse  être  remplie  sans  qu'on  ait  aucune  modifi- 
cation à  y  faire.  Peut-être  même,  si  les  clapets  s'ouvrent  facilement 
sans  réservoir  latéral,  cela  vient-il  de  ce  que  le  tuyau  ne  coulerait  pas 
toujours  entièrement  plein.  On  conçoit  que,  si  une  vague  laisse  un 
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creux  devant  le  clapet  qui  est  dans  la  mer,  il  peut  s'introduire  de  l'air 
par  une  charnière  supérieure,  dans  le  cas  où  ce  creux  découvrirait  un 
peu  cette  charnière.  Alors  ce  clapet  n'aurait  pas  besoin,  pour  s'ouvrir, 
de  mettre  en  mouvement  toute  l'eau  contenue  dans  le  tuyau  de  con- 
duite, et  cette  eau  pourrait  ensuite  avoir  le  temps  d'acquérir  une  cer- 
taine vitesse,  en  vertu  de  la  baisse  qui  se  serait  produite  ainsi  à  son 
extrémité  du  côté  de  la  mer.  Mais  j'ai  lieu  de  croire  que  M.  Moro  a 
déjà  pensé  à  la  possibilité  de  cette  introduction  de  l'air,  et  que  cela 
ne  s'opposera  pas  aux  essais  dont  il  s'agit. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  ajoute  à  l'extrémité  d'un  tuyau  de  con- 
duite convenablement  enfoncée  dans  la  mer  un  ajutage  divergent, 
l'entrée  de  l'air  dans  cet  ajutage,  qui  s'élèverait  en  partie  par  son 
évasement  au-dessus  du  tuyau,  n'aurait  pas  le  même  inconvénient  si 
cet  air  n'entrait  pas  dans  ce  tuyau. 

On  pourra  au  besoin  ne  faire  l'évasement  que  dans  le  sens  hori- 
zontal, comme  à  l'extrémité  du  tuyau  de  conduite  de  l'écluse  de 
lAubois,  qui  débouche  dans  le  sas.  Cet  ajutage  n'a  pas  seulement 
pour  but  de  mieux  recevoir  la  percussion  des  vagues,  mais  d'utiliser  la 
vitesse  de  sortie  de  l'eau  dans  la  mer,  de  façon  à  faire  descendre  l'eau 
le  plus  bas  possible  dans  le  tube  vertical.  La  colonne  liquide,  s'évasant 
graduellement,  emploiera  sa  force  vive  d'autant  mieux  que  l'évase- 
ment se  fera  d'une  manière  plus  insensible.  Il  y  aura  même  lieu  d'exa- 
miner s'il  ne  vaudra  pas  mieux  que  la  partie  plongée  du  tuyau  soit 
toujours  entièrement  conique,  de  manière  à  rendre  l'évasement  aussi 
insensible  que  cela  se  pourra.  Cette  forme  permettrait  d'ailleurs, 
quand  on  serait  dans  un  espace  resserré,  à  cause  d'un  banc  de  sable 
par  exemple,  de  régler  plus  facilement  dans  certaines  circonstances 
la  durée  que  devrait  avoir  autant  que  possible  chaque  oscillation. 
Dans  les  cas  où  l'amplitude  ordinaire  de  l'oscillation  sera  assez  petite 
par  rapport  à  la  longueur  de  la  partie  plongée  du  tuyau,  l'évasement 
aura  moins  d'importance,  relativement  à  ce  qui  vient  d'être  dit  quant 
à  la  baisse  de  la  colonne  oscillante,  que  dans  le  cas  contraire;  et  il 
pourra  arriver  qu'on  ait  surtout  à  se  préoccuper  de  cet  évasement 
pour  mieux  recevoir  la  percussion  des  vagues,  en  diminuant  d'ailleurs 
aussi  la  contiaction  de  la  veine  liquide  à  son  entrée  de  la  mer  dans  le 
système. 
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Ainsi  que  je  le  prévoyais  en  écrivant  le  commencement  de  cette 
Note,  M.  Moro  a  été  le  premier  à  convenir  que  l'appareil  dont  il  se 
sert  pour  faire  descendre,  an  moyen  de  la  baisse  alternative  des  vagues. 
l'eau  des  marais  d'Ostie  au-dessous  du  niveau  moyen  le  plus  bas  de 
la  nier,  est  semblable  à  celui  que  j'ai  décrit  dans  ma  Note  précitée  de 
i85i.  Il  fait  observer  d'ailleurs  que  j'ai  proposé  d'employer  le  choc 
des  vagues,  tandis  qu'il  dispose  des  surfaces,  ayant  pour  but  d'éviter 
ce  cboc  près  de  l'appareil,  sans  que  cela  empêche  la  dénivellation  al- 
ternative des  vagues  en  vertu  de  laquelle  des  clapets  s'ouvrent  alter- 
nativement pour  faire  entrer  l'eau  du  marais  dans  la  nier. 

Je  ferai  remarquer,  à  cette  occasion,  que  les  effets  indiqués  dans  ma 
Note  de  1 85 1  se  divisent  en  deux  parties.  Les  uns  dépendent  i\u  choc 
des  vagues;  les  autres  dépendent  des  effets  de  leur  intumescence  suivie 
de  creux,  et  sont  très-distincts  des  phénomènes  de  la  percussion  pro- 
prement dite. 

La  disposition  déjà  employée  par  M.  Moro  me  fait  espérer  qu'il  ne 
sera  pas  impossible  d'étudier  d'abord  séparément  les  effets  dont  je 
viens  de  parler,  si  toutefois  les  surfaces  servant  de  brise-laines  ne  sont 
pas  trop  près  de  l'appareil. 

Quoique  le  tuyau  de  conduite  soit  beaucoup  moins  long  que  je  ne 
le  croyais,  d'après  quelques  mots  du  Journal  officiel  de  Rome,  quand 
j'ai  écrit  le  commencement  de  la  présente  Note  [*],  il  a  encore  proba- 
blement trop  de  longueur  par  rapport  à  celle  des  vagues  prises  de 
crête  en  crête,  pour  qu'on  puisse  essayer  de  faire,  avec  ce  même  tuyau, 
une  accumulation  d'oscillations  dont  il  est,  dans  tous  les  cas,  intéres- 
sant de  signaler,  comme  principe,  la  possibilité,  surtout  dans  le  Jour- 
nal de  Mathématiques. 

On  conçoit  que  si  le  tuyau  était  assez  court,  et  n'avait  qu'un  diamètre 
ne  dépassant  pas  certaines  limites,  une  vague,  si  elle  était  assez  lop- 
gue,  pourrait  avoir  le  temps,  même  abstraction  faite  de  sa  percussion, 
d'agir  sur  le  tuyau  en  forme  de  L  d'une  manière  analogue  à  celle  de  la 
pression  d'un  réservoir  dont  le  niveau  serait  plus  élevé  que  le  niveau 

[*]  11  peut  être  utile  de  remarquer  que  cette  Note  a  été  écrite  à  plusieurs  reprises  : 
j'ai  reçu  divers  renseignements  successivement,  depuis  l'impression  des  premières 
pages. 

Tome  XIV  (2e  série).  —  Octobre  1869.  l\j 
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moyen  de  la  mer  à  l'instant  considéré.  Par  conséquent,  si  dans  la  partie 
verticale  de  ce  tuyau  le  liquide  se  trouve  à  un  niveau  qui  ne  soit  pas 
d'abord  au-dessus  de  ce  niveau  moyen,  il  en  résultera  une  oscillation 
au-dessus  de  ce  dernier,  et  il  y  a  même  des  raisons  de  penser  que  cette 
oscillation  montera  au-dessus  du  sommet  de  la  vague,  considérée  ainsi 
comme  une  sorte  de  réservoir  moteur  alternatif.! 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  les  choses  sont  disposées  de  manière  que  l'os- 
cillation descendante  qui  se  produira  ensuite  dans  le  tuyau  vertical 
puisse  profiter  du  moment  où  la  vague  sera  descendue  au-dessous  du 
niveau  moyen  de  la  mer  à  l'époque  considérée,  on  conçoit  que  cette 
oscillai  ion,  si  le  tube  vertical  est  enfoncé  assez  profondément,  pourra 
descendre  au-dessous  du  creux  de  la  vague  :  ce  creux  pouvant  être 
aiors  considéré  comme  jouant  alternativement  le  rôle  d'un  bief  infé- 
rieur avec  lequel  le  système  serait  mis  en  communication  alternative. 

L'intumescence  suivante  trouvera  l'eau  dans  le  tube  vertical  plus 
bas  que  la  précédente  ne'l'y  avait  trouvée,  et  par  conséquent  l'oscilla- 
tion ascendante  pourra  s'élever  plus  haut  dans  le  tube  vertical.  On 
conçoit  que,  par  suite  de  ce  surcroît  d'élévation,  l'eau  pourra  descendre 
encore  plus  bas  dans  ce  tube,  et  qu'il  est  même  difficile  d'assigner  à 
priori  la  limite  des  oscillations  successives  qu'il  sera  possible  d'obtenir 
ainsi  au  moyen  de  ce  que  j'appelle  une  accumulation  d'oscillations. 

Je  conviens  que  l'expérience  est  absolument  indispensable  pour 
qu'on  puisse  se  rendre  compte,  dans  une  localité  donnée,  de  l'effet  que 
peut  avoir  celle  accumulation.  Aussi  je  compte  plutôt,  quant  à  la  prcv- 
tique,  sur  les  résultats  de  la  percussion  qui  pourront  d'ailleurs  aussi 
conduire  à  une  accumulation  d'oscillations,  par  suite  des  combinai- 
sons possibles  des  oscillations  descendantes  avec  les  creux  alternatifs 
des  vagues.  Mais,  si  ces  combinaisons  conduisent  à  des  effets  curieux, 
l'appareil  n'en  serait  pas  moins  utile,  quand  même  ces  derniers  ne 
se  réaliseraient  pas  d'une  manière  pratique. 

La  profondeur  à  laquelle  on  peut  faire  des  épuisements  dépendant 
de  la  hauteur  à  laquelle  on  peut  faire  monter  l'eau  par  les  oscillations 
dans  le  tube  vertical,  sera  sans  doute  d'autant  plus  grande  que  la 
bouche  qui  recevra  la  percussion  des  vagues  pourra  elle-même  être 
plus  considérable  par  rapporta  la  section  du  tuyau.  L'expérience  seule 
pourra  montrer  dans  quelles  limites  il  faudra  se  restreindre  pour  des 
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vagues  d'une  force  donnée,  car  il  y   aura   là   un  véritable  coup   de 
bélier. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  qu'en  commençant  l'évasement  à 
partir  du  coude,  on  aura  non-seulement  l'avantage  d'une  augmentation 
de  sections,  par  degrés  plus  insensibles,  mais  que  la  percussion  d<h 
vagues  s'exercera,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  d'une  façon  plus 
convenable,  à  cause  de  la  manière  dont  le  mouvement  se  propagera. 
On  conçoit  que  les  sections  augmentant  alors  graduellement  à  partir 
du  coude,  chaque  tranche  d'eau  aura  à  prendre  moins  de  vitesse  puni- 
que l'eau  dansle  coude  ait  une  vitesse  donnée,  que  si  les  sections  étaient 
seulement  égales  à  celle  du  tuyau  vertical  sur  une  plus  grande  lon- 
gueur. 

Mais  sans  entrer  ici  dans  les  détails  théoriques  auxquels  donne  lieu 
l'examen  des  effets  d'un  tube  plongé,  évasé  graduellement  d'une 
extrémité  à  l'autre,  il  est  intéressant  de  rappeler  qu'il  résulte  de  mes 
anciennes  expériences  sur  des  sujets  analogues,  que,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  chaque  oscillation  de  l'eau  dans  un  tuyau  de  conduite  de 
ce  genre  a  une  durée  moindre  si  le  tuyau  plongé  s'évase  ainsi,  que  s'il 
conservait  un  diamètre  égal  à  celui  de  la  partie  verticale.  En  un  mot, 
les  choses  se  passent,  quanta  la  durée  de  chaque  oscillation,  comme  si 
la  partie  plongée  avait  alors  une  longueur  moindre  que  dans  le  cas  où 
le  diamètre  serait  partout  le  même. 

Il  résulte  de  cette  propriété,  que  la  possibilité  d'évaser  ainsi  la  partie 
plongée  du  tuyau  donnera  d'ailleurs  plus  de  facilité  pour  remplir  les 
conditions  du  système  dans  les  circonstances  où  l'on  sera  obligé  d'a- 
voir un  tuyau  d'une  longueur  déterminée,  trop  grande  pour  pouvoir 
être  combinée  d'une  manière  convenable,  sans  cela,  avec  les  effets  que 
les  vagues  devront  produire  en  général  sur  l'appareil  dans  la  localité 
où  l'on  se  trouvera. 

J'ai  dit  quelques  mots  des  effets  de  la  contraction  de  la  veine  liquide 
à  son  entrée  de  la  mer  dans  le  tuyau.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter, 
d'après  ce  que  j'ai  exposé  ci-dessus,  que,  pour  s'en  rendre  compte,  il 
faut  distinguer  des  effets  de  la  percussion  ceux  de  la  pression  latérale 
de  l'intumescence  des  vagues. 

On  conçoit,  d'ailleurs,  que  si  pour  mieux  recevoir  la  percussion, 
tout  en  consolidant  la  bouche  évasée,  on  dispose  un  rebord  autour  de 
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celle-ci,  la  direction  des  fdets  liquides,  en  supposant  même  qu'elle  fûl 
d'une  manière  générale  parallèle  à  l'axe,  pourrait  éprouver  une  assez 
forte  déviation  aux  bords  extérieurs. 

Nota.  —  11  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  plusieurs  tubes  verticaux  de 
rechange  pour  déterminer  par  le  tâtonnement  la  section  du  tube  ver- 
tical, relativement  aux  dimensions  de  la  partie  horizontale  du  tuyau 
en  forme  de  L,  afin  que  les  durées  des  oscillations  soient  en  général 
convenables  par  rapport  à  celles  des  dénivellations  alternatives  des 
vagues.  On  peut  y  suppléer  au  moyen  de  plusieurs  cylindres  verticaux 
que  l'on  essayera  successivement  de  manière  à  déterminer  la  section 
qui  doit  rester  libre  dans  le  tube  vertical.  Quand  cette  détermination 
sera  faite,  ce  qu'il  y  aura  de  plus  simple  sera  d'employer  pour  cela, 
non  un  cylindre  circulaire,  mais  une  portion  d'un  cylindre  de  ce 
genre,  le  reste  ayant  été  retranché  par  un  plan,  ou  plutôt  en  général 
par  une  surface  cylindrique  verticale  dont  la  forme  est  à  étudier  par 
l'expérience.  H  y  a  du  reste  lieu  de  penser  que  la  partie  du  tube  ver- 
tical qui  est  du  côté  du  marais,  et  qui  devra  rester  libre  (l'autre  partie 
étant  occupée  par  ce  demi-cylindre  ou  par  cette  portion  quelconque 
de  cylindre),  devra  avoir  une  section  s'approchant  beaucoup  plus 
d'une  forme  rectangulaire  que  d'un  segment  de  cercle,  parce  qu'il  faut, 
<\u  moins  si  le  coude  n'est  pas  arrondi,  que  la  veine  liquide  ail  le  plus  de 
liberté  possible  pour  se  jeter  en  se  courbant  dans  la  partie  du  tube 
vertical  qui  est  opposée  à  la  mer,  c'est-à-dire  qui  est  du  côté  du  ma- 
rais. Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  qui  sera  adoptée  pour  la  pièce 
verticale  fixe  servant  d'obturateur  partiel,  son  extrémité  inférieure  devra 
être  disposée  de  manière  à  gêner  le  moins  possible  le  mouvement  de 
l'eau  qui  montera  alternativement  dans  le  tube  vertical .  Si  l'on  emploie, 
par  exemple,  une  forme  analogue  à  celle  d'un  demi-cylindre,  il  est  à 
peine  nécessaire  d'avertir  que  la  partie  inférieure  de  celui-ci  devra  être 
disposée  en  biseau  dont  les  formes  seront  convenablement  arrondies 
Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  ces  détails  qui  ne  peuvent  être  étudiés 
que  par  l'expérience,  H  est  facile  de  voir  comment  ils  pourraient  être 
appliqués  au  tube  d'aval  de  l'écluse  de  l'Aubois. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  S57 

Dernières  expériences  faites  à  l'écluse  de  V  Aubois. 

On  a  exhaussé  le  tube  mobile  d'aval  et  sa  cheminée  en  maçonni 
parce  que,  le  bief  d'amont  étant  extrêmement  court,  il  y  avait  de  si 
grandes  variations  dans  son  niveau,  que  les  petits  corps  flottants  s'in- 
troduisaient quelquefois  entre  ce  tube  et  cette  cheminée,  ce  qui  em- 
barrassait le  jeu  de  la  machine.  On  aurait  peut-être  pu  obvier  a  cel 
inconvénient  au  moyen  de  grillages  à  mailles  plus  fines;  mais  il  ne 
paraît  pas,  d'après  les  essais  faits  jusqu'à  présent,  que  cet  exhausse- 
ment diminue  sensiblement  l'effet  utile  pendant  la  vidange  de  l'écluse. 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  cela  ne  peut  avoir  aucune  influence  lâ- 
cheuse sur  l'opération  du  remplissage  cpii  se  fait  par  la  partie  infé- 
rieure des  tubes  mobiles. 

On  conçoit  que  si  pendant  la  vidange  l'eau  relevée  monte  un  peu 
plus  haut,  à  cause  de  cet  exhaussement  d'un  des  tubes,  la  plus  grande 
partie  jaillissant  d'ailleurs  alors  par  le  sommet  de  l'autre  tube,  il  faut 
tenir  compte  de  ce  que  le  tube  d'amont  a  un  siège  sons  lequel  est  dis- 
posé un  coude  arrondi,  tandis  que  le  siège  du  tuhe  d'aval  a  un  coude 
a  angle  droit  brusque  dans  la  construction  adoptée  à  l'Aubois. 

Par  suite  de  circonstances  imprévues,  il  n'a  pas  été  possible  pendant 
le  chômage  de  disposer  l'anneau  du  tube  d'aval  à  l'intérieur  de  ce 
tube  comme  je  l'avais  demandé;  de  sorte  qu'on  est  obligé  d'ajourner 
les  expériences  sur  la  marche  automatique  de  ce  tube.  Heureusement 
la  marche  automatique  du  tube  d'aval  a  déjà  été  étudiée  à  Saint-Lô  et 
àChaillot;  de  sorte  qu'aujourd'hui  la  question  est  très-avancée,  même 
quant  à  la  marche  automatique. 

L'expérience  établit  d'ailleurs  que  le  joint  du  tube  d'amont,  dont 
l'anneau  est  disposé  comme  il  doit  l'être,  garde  l'eau  convenablement, 
même  sans  qu'on  soit  obligé  d'essayer  d'autres  systèmes  de  joints  qui 
auraient  pu  être  mis  en  usage. 

J'ai  dit,  quant  à  la  manière  de  faire  retomber,  sans  le  secours  de 
Péclusier,  le  tube  d'aval  pendant  l'époque  du  remplissage  de  l'écluse, 
qu'on  pourrait  employer  d'autres  moyens  que  celui  qui  est  indiqué 
dans  la  Note  à  laquelle  celle-ci  fait  suite.  Voici  le  principe  d'un  de  ces 
moyens. 
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Je  ne  rappellerai  pas  ici  les  détails  des  moteurs  hydrauliques  à  flot- 
teur qui  peuvent  être  employés  à  cet  usage,  au  moyen  de  la  cliute 
d'eau,  soit  en  agissant  de  bas  en  haut,  soit  en  agissant  de  haut  en  bas, 
selon  que  l'expérience  montrera  qu'il  sera  plus  avantageux  d'agir  d'un 
côté  ou  de  l'autre  de  l'axe  du  balancier.  Je  dirai  seulement  un  mot 
d'un  régulateur  qui  permettra  de  faire  agir  ce  moteur  en  temps  utile 
au  moyen  d'un  système  de  déclics. 

Il  suffit  de  concevoir  qu  à  chaque  période  l'appareil  de  remplissage 
de  l'écluse  fait  monter  l'eau  dans  le  sas,  de  quantités  assez  grandes 
pour  qu'un  flottera  particulier  ayant  seulement  pour  but  de  servir 
de  régulateur  puisse  faire  fonctionner  convenablement  un  système  de 
déclics,  dans  les  détails  duquel  je  n'entrerai  pas  ici. 

Les  portes  d'écluse  n'ont  pu  être  remplacées  au  dernier  chômage; 
elles  le  seront  au  prochain  chômage  par  des  portes  en  fer,  et  alors  il 
sera  facile  d'achever  plus  rigoureusement  et  dans  tous  leurs  détails  les 
études  sur  les  diverses  parties  de  cet  appareil. 
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Sur  la  forme  ternaire 
v-  +-  2J2H-  3zr  ■ 

Pak  m.  j.  LIOïJVILLE. 


Soit  m  un  entier  donné,  impair  et  premier  à  3,  de  façon  que  l'on  ait 

m  =  6j7.  ±  i  . 

On  demande  une  expression  simple  du  nombre  N  des  représentations 
de  m  sous  la  forme  ternaire  indiquée 

■  <■  +  ■?.)■  -+-  3z2, 
c'est-à-dire  du  nombre  N  des  solutions  que  l'équation  indéterminé» 

m  =  x2  -+-  2j2  -+-  3z2 

comporte  quand  on  admet  pour  .r,  y,  z  des  valeurs  entières  quel- 
conques, positives,  nulles  ou  négatives. 
Or,  je  trouve  que  l'on  a  toujours 

N=  F  (6  m), 

en  désignant  généralement,  comme  d'ordinaire,  par 

F(k) 

le  nombre  des  formes  quadratiques  binaires  et  impaires  (primitives 
ou  non,  mais  distinctes)  de  déterminant  --  k.  Au  surplus,  le  mot 
impaires  pourrait  être  supprimé  ici;  car,  dans  le  cas  présent,  il  n'y 
a  lieu  qu'à  de  telles  formes. 


: 
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La  démonstration  du  théorème  que  je  viens  d'énoncer  u'esl  pas 
difficile.  Pour  le  moment,  toutefois,  je  me  bornerai  à  vérifier  ma  for- 
mule sur  deux  exemples,  tirés  des  plus  petits  entiers  qu'on  puisse 
employer  après  l'unité,  savoir  m  =  5,  puis  m .  —  7. 

pour  m  =  5,  la  formule  indiquée  donne 

N  =  F(3o)  =  4, 
résultat  exact,  en  vertu  de  l'identité 

5  =  o2+  a(±  i)2+  3(±  1)2. 
Pour  m  =  7,  elle  fournit  ensuite 

N  =  F(42)  =  4, 
•  t  cela  s'accorde  avec  l'identité 

7=(±  a)8+  2  x  oa+  3(±i)3. 


Il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  ces  calculs 
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Mémoire  sur  les  bases  de  la  théorie  du  régime  uniforme 

des  courants  liquides  [  *  |  ; 

Par  M.  P.  B01LEAU. 


1.  Les  notions  dues  à  Pitot,  Couplet,  Bossut,  de  Chézy,  du  Btial  et 
Coulomb  ont  été  judicieusement  utilisées  par  Prony  et  ses  successeurs, 
pour  les  besoins  de  la  pratique,  mais  on  n'en  a  pas,  jusqu'à  présent, 
déduit  de  lois  exactes;  en  outre,  le  degré  d'approximation  des  for- 
mules en  usage  n'est  pas  toujours  suffisant,  même  entre  les  limites  des 
expériences  qui  en  ont  fourni  les  facteurs  numériques.  Aux  premières 
notions,  Navier  a  ajouté  une  expression  de  la  résistance  intérieure  au 
mouvement  relatif  de  deux  filets  liquides  immédiatement  voisins,  et 
l'hypothèse  que  cette  expression  représente  semblait  justifiée  par  la 
distribution  des  vitesses  dans  les  canaux  [**],  mais  les  observations 
concernant  les  tuyaux  de  conduite  [***]  ont  fait  reconnaître  qu'elle 
n'est  pas  applicable  aux  courants  qui  les  remplissent. 

2.  Ces  imperfections  conduisent  à  examiner  le  principe  fondamental 
des  anciennes  théories  du  régime  uniforme,  c'est-à-dire  la  notion  de 
l'équilibre  permanent  entre  la  gravité  et  les  résistances  intérieures  : 
lorsque  avec  Bossut  et  du  Buat  on  assimile  les  courants  à  des  solides 
glissant  sur  des  surfaces  inclinées,  ou  lorsque  avec  des  auteurs  modernes 
on  les  considère  comme  composés  de  couches  infiniment  minces  glis- 

[*]  Les  notions  théoriques  et  expérimentales  exposées  dans  ce  travail  ont  fait  l'objet 
d'un  Mémoire  présenté  en  1868  à  l'Académie  des  Sciences  (voir  les  Comptes-  rendus, 
t.  LXVII). 

[**]  Voir  les  savantes  recherches  analytiques  de  M.  Sonnet  publiées  en  1 845,  travail 
qui  présente  le  développement  et  des  applications  de  la  théorie  générale  de  Navier. 

[***]  Recherches  expérimentales  relatives  au  mouvement  de  l'eau  dans  les  tuyaux, 
par  H.  Darcy  (Paris,  1857). 
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saut  à  la  manière  des  solides  les  unes  sur  les  autres,  les  actions  inté- 
rieures se  réduisent  à  des  frottements  parallèles  au  mouvement  de 
translation,  en  sorte  que  l'équilibre  permanent  de  ces  frottements  et 
des  composantes  de  la  gravité  parallèles  à  la  même  direction,  est  une 
condition  nécessaire  de  la  constance  des  vitesses;  mais  l'étude  des  phé- 
nomènes suggère  des  conceptions  moins  simples  :  elle  conduit  à  regarder 
les  liquides  comme  composés  de  particules  ou  petites  masses  séparées 
par  des  intervalles,  mobiles  en  tous  sens,  et  soumises  aux  lois  de  l'at- 
traction universelle,  de  l'action  du  calorique  latent  et  de  la  viscosité. 
Dans  un  semblable  système, les  forces  intermoléculaires  agissent  suivant 
des  lignes  joignant  entre  eux,  soit  les  centres,  soit  les  pôles  [']  des 
éléments  matériels  des  courants,  et  leur  intensité  diminue  à  mesure 
que  les  distances  réciproques  de  ces  éléments  augmentent;  or,  dans 
les  courants  à  pente  uniforme  que  l'on  considère,  les  composantes  de 
la  gravité,  soit  dans  la  direction  du  mouvement  de  transport,  soit 
normalement  à  cette  direction,  sont  constantes,  et,  pat  conséquent, 
l'équilibre  permanent  dont  il  s'agit  exigerait  que,  pour  chaque  par- 
ticule fluide,  celles  de  la  résultante  des  actions  mutuelles  fussent 
également  constantes.  Cela  posé,  en  remarquant  que  les  distances 
intermoléculaires  â  varient  continuellement  par  suite  de  la  différence 
des  vitesses  des  filets  liquides,  et  que  les  angles  a  des  directions 
des  actions  mutuelles  J'(iï)  avec  le  mouvement  de  transport  dimi- 
nuent quand  ces  distances  augmentent,  on  voit  que  les  composantes 
normales  f{ù)  sina,  sont  nécessairement  variables,  et  l'on  reconnaît 
qu'il  est  impossible  d'admettre  qu'elles  produisent  une  action  con- 
stante sur  chaque  particule  liquide  sans  faire  l'hypothèse,  purement 
arbitraire,  d'une  compensation  entre  les  effets  des  variations  des  dis- 
tances de  cette  particule  à  celles  qui  l'environnent  dans  une  sphère 
d'activité  dont  on  ignore  l'étendue.  Quant  aux  composantes  parallèles 
au  courant,  l'hypothèse  de  la  constance  de  la  somme  algébrique  de 
leurs  valeurs  dans  cette  étendue  paraîtrait  moins  difficilement  admis- 

[*]  Voir  la  note  de  la  page  209  du  Traité  de  In  Mesure  des  eaux  Courantes,  public 
au  commencement  de  l'année  i854,  ouvrage  qui  contient  la  plupart  dis  résultats  des 
recherches  que  j'avais  effectuées  de  l'année  i845  à  l'année  i852.  Interrompues  par  les 
obligations  du  service  militaire,  ces  recherches  n'ont  pu  être  reprisi  s  qu'en  r866. 
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sible,  mais,  pour  l'équilibre  permanent,  il  serait  encore  nécessaire  de 
supposer  arbitrairement  une  loi  de  l'influence  de  la  pente  du  courant 
sur  l'intensité  des  actions  mutuelles  des  fdets  liquides.  L'hypothèse 
précitée  de  Navier  conduirait  à  considérer  la  vitesse  relative  de  ces  filets 
comme  proportionnelle  à  la  pente,  tandis  que  les  résultats  d'observation 
s'accordent  entre  eux  pour  montrer  qu'elle  est  proportionnelle  à  la 
racine  carrée  de  cette  pente,  toutes  choses  étant  égales  d'ailleurs. 

5.  La  notion  de  la  constance  de  la  vitesse  sur  une  trajectoire  pa- 
rallèle aux  parois,  qui  a  donné  lieu  à  celle  de  l'équilibre  des  forces, 
n'est  elle-même  qu'une  hypothèse,  car  les  instruments  d'observation 
qui  ont  été  employés  ne  fournissaient  que  de  moyennes  vitesses  de 
transport  :  ainsi,  les  indications  des  moulinets  sont  relatives  au  chemin 
total  parcouru  par  les  particules  liquides  dans  un  temps  déterminé; 
l'inertie  de  leurs  pièces  rotatives  ne  leur  permettrait  pas  d'ailleurs 
d'obéir  à  des  variations  de  courte  durée  :  celle  de  la  masse  des  flotteurs 
et  l'action  latérale  du  fluide  sont  également  des  obstacles  à  une  par- 
faite précision;  dans  l'usage  du  tube  de  Pitot  ou  des  appareils  ana- 
logues, on  prend  la  hauteur  moyenne  des  colonnes  indicatrices, etc. 

4.  Les  oscillations  continuelles  de  ces  colonnes  liquides,  qui  se  pro- 
duisent dans  les  courants  les  mieux  réglés,  eussent  dû  faire  naître  l'idée 
de  la  périodicité  des  vitesses,  propriété  des  fluides  en  mouvement  qui 
ressort  d'un  grand  nombre  de  faits;  ainsi,  les  variations  de  la  hauteur 
des  jets  d'eau  ont  été  depuis  longtemps  remarquées,  et  elles  se  pro- 
duisent sous  des  inclinaisons  diverses,  lors  même  que  ces  jets  sont 
alimentés,  comme  à  Versailles,  par  de  vastes  réservoirs  :  Savait  a  con- 
staté en  1 833  la  périodicité  de  l'écoulement  par  des  orifices  circulaires 
sous  une  charge  constante;  dans  mes  expériences  de  l'année  1 845,  où 
j'employais  un  nouvel  hydrodynamomètre,  sorte  de  balance  à  ressort 
qui  avait  été  douée  d'une  grande  sensibilité,  le  levier  transmettant  les 
impulsions  d'un  courant  établi  dans  les  conditions  du  régime  uniforme, 
exécutait  un  double  système  d'oscillations  d'autant  plus  rapides  que 
la  vitesse  du  fluide  était  plus  considérable.  En  ce  qui  concerne  les 
rivières,  il  y  a  lieu  de  rappeler  ici  qu'en  l'absence  de  toute  agitation 
de  l'atmosphère  ou  d'autres  causes  perturbatrices,  j'ai  remarqué,  dans 

46. 
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le  bruit  des  chutes  par-dessus  une  digue,  des  accroissements  et  affai- 
blissements alternatifs  réguliers  [*];  postérieurement,  dans  des  inves- 
tigations effectuées  sur  le  fleuve  du  Mississipi  par  une  Commission 
composée  d'ingénieurs  militaires  et  de  professeurs  distingués  des  États- 
Unis,  la  périodicité  du  mouvement  de  transport  s'est  trouvée  assez 
sensible  pour  être  décelée  par  la  marche  des  flotteurs. 

.">.  La  considération  des  forces  vives  latentes  nous  fournira  de  nou- 
veaux motifs  pour  l'abandon  des  anciennes  bases  de  la  théorie,  mais 
il  convient  d'examiner  préalablement  les  phénomènes  qui  se  produisent 
au  contact  des  parois.  On  a  jusqu'à  présent  admis  qu'il  existe  entre 
ces  surfaces  solides  et  les  liquides  une  adhérence  naturelle,  et  Ton  a 
même  maintenu,  dans  de  récents  écrits,  l'opinion  ancienne  que  les 
molécules  en  contact  avec  les  parois  des  canaux  et  des  tuyaux  de  tout 
genre  sont  entièrement  fixées  par  l'attraction;  c'est  encore  une  hypo- 
thèse arbitraire,  car  le  liquide  intérieur  exerce  sur  les  menues  molécules 
une  attraction  en  sens  inverse;  on  peut  d'ailleurs  se  convaincre,  par 
l'expérience  suivante,  que  l'adhérence  n'est  pas  un  fait  constant.  Les 
deux  moitiés  d'un  tube  en  verre  deom,or  i  environ  de  diamètre  ayant 
été  séparées,  je  les  ai  insérées  aux  extrémités  d'un  long  tuyau  en  caout- 
chouc vulcanisé,  puis  ellesont  été  rapprochées  jusqu'au  contact  de  deux 
génératrices  extérieures,  liées  entre  elles  et  suspendues  verticalement 
contre  un  mur  :  cet  appareil  a  été  rempli  d'eau,  de  manière  à  former- 
une  colonne  continue  et  recourbée  intérieurement,  d'une  longueur 
égale  à  38o  fois  son  diamètre  moyen  ;  lorsque  le  liquide  était  parvenu 
à  l'état  d'immobilité,  je  suspendais  au-dessus  de  l'un  des  deux  tubes  en 
verre  un  fragment  triangulaire  de  papier  buvard  dont  la  pointe  était 
immergée  de  manière  à  produire  une  succion  lente;  il  s'établissait 
alors,  entre  les  sommets  des  deux  colonnes  liquides,  une  différence 
de  niveau  très-faible,  mais  sensible;  puis,  lorsque  le  papier  étant  ou 
enlevé  ou  saturé,  le  mouvement  du  liquide  cessait,  l'égalité  de  niveau 
se  rétablissait.  Pour  compléter  l'élude  de  la  question  de  l'adhérence 

[*]  Cette  observation  doit  être  faite  dans  le  calme  de  la  nuit,  et  à  une  distance  assez 
grande  pour  que  les  chocs  de  la  partie  inférieure  de  la  chute  ne  produisent  pas  des 
perceptions  confuses. 
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au  sujet  de  laquelle  mes  expériences  sur  les  nappes  liquides  des  bar- 
rages-déversoirs avaient  fourni,  dés  l'année  184G,  quelques  données 
nouvelles,  j'ai  fait  plus  récemment  les  observations  suivantes  sur  une 
veine  d'eau  sortant  d'un  petit  orifice  pratiqué  dans  la  paroi  verticale 
mince  d'un  vase  quadrangulaire  dans  lequel  le  niveau  du  liquide  s'a- 
baissait très-lentement.  i°  À  partir  d'une  certaine  valeur  de  la  charge 
sur  le  centre  de  l'orifice,  valeur  qui  s'est  trouvée  de  4o  millimètres 
pour  un  diamètre  d'un  millimètre  et  demi,  la  trajectoire  parabolique 
de  la  veine  liquide  se  déforme;  sa  partie  descendante  devient  d'abord 
verticale,  puis,  n'étant  plus  qu'à  une  petite  distance  du  sommet  de 
l'angle  de  la  paroi  verticale  du  réservoir  et  de  son  fond  posé  horizonta- 
lement sur  deux  supports,  celte  partie  de  la  veine  prend  une  inflexion 
rentrante  qui  se  prononce  de  plus  en  plus  à  mesure  que  le  niveau  baisse 
dans  le  réservoir;  bientôt  elle  vient  rencontrer  l'arête  de  l'angle  précité, 
et,  à  ce  moment,  elle  s'applique  rapidement  sur  la  paroi  verticale  jusqu'à 
l'orifice.  i°  La  hauteur  du  niveau  intérieur  continuant  à  diminuer, 
l'angle  aigu  que  le  jet  liquide  fait  avec  la  surface  extérieure  horizontale 
du  fond  du  vase  diminue  progressivement  ;  puis  le  liquide  vient  s'ap- 
pliquer le  long  de  cette  surface,  où  il  forme  un  courant  suspendu 
contrairement  à  l'action  de  la  pesanteur:  ce  courant  était  le  plus  souvent 
terminé  par  une  petite  masse  arrondie  d'où  le  liquide  tombait  goutte  à 
goutte,  et  alors,  vers  le  point  où  il  atteignait  ce  renflement,  il  s'amincis- 
sait, ce  cpii  indique  une  accélération.  3°  Si,  sous  la  partie  d'amont  du 
même  courant,  on  place  un  récipient  cpie  l'on  remplit  lentement  d'eau 
jusqu'à  le  faire  déborder,  au  moment  où  le  liquide  de  ce  récipient 
vient  en  contact  avec  le  premier,  la  partie  d'aval  du  courant  disparait. 
4°  Lorsque,  ce  courant  étant  libre,  on  bouche  l'orifice  d'écoulement, 
le  liquide  dont  il  se  compose  tombe  immédiatement. 

L'inflexion  que  le  jet  subit  lorsqu'il  ne  se  trouve  plus  qu'a  une 
petite  distance  de  la  paroi  verticale  du  vase  peut  être  attribuée  à  di- 
verses causes,  et  notamment  à  une  attraction  d'électricités  [*],  mais 

[*]  On  sait  que  l'écoulement  de  la  vapeur  d'eau  par  un  orifice  ouvert  dans  la  paroi 
d'un  générateur  dectrise  en   signes  contraires  cette  paroi  et  la  veine  fluide;  or  l'il- 
lustre Faraday  a  constaté  que  ce  phénomène  est  du  au  frottement  de  l'eau  entrain- 
l'état  liquide  sur  les  bords  de  l'orifice. 
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nous  nous  occuperons  seulement  ici  de  la  question  de  l'adhérence  :  la 
troisième  expérience  indique  que  l'action  mutuelle  des  molécules 
d'eau  était  supérieure  à  celle  de  la  paroi  solide  et  du  liquide,  bien  que 
la  surface  de  contact  fût  plus  grande  pour  cette  dernière  action  que 
pour  la  première,  ce  qui  ne  permet  guère  de  croire  à  une  adhérence 
due  à  l'attraction  des  parois  dans  les  canaux  et  les  tuyaux  de  conduite; 
on  peut  concevoir  une  action  retardatrice  provenant  de  l'introduction 
du  liquide  dans  les  pores  de  certaines  parois,  mais  c'est  la  cohésion  qui 
serait  en  jeu.  Pour  expliquer  les  phénomènes  de  la  deuxième  et  de  la 
quatrième  expérience,  je  rappellerai  que  clans  mes  observations  sur 
les  déversoirs,  où  de  grandes  nappes  liquides  de  120  millimètres  d'é- 
paisseur, au  lieu  de  former  un  jet  parabolique,  s'appliquaient  sur  le 
sommet  à  arêtes  vives  et  sur  la  face  verticale  d'aval  du  barrage,  lorsque 
l'on  plongeait  jusqu'à  ce  barrage  une  tige  solide  quelconque,  l'air 
extérieur  se  précipitait  sous  la  nappe  qui  se  détachait  brusquement; 
cette  expérience  prouve  qu'il  se  produit  une  diminution  de  pression 
dans  les  couches  fluides  en  mouvement  sur  des  surfaces  solides,  dimi- 
nution qui  cesse  d'avoir  lieu,  d'après  ce  qui  précède,  en  même  temps 
que  le  mouvement,  et  l'on  voit  que  le  phénomène  de  l'application  des 
nappes  ou  des  jets  liquides  aux  surfaces  est  dû  principalement,  sinon 
uniquement,  à  l'excès  de  la  pression  atmosphérique. 

6.  La  perte  de  pression  qui  vient  d'être  mise  en  évidence  ne  peut 
être  attribuée  qu'aux  mouvements  intestins  occasionnés  par  les  aspé- 
rités des  surfaces  solides.  En  examinant  ce  qui  a  lieu  autour  des  corps 
exposés  à  l'action  d'un  courant,  on  ne  saurait  douter  que,  quand  la 
vitesse  du  fluide  n'est  pas  très-faible,  ces  aspérités  font  naître  des  tour- 
billonnements; j'ajouterai  que,  dans  le  cas  de  parois  rugueuses  et  de 
courants  rapides,  en  exposant  aux  rayons  solaires  des  jets  jaillissant 
d'un  tuyau,  on  peut  remarquer  que  les  couches  enveloppes,  jusqu'à 
une  certaine  distance  des  parois,  sont  composées  de  globules  ;  celte 
constitution  se  manifestant  à  l'orifice,  on  doit  croire  qu'elle  existe  dans 
le  tuyau  :  on  conçoit  facilement  d'ailleurs,  connaissant  la  tendance 
générale  des  liquides  peu  visqueux  au  groupement  sphéroidal,  que  ce 
groupement  s'effectue  quand  les  différences  de  vitesse  résultant  de 
l'obstacle  opposé  par  les  aspérités  au  mouvement  de  translation  des 
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molécules  qui  les  rencontrent,  détruisent  ou  affaiblissent  suffisamment 
la  cohésion  du  liquide. 

7-  Les  diverses  observations  qui  précèdent  conduisent  à  reconnaître 
que,  dans  une  zone  contigué  aux  parois,  il  se  produit  des  phénomènes 
particuliers  de  mouvement,  de  pression  intérieure  et  de  constitution 
qui  doivent  faire  distinguer  cette  partie  des  courants;  je  lui  donnerai 
le  nom  de  zone  troublée,  et  la  masse  qu'elle  enveloppe  sera  désignée 
par  celui  de  région  principale. 

8.  Nous  nous  occuperons  maintenant  des  mouvements  intestins  dont 
cette  dernière  région  peut  être  le  siège.  M.  Poncelct,  à  la  suite  d'im- 
portantes remarques  sur  la  formation  des  tourbillons  autour  des  corps 
immergés  clans  les  courants,  et  sur  la  manière  dont  la  force  vive  s'éteint 
dans  les  fluides  [*  ],  a  énoncé  l'opinion  que  de  semblables  mouvements, 
imprimés  aux  molécules  ou  à  leurs  derniers  groupes  «  sont  une  des 
causes  de  la  résistance  que  les  filets  fluides  éprouvent  à  glisser  les  uns 
sur  les  autres  ou  sur  la  surface  des  corps  solides  '>  :  en  ce  qui  concerne 
les  filets  intérieurs  des  courants,  l'illustre  savant  admettait,  sans  doute, 
que  les  tourbillonnements  occasionnés  par  les  aspérités  des  parois  se 
propagent  dans  toute  l'étendue  de  la  masse  liquide,  ce  qui  paraît  très- 
probable.  Quoi  qu'il  en  soit,  lorsqu'on  examine  l'ensemble  des  faits 
connus  sous  le  nom  de  communication  latérale  du  mouvement  dans 
les  fluides,  on  ne  saurait  douter  que  la  différence  des  vitesses  engendre 
au  moins  des  déviations,  et  par  conséquent  des  forces  vives  trans- 
versales: les  cours  d'eau  peuvent  enlever  au  fond  de  leur  lit  des  par- 
celles de  matière  plus  dense  qu'ils  élèvent  jusqu'à  une  certaine  hauteur 
ou  qu'ils  laissent  retomber  selon  les  variations  du  régime  [**];  les  os- 
cillations transversales  des  plantes  fluviales  à  tiges  isolées  et  très-flexi- 
bles sont  en  outre  l'indice  d'un  état  oscillatoire  du  fluide,  observation 
que  j'ai  faite  à  l'originede  mes  recherches  et  transformée  en  expériences 


]   Voir  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle ,   publiée  par  M.   Poncelet  en 
1839,  p.  528  et  suivantes. 

[**]   Voiries  résultats  d'observation  exposés  pages  336  et  suivantes  du  Traité  delà 
mesure  des  eau.r  courantes. 
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précises  [*].  Les  différences  de  vitesse,  lorsqu'elles  sont,  il  est  vrai, 
plus  grandes  que  celles  qui  se  produisent  dans  la  région  principale  des 
courants  à  régime  uniforme,  peuvent  modifier  la  constitution  du  liquide 
par  suite  de  l'intensité  des  mouvements  intestins;  ainsi,  dans  mes  ex- 
périences sur  les  remous,  il  est  arrivé  qu'un  courant  de  fond  faisait 
prendre  à  l'eau  de  ceux-ci  un  aspect  huileux,  et  qu'il  se  formait  à  leur 
intérieur  un  grand  nombre  de  petits  sphéroïdes  parfaitement  distincts, 
phénomène  analogue  à  la  constitution  globulaire  que  la  zone  troublée 
des  courants  (6)  présente  dans  le  cas  des  mouvements  rapides. 


Bases  d'une  théorie  expérimentale  du  régime  uniforme 
des  courants  liquides. 

9.  On  ne  saurait  songer  à  faire  pénétrer  la  théorie  dans  le  détail  des 
mouvements  "intérieurs,  et  il  serait  également  superflu  d'essayer  des 
équations  différentielles  fonctions  de  forces  intermoléculaires  dont  on 
ignore  l'intensité,  la  direction  et  la  sphère  d'activité,  ces  tâtonnements 
ne  pouvant  réussir  que  dans  des  cas  très-simples  où  une  seule  loi  est 
en  question  ;  mais  il  m'a  paru  possible  d'obtenir,  sans  entrer  dans  le 
champ  des  hypothèses,  des  relations  propres  à  la  solution  des  pro- 
blèmes de  la  pratique,  et  peut-être  même  susceptibles  de  contribuer, 
concurremment  avec  des  recherches  expérimentales,  à  la  découverte 
de  notions  importantes  concernant  les  actions  mutuelles  des  molécules 
fluides  ou  de  leurs  groupes. 

10.  On  a  vu  précédemment  que  de  nombreuses  observations  tendent 
à  prouver  la  périodicité  du  mouvement  des  fluides,  mais  que  les  in- 
struments de  mesure  dont  nous  pouvons  disposer  indiquent,  en  géné- 
ral, des  moyennes  vitesses  de  transport  :  j'appliquerai  la  dénomination 
de  régime  uniforme,  qui  a  été  employée  jusqu'à  présent  dans  un  sens 
trop  absolu,  à  l'état  du  mouvement  dans  lequel  ces  vitesses  sont  sensi- 
blement égales  entre  elles  sur  une  même  trajectoire  parallèle  aux  pa- 
rois, condition  qui  peut  être  réalisée  par  des  dispositifs  convenables, 

[*]    Traité  de  la  Mesure  des  eau.r  Courantes,  p.  332. 
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cl  qui  se  rencontre  dans  les  tuyaux  de  conduite  bien  établis,  dans  les 
canaux,  cl  même,  à  certaines  époques  de  l'année,  dans  les  rivières. 
Lorsque  ce  régime  a  lien,  les  aires  des  sections  transversales  du  cou- 
rant faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  la  direction  constante  des 
trajectoires,  sont  égales  entres  elles  on  ne  différent  que  de  fractions 
négligeables  :  en  réunissant  par  des  lignes,  dans  l'une  quelconque  de 
ces  sections,  les  points  correspondant  à  une  même  vitesse  expérimen- 
tale de  transport,  on  obtient  des  courbes,  dites  d'égale  vitesse,  qui, 
d'après  une  observation  importante  de  M.  Baumgarten  vérifiée  posté- 
rieurement par  MM.  Darcy  et  Bazin,  sont  sensiblement  parallèles  au 
profil  des  parois  dans  le  voisinage  de  celles-ci  :  à  mesure  qu'elles  s'éloi- 
gnent des  parois,  ce  parallélisme  s'altère  de  plus  en  plus,  mais  les  modi- 
fications de  courbure  ne  sont  sensibles  que  pour  de  notables  différences 
de  vitesse. 

Cette  propriété  étant  générale,  on  peut  la  prendre  pour  base  d'une 
division  à  la  lois  physique  et  géométrique  des  courants  en  éléments  de 
volume  distincts.  Considérons,  dans  l'une  des  sections  transversales, 
le  système  des  molécules  dont  la  vitesse  expérimentale  est  v,  puis  les 
deux  systèmes  consécutivement  voisins,  dont  l'un  a  une  vitesse  v'  su- 
périeure à  celle-ci,  tandis  que  l'autre  se  transporte  avec  une  vitesse  v" 
inférieure  à  v  :  quelles  que  soient  les  lois  de  leurs  mouvements  latents, 
les  particules  du  groupe  considéré  doivent,  dans  les  variations  conti- 
nues de  leur  distance  à  celles  des  deux  antres  groupes  entre  lesquels 
elles  se  meuvent,  passer  périodiquement  par  des  positions  moyennes 
d'équilibre;  nommons  /,  /',  /"  les  lignes  cpii  ,  respectivement,  dans 
chacun  des  trois  systèmes  précités,  joignent  entre  elles  ces  positions, 
et  concevons  une  courbe  A  passant  par  le  milieu  de  l'intervalle  com- 
pris entre  /  et  /",  puis  une  deuxième  courbe  A'  passant  à  égales  dis- 
tances de  /  et  de  /'  :  ces  deux  courbes  dont  l'intervalle  est  égal  à  la 
distance  intermoléculaire  moyenne  p  comprendront  entre  elles  les  mo- 
lécules animées  de  la  vitesse  de  transport  v,  qui  oscillent  autour  de  la 
ligne  /.  Concevons  maintenant  dans  la  même  section  deux  normales 
communes  à  ces  courbes  et  dont  l'intervalle  soit  égal  a  la  distance  in- 
termoléculaire moyenne  p'  considérée  dans  le  sens  tangentiel;  cette 
distance  étant  extrêmement  petite  quoique  finie,  l'aire  du  quadilalère 
limité  par  les  deux  normales  et  les  aies  qu'elles  interceptent  sur  les 
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tourbes  À  et  A'  peut  être  mesurée  par  le  produit  pp'.  Cela  posé,  j'ap- 
pliquerai la  dénomination  de  filet  liquide  employée  jusqu'à  présent, 
soit  d'une  manière  vague,  soit  avec  une  signification  purement  abs- 
traite, à  l'élément  du  volume  du  courant  qui  a  pour  section  trans- 
versale cette  aire  et  pour  arêtes  des  lignes  parallèles  à  la  direction  du 
mouvement  de  transport  :  en  outre,  on  pourra  regarder  les  courants 
comme  composés  de  volumes  ayant  pour  section  transversale  l'aire 
comprise  entre  deux  courbes  telles  que  A  et  A',  et  pour  génératrices 
limites  des  lignes  parallèles  à  la  même  direction  ;  je  désignerai  ces  der- 
niers éléments  de  volume  par  le  nom  de  nappes  à  égale  vitesse.  Les 
poids  des  filets  et  des  nappes  ainsi  définis  ont  pour  mesure  le  produit 
de  leurs  volumes  par  la  densité  gravimétrique  des  courants,  car  'les 
proportions  de  la  matière  liquide  et  des  intervalles  cpii  n'en  contiennent 
pas,  y  sont  les  mêmes  que  dans  la  masse  totale. 

H.  Nous  «vous  encore  à  faire  une  observation  préliminaire  con- 
cernant ce  qu'on  nomme  ordinairement  pente  des  courants  :  lorsqu'il 
s'agit  des  canaux,  cette  dénomination  s'applique  au  sinus  de  l'incli- 
naison sous  l'borizonde  la  surface  liquide  libre,  qui  est  parallèle  au  fond 
du  lit,  sinus  que  l'on  mesure  au  moyen  d'un  nivellement;  mais,  dans 
le  cas  des  tuyaux,  on  nomme  ainsi  la  différence,  par  mètre  de  longueur 
du  courant,  des  colonnes  liquides  de  piézomètres  insérés  dans  la  paroi, 
et  cette  différence  peut  s'écarter  plus  ou  moins  de  la  pente  géomé- 
trique effective  des  filets.  Pour  employer  une  expression  dont  la  signi- 
fication soit  uniforme,  je  remplacerai  dans  tous  les  cas  celle  dont  il 
s'agit  par  la  dénomination  de  perte  de  chute,  appliquée  à  l'unité  de 
longueur. 

12.  Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  région  principale  (7)  des 
courants.  Considérant  l'unité  de  longueur  d'une  nappe  à  égale  vitesse 
N,  je  désignerai  par  : 

v  la  vitesse  de  transport  ou  expérimentale  commune  à  toutes  ses  mo- 
lécules, 

m  l'aire  constante  de  la  section  transversale  de  cette  nappe, 

/   la  perte  de  chute, 

l)  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  courant. 
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La  quantité  de  (ravail  moteur  produite,  dans  l'unité  de  temps,  par 
la  gra\  ité.  rsi 

Duvi. 

D'après  les  résultats  d'observation,  le  système  des  nappes  enveloppe 
un  filet  intérieur  animé  de  la  vitesse  maxima,  et  les  vitesses  de  ces 
nappes  décroissent  de  l'une  à  l'autre  d'une  manière  continue  jusqu'à 
la  zone  troublée  :  en  conséquence,  la  nappe  quelconque  N  que  nous 
considérons  est  située  entre  {\c\[\  masses  liquides  auxquelles  elle  est 
liée  par  la  cohésion,  et  dont  l'une  tend  à  retarder  son  mouvement, 
tandis  que  l'autre  tend  à  l'accélérer  :  je  désignerai  par  X,  la  quantité 
de  travail,  dans  l'unité  de  temps,  de  l'action  retardatrice,  et  par  X  celle 
de  l'action  accélératrice. 

Quant  aux  mouvements  intestins  d'oscillation,  de  rotation  ou  de 
tourbillonnement  dont  chaque  nappe  peut  être  le  siège,  nous  devons 
croire  que  les  liaisons  intérmoléculaires  leur  opposent  des  résistances, 
car  tous  les  mouvements  analogues  que  leur  amplitude  rend  observa- 
bles s'affaiblissent  progressivement  et  s'éteignent  lorsqu'ils  ne  sont  pas 
entretenus  par  une  force  appliquée,  et  l'on  peut  même  augurer  que  la 
viscosité  joue  ici  un  rôle  important,  attendu  que  cet  affaiblissement  est 
d'autant  plus  rapide  que  les  liquides  sont  plus  visqueux.  Comprenant 
dans  un  seul  terme  les  quantités  de  travail  dépensées  par  la  gravité 
pour  l'entretien  de  ces  mouvements  intestins  qui  ont  une  relation  né- 
cessaire avec  la  différence  des  vitesses  de  translation  des  nappes,  je 
désignerai  par  Ç  la  perte  de  chute  correspondante,  de  sorte  que  ce  terme 
sera  exprimé  par  le  produit 

DmpÇ. 

Les  courants  à  régime  uniforme  étant  exempts  de  causes  d'irrégula- 
rité, telles  que  des  obstacles  intérieurs,  des  coudes,  des  variations  de 
dimensions  transversales,  etc.,  les  périodes  successives  du  mouvement 
de  translation  de  chaque  élément  liquide  doivent  être  égales  entre  elles 
sous  tous  les  rapports  :  or,  dans  un  semblable  régime,  les  effets  de  l'i- 
nertie se  compensent.  D'un  autre  côté,  le  travail  de  compression  i\i\ 
liquide  est  nul  ou   parfaitement  négligeable,  et,   enfin,  aucun   fait 
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connu  ne  nous  autoriserait  à  supposer  ici  un   travail  thermo-dyna- 
miqne. 

En  conséquence,  le  travail  moteur  de  la  gravité  se  répartit  entre  le 
mouvement  sensible  ou  de  transport,  et  les  mouvements  intestins  ou 
latents  :  c'est  le  principe  que  nous  proposons  de  substituer  à  l'hypo- 
thèse, infirmée  par  les  observations  précédemment  rapportées,  de  l'é- 
quilibre permanent  des  forces. 

15.  Cela  posé,  l'équation  du  régime  uniforme  d'une  nappe  a  égale 
vitesse  quelconque  de  la  région  principale  des  courants  est 

n  Duf/  =  X,--X  +  Dwi-Ç. 


Soient  maintenant  : 

v2  la  vitesse  de   transport  de  la   nappe  N2   qui  est   immédiatement 

voisine  de  la  nappe  N  du  côté  des  parois, 
«2  l'aire  de  sa  section  transversale, 
•   'C-,  la  perte  de  chute  correspondante  aux  mouvements  intestins  de 

celte  seconde  nappe , 
\2  le  travail  de  la  résistance  que  la  masse  liquide  située  entre  elle  (  i 

les  parois  oppose  à  son  mouvement  relatif 

L'action  retardatrice  appliquée  à  la  surface  externe  A  de  la  nappe 
précédente  N  peut  être  regardée  comme  une  réaction  de  la  nappe  N2, 
opposée  à  l'action  accélératrice  exercée  ou  transmise  par  la  première  à 
la  surface  interne  de  cette  seconde  nappe,  surface  qui  se  confond  avec 
A  ;  on  a  donc,  pour  la  nappe  Na,  l'équation 

Da>2<v  =  X2-  X,  +  Dw,e,:,. 

Chacune  des  nappes  suivantes  donne  lieu  à  une  équation  analogue,  et 
si  l'on  spécifie  par  l'indice  n  les  quantités  qui  se  rapportent  à  celle  à 
laquelle  on  s'arrête,  la  dernière  équation  est 

D  tù„vni  =  X,, 
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L'addition  de  ces  ('quai ions  successives  élimine  les  indéterminées 
\„  1,  X„_2,  . .  . ,  X,  et  a  pour  résultat  une  équation  générale  du  régime 
uniforme  d'une  portion  de  la  légion  principale  du  courant,  comprise 
entre  deux  nappes  à  égale  vitesse  :  or  la  somme  des  produits  oji', 
w2f2)  .  ■•)  «„<'„  est  le  volume  liquide  qui  passe  dans  l'unité  de  temps 
par  les  sections  transversales  de  cette  portion  du  courant,  c'est-à-dire 
son  débit,  que  je  désignerai  par  r/  :  d'un  autre  côté,  la  somme  des  pro- 
duits tels  (pie  Dui'{  est  égale  au  travail  moteur  qui  est  consommé  pour 
l'entretien  des  mouvements  intestins,  ou,  si  l'on  veut  adopter  cette  ex- 
pression, des  forces  vives  latentes  ['  ]  delà  même  partie  considérée  du 
courant  :  en  désignant  par  z  la  perte  de  chute  correspondante,  ou  a 
donc 

(2)  Dgi  =  X„„-  X+ Dqz. 

En  appliquant  les  considérations  précédentes  au  cylindre  liquide 
qui,  limité  par  l'une  quelconque  des  nappes  à  égale  vitesse,  comprend 
le  filet  intérieur  animé  de  la  vitesse  maxima,  et  désignant  par  : 

qn  le  débit  de  ce  cylindre, 

z„  la  perte  de  chute  due  à  ses  forces  vives  latentes, 

on  obtient   l'équation 

(3)  \)q„i  =  X„+  l)f/„z„. 

li.  Je  m'occuperai  maintenant  de  la  zone  troublée  contiguë  aux 
parois.  Les  observations  concernant  le  parallélisme  de  ces  parois  et  des 
courbes  d'égale  vitesse  (10)  ayant  été  prolongées,  dans  diverscas,  jus- 
qu'à une  faible  distance  des  premières,  et  le  parallélisme  s'étant  trouvé, 
sans  exception,  croissant  à  mesure  que  celte  distance  diminuait,  il  est 


[*]  Les  mouvements  intérieurs  dont  il  s'agit  ici  sont  effectivement  latents,  attendu 
que  les  niasses  liquides,  lorsque  leur  régime  de  transport  est  uniforme,  présentent  une 
apparence  de  calme.  Quant  aux  mouvements  très-visibles,  ou  même  tumultueux  dont 
on  a  un  peu  abusé  pour  justifier  des  désaccords  entre  l'expérience  et  la  théorie  sans 
indiquer  des  modifications  à  introduire  dans  celle-ci,  ils  ne  se  produisent  que  dans  des 
circonstances  particulières  et  anormales. 
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permis  d'en  inférer  que,  le  long  de  parois  uniformément  constituées, 
les  vitesses  de  transport  sont,  ou  égales  entre  elles,  ou  très-peu  diffé- 
rentes, que  la  zone  dont  il  s'agit  a  une  épaisseur  uniforme,  et  qu'elle 
est  limitée,  du  coté  intérieur,  par  une  nappe  à  égale  vitesse.  Cette  nappe, 
qui  appartient  à  la  région  principale  du  courant,  exerce  nécessaire- 
ment sur  le  fluide  de  la  zone,  ou  lui  transmet,  une  action  accélératrice 
dont  je  représenterai  le  travail  dans  l'unité  de  temps  par  X0.  D'un 
autre  côté,  quelles  que  soient  les  résistances  opposées  par  les  parois  au 
mouvement  de  transport  du  liquide,  résistances  parmi  lesquelles  la 
réaction  des  aspérités  joue  certainement  le  principal  rôle,  on  peut,  d'a- 
près l'observation  précédente,  les  regarder  comme  constantes  sur  l'u- 
nité de  surface  des  parois  homogènes,  propriété  qui  avait  été  admise 
sans  examen  jusqu'à  présent.  Enfin,  pour  tenir  compte  de  l'augmen- 
tation de  surface  dueaux  aspérités,  je  multiplierai  le  périmètre  mouillé 
S  résultant  de  la  mesure  des  dimensions  transversales  de  la  masse 
liquide,  par  un  facteur  c  dépendant  de  l'état  des  parois, 'et  auquel  je 
donnerai  le  nom  de  coefficient  de.  rugosité. 
Cela  posé,  en  désignant  par  : 

(3  la  somme  des  résistances  que  l'unité  de  surface  des  parois  oppose 

au  mouvement  de  transport  du  liquide, 
u'0  la  vitesse  moyenne  de  la  zone  troublée, 

on  peut  représenter  le  travail,  dans  l'unité  de  temps,  de  la  résistance 
de  l'unité  de  longueur  des  parois,  parle  produit  cSfiw0. 

La  quantité  de  travail  moteur  de  la  gravité  dans  le  même  temps  est 
DO0nv,  si  l'on  désigne  par  fl„  l'aire  de  la  section  transversale  de  la 
zone  troublée. 

Au  moyen  de  poussières  flottant  trèsqirès  de  parois  présentant  des 
aspérités  visibles,  on  peut  s'assurer  que  la  portion  de  la  zone  qui  n'est 
pas  engagée  entre  ces  aspérités  a  un  régime  sensiblement  uniforme; 
quant  aux  particules  liquides  qui  les  rencontrent,  il  peut  sembler  né- 
cessaire de  faire  entrer  dans  les  équations  un  terme  représentant  l'effet 
de  leur  inertie.  En  désignant  par  : 

u'  et  u"  les  valeurs  de  leur  vitesse  absolue  au  commencement  et  à  la 
fin  du  temps  considéré, 
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p  le  poids  du  liquide  qui  passe  dans  ce  temps  entre  les  aspérités, 
ou  a  pour  expression  du  travail  d'inertie 

quantité  dont  la  valeur  absolue  se  retranche  du  travail  moteur  ou  s'j 
ajoute,  selon  que,  dans  le  temps  considéré,  le  mouvement  vrai  a  été 
accéléré  ou  retardé.  En  définitive,  l'équation  relative  a  la  zone  troublée 
serait 

(/»)         Dfl,Hv'±  £("'"-  "'*)  =  cSpw0-hBQ6w0z0  _  Xo. 

En  faisant  X„  =  X0  dans  l'équation  (3),  puis  éliminant  X0  entre  cette 
équation,  qui,  après  la  substitution,  s'applique  à  la  région  principale 
tout  entière,  et  l'équation  (4),  on  a 

D(qn+  Qow0)i±  £;(«"*—  «'2)  =  cS/3w„  -h  T)(qnzn  +  i\woz0 

On  ne  pourrait  obtenir  les  valeurs  du  second  terme  du  premier 
membre,  mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  :  i°  que  la  masse  qu'il  concerne 
n'est  qu'une  portion  de  la  zone  troublée,  et,  par  conséquent,  une  très- 
petite  fraction  de  la  niasse  du  courant;  20  que  les  vitesses  «'  et  u"  doi- 
vent être  très-faibles,  les  molécules  liquides  rencontrant  incessamment 
des  obstacles;  3°  que  ces  molécules,  en  se  déviant,  passent  dans  les 
intervalles  compris  entre  les  aspérités,  où  elles  doivent  recevoir  une 
certaine  accélération  succédant  à  un  ralentissement  produit  par  leur 
choc  contre  ces  obstacles,  en  sorte  que  les  effets  de  leur  inertie,  non- 
seulement  sont  très-faibles,  mais  en  outre  se  compensent,  sinon  entiè- 
rement, au  moins  en  partie.  En  conséquence,  le  terme  dont  il  s'agit 
est  parfaitement  négligeable  devant  le  travail  total  de  la  pesanteur  re- 
présenté par  le  ternie  précédent.  Cela  posé,  en  désignant  par  : 

Q  le  débit  total  du  courant; 

T  =  D(<7„z„-t-  Q0w>ozo)  la  portion  du  travail  moteur  de  la  gravité 
qui  est  consommée  pour  l'entretien  des  forces  vives  latentes  dans  la  to- 
talité de  la  masse,  sur  l'unité  de  longueur,  du  courant, 
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l'équation  précédente  devient 

DQt'=  cS/3w0  +  T. 

J'exposerai  ultérieurement  les  considérations  théoriques  et  les  re- 
cherches expérimentales  au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  des  ex- 
pressions du  produit  |3w>0  el  du  travail  T  en  fonction  des  données 
ordinaires  des  calculs  des  ingénieurs.  D'après  les  déterminations  que 
j'ai  déjà  pu  effectuer,  la  perte  de  chute  due  aux  mouvements  in- 
testins varierait,  dans  les  tuyaux  en  fonte  sans  dépôts,  entre  -  et  — 

•>  '  7         12 

de  la  perte  totale  i. 

il>.  On  comprend  l'imperfection  des  formules  qui  ont  été  propo- 
sées jusqu'à  présent,  en  se  rendant  compte  de  la  véritable  signification 
des  forces  auxquelles  a  été  attribué  le  rôle  d'équilibrer  les  poids  des 
masses  fluides  en  agissant  sur  les  molécules  de  leurs  contours  :  con- 
sidérant d'abord  celle  que  l'on  nomme  frottement  sur  les  parois,  et 
dont  les  valeurs  numériques  ont  été  déterminées  au  moyen  de  nom- 
breuses expériences,  nous  désignerons  par  : 

F  ce  frottement  sur  l'unité  de  surface, 
\  l'aire  de  la  section  transversale  du  courant,  « 

U  sa  vitesse  moyenne. 

On  a  posé  la  relation  SE  =-  DA/;  or,  en  multipliant  It*  deux  membres 
de  cette  égalité  par  la  vitesse  moyenne,  on  a  SFU  —  DQ/,  et  en  sub- 
stituant au  produit  DQ/  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (5) 

SFU  =cS/3w0  +  T, 

ce  qui  montre  que  SE  est  un  ejjort  moyen  Jictif  dont  la  quantité  de 
travail  effectuée  le  long  d'un  chemin  égal  à  la  vitesse  moyenne  du 
courant  serait  numériquement  égale  à  la  somme  de  celles  qui  sont 
consommées  dans  l'unité  de  temps  par  la  résistance  effective  des  parois 
et  par  les  mouvements  intestins  de  la  masse  liquide.  Quant  aux  frot- 
tements des  couches  fluides  les  unes  sur  les  autres,  que  l'on  a  fait 
intervenir  de  la  même  manière,  soient  : 
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s-  et  12  le  périmètre  el  l'aire  de  la  section  transversale  d'un  cylindre 
liquide  intérieur  limité  par  une  nappe  à  égale  vitesse, 

u  sa  vitesse  moyenne, 

f  la  résistance,  par  unité  de  surface,  au  glissement  de  ce  cylindre 
sur  la  nappe  qui  l'enveloppe. 

L'équation  (3), dont  le  principe  est  incontestable, donne,  en  désignant 
par  t  le  travail  latent  de  cette  partie  du  courant, 

DQui  =  X„  +  r, 

et,  par  conséquent,  en  y  introduisant  la  notion  de  l'équilibre  entre  le 
frottement  et  la  gravité, 

9f.  Il  =  X„  -+-  T. 

Ces  résistances  intérieures  ont  donc  une  signification  analogue  à  celle 
des  précédentes  et  sont  également  fictives.  En  faisant  intervenir  les  unes 
et  les  autres  au  lieu  d'actions  retardatrices  complexes  dues  à  deux 
ordres  de  phénomènes  dont  les  lois  ne  sont  pas  les  mêmes,  on  ne 
pouvait  réussir  à  les  représenter  par  des  formules  simples  et  générales. 


Tome  XIV  (2*  série).  —  Novembre  1869. 
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Mémoire  suc  l'équation  aux  différences  partielles  du  quatrième 
'dre   Aà«  — o    et    sur  l'équilibre    d'élasticité    d'un    cor/ 


on 


AV 


solide; 

Pais   M    Émue  MATHIEU. 


On  connaît  maintenant  plusieurs  théorèmes  relatifs  au  potentiel  v 
d'une  masse  quelconque,  qui  satisfait  en  dehors  de  cette  masse  à 
l'équation 

tt'v         f/-i>         d%v 

x,  y,  z  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires  du  point  auquel  se 
rapporte  le  potentiel,  équation  que  nous  représenterons,  pour  abréger, 
par 

(a)  A  v  —  o . 

Je  me  propose  de  montrer  dans  ce  Mémoire  qu'il  existe  pareillement 
des  théorèmes  généraux  sur  la  fonction  w,  qui,  dans  un  certain  espace, 
satisfait  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  quatrième  ordre 


(b)  AA«=o, 


ou 


,1*11         du         d'it  d'u  dut  d'u 

+  -rr  -t-  2  — -r-  -h  2  -r— -  -t-  ■>. 


dx*  dj  '  dz>  ,/j   ,/z  '  il:  'i/.t'  '  da  <dj 

Cette  équation  se  rencontre  en  physique  mathématique;  en  effet, 
quand  un  corps  solide,  homogène,  et  dont  l'élasticité  est  la  même 
dans  tous  les  sens ,  est  soumis  à  sa  surface  à  des  pressions  qui  le 
maintiennent  en  équilibre  d'élasticité,  les  projections  du  déplacement 
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d'un  point  quelconque  de  l'intérieur  du  corps  sur  les  axes  de  coor- 
données satisfont  à  l'équation  A  Au  =  o;  et  il  en  est  encore  de  même 
d^s  composâmes  des  forces  élastiques  qui  s'exercent  sur  des  éléments 
plans  parallèles  ;iux  plans  de  coordonnées. 

Si  l'on  suppose  que  u  ne  dépende  pas  de  z,  celte  équation  se  réduit  à 


il'  tl  d  •  II  d  ■  II 

di-        2  d.t-dy>  ~f    ,/i  i 


Or  imaginons  une  plaque  plane,  homogène,  d'épaisseur  uniforme  el 
de  même  élasticité  dans  tous  les  sens,  et  déplaçons-en  légèrement  ie^ 
bords  d'une  manière  permanente;  le  déplacement  normal  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  médiane  de  la  plaque  sera  encore  donné  par 
cette  équation. 

On  comprend  donc  l'intérêt  qu'il  y  a  à  s'occuper  de  la  fonction 
qui  satisfait  a  l'équation  (è),  et  nous  ferons  voir  d'ailleurs  que  cette 
étude  permettra  d'intégrer  cette  équation. 


Du  potentiel  et  de  l'équilibre  de  température. 

I .  La  fonction  v  qui  satisfait  à  l'équation  [a)  satisfaisant  aussi  à 
l'équation  (b),  on  sent  bien  que  l'on  ne  doit  pas  aborder  l'étude  plus 
compliquée  de  la  fonction  u,  sans  avoir  bien  présentes  à  l'esprit  les 
propriétés  de  la  première;  nous  allons  donc  résumer  certaines  pro- 
priétés du  potentiel,  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 

Non-seulement  le  potentiel  v  d'une  masse  quelconque  satisfait  en 
dehors  de  cette  masse  à  l'équation  de  Laplace 

(a)  Ae  =  o; 

mais  dans  l'état  d'équilibre  de  température  d'un  corps  isotrope,  cette 
température  satisfait  à  cette  équation  en  un  point  quelconque  du 
corps.  A  ce  point  de  vue  même,  la  fonction  u  de  la  théorie  de  l'élas- 
ticité semble  avoir  plus  d'analogie  avec  la  température  d'équilibre 
qu'avec  le  potentiel,  puisqu'elle  ne  se  rapporte  aussi  qu'à  l'intérieur 
d'une  surface  fermée  a  qui  limite  un  corps.   Cependant  nous  allons 
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voir  que  cette  différence  entre  le  potentiel  et  la  température  d'équi- 
libre n'a  rien  d'essentiel. 

2.  Soil  dzs  l'élément  de  volume  d'un  corps  et  do  l'élément  de  la 
surface  a  qui  le  termine;  si  v  et  w,  ainsi  que  leurs  dérivées,  sont  des 
Jonctions  continues  de  x,  y,  z,  on  a  l'équation  donnée  par  Green 

[c)  fvAwdn-  fwAffife=  jv^dcr-  llvilh  [*]' 

iln  étant  l'élément  de  normale  à  la  surface  comptée  vers  l'extérieur 
t\u  corps,  et  les  intégrales  se  rapportant  à  son  volume  entier  ou  à  toute 
sa  surface. 

Si  l'on  prend  pour  w  la  fonction  discontinue  ->  /•  étant  la  distance 

d'un  point  variable  {a,  b,  c)  de  l'intérieur  du  corps  à  un  point  (x,y,  z) 
fixe  qui  y  est  aussi  situé^  on  pourra  appliquer  cette  équation  au  vo- 
lume renfermé  entre  a  et  une  sphère  infiniment  petite  dont  le  centre  est 
au  point  [x,y,  z),  et  on  en  conclut  l'équation 


,/' 


[d)  fUvda  =  -fV-^dv+f±£dr~/i1tV. 

I  )e  cette  équation  Green  conclut  que,  si  une  fonction  v  satisfait  à  l'équa- 
tion [a),  en  variant  d'une  manière  continue  en  dedans  et  en  dehors 
de  la  surface  ç,  qu'elle  prenne  à  cette  surface  la  même  valeur  a  l'in- 
térieur et  à  l'extérieur,  et  enfin  qu'elle  s'annule  à  l'infini,  cette  fonc- 
tion peut  être  considérée  comme  le  potentiel  d'une  couche  infiniment 
mince  de  matière  distribuée  sur  la  surface  a. 
En  effet,  l'équation  (d)  donnera 


d-' 


o  —  I  v  tt  da  —  /  -  -7-7  du  —  4  n  »'» 

/       dn  J     r  dn 

dit'  étant  l'élément  de  normale  comptée  vers  l'intérieur  du  corps. 

j  Celle  formule  est  démontrée  par  Green  dans  son  Mémoire  sur  l'électricité  [Joitr/iat 
<  relie,  1    XLIV,  p.  36o)  et  dans  la  Théorie  de  lu  Chaleur  do  M.  Lamé,  §  .">K. 
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Considérons  ensuite  le  volume  renfermé  entre  la  surface  z  et  une 

autre  surface  g'  qui  renferme  la  première;  -  ne  devenant  pas  infini 
dans  cet  intervalle,  il  faudra  appliquer  l'équation  (c)  au  lieu  de  (d) 
en  y  taisant  w  =  ->  et  nous  aurons,  si  nous  supposons  que  la  surface  c' 
aille  a  l'infini, 


d! 


"       fV^dct-jlrTn(I^ 


en  remarquant  cpie  les  intégrales  relatives  à  la  surface  infinie  s'an- 
nulent. Ajoutons  ces  ileux  équations,  en  observant  que  l'on  a 


dl      dl 

f                r 

du'           du 

et  nous  obtenons 

[e) 

f.«r      ]       r  \   ,1 

o, 


ch; 


donc  v  peut  être  considéré  à  l'intérieur  de  a  comme  le  potentiel  d'une 
couche  distribuée  sur  cette  surface  dont  la  densité  est 


I     /  di'  dv  \ 

"  \-K\dn         du'  j 


On  démontre  ce  théorème  de  la  même  manière  à  l'extérieur  de  a. 

Cette  formule  de  la  densité  d'une  couche  a  été  reconnue  par  Poisson 
et  démontrée  pour  la  première  fois  par  Laplace.  Voir  les  Mémoires 
de  l' Académie  des  Sciences,  1S1  i,  p.  rj  et  3i.) 

5.   11  faut  ensuite  noter  ce  théorème  : 

i°  //  existe  toujours  à  l'intérieur  de  la  surface  s  une  jonction  vjirde 
et  continue  de  x,  j,  z  en  même  temps  que  ses  dérivées,  qui  satisfait  à 

V  équation 

Ac  =  o, 

et  qui  a  une  valeur  donnée  à  la  surface  <7,  et  il  riy  en  a  qu'une  seule. 
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2°  //  c.iistc  aussi  une  jonction,  et  une  seule,  qui  satisfait  en  dehon 
de  a  à  ces  conditions ,  auxquelles  on  ajoute  i/ue  v  est  nul  a  l'infini. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  ces  deux  fonctions  existent 
elles  peuvent  être  assimilées  au  potentiel  d'une  même  couche,  et  ce 
théorème  revient  à  celui-ci  : 

On  peut  toujours  assignée  une  couche  distribuée  sur  la  surface  (7,  et 
une  seule,  dont  le  potentiel  ait  une  valeur  donnée  en  chaque  point  de 
cette  surface,  pourvu  que  cette  valeur  donnée  varie  (lune  manière 
continue. 

Gauss  est,  je  crois,  le  seul  qui  ait  donné  de  cette  proposition  une 
démonstration  rigoureuse  dans  son  Mémoire  sur  le  potentiel  [*];  mais 
pur  la  considération  de  l'équilibre  de  température,  ce  théorème  dans 
son  premier  énoncé  devient  presque  évident  ;  car  il  revient  à  ces  deux 
autres  : 

1"  Si  un  corps  homogène  est  eu  équilibre  de  température  et  que  tous 
les  points  de  sa  surface  soient  entretenus  à  des  températures  données 
et  fixes ,  la  température  en  un  point  quelconque  de  ce  corps  est  déter- 
minée; 

2"  Concevons  un  corps  homogène  compris  entre  la  surface  g  qui  est 
intérieure  et  la  surface  S  qui  le  limite  extérieurement .  On  entretient 
la  surface  g  à  des  températures  données  et  fixes  et  la  surface  S  à  zéro. 
La  température  dans  ce  corps  sera  complètement  déterminée,  quelque 
éloignée  que  soit  S  et  par  suite  encore  si  elle  va  à  Vinfini. 

î.  Imaginons  des  masses  renfermées  dans  l'intérieur  d'une  surface 
fermée  g;  le  potentiel  de  ces  masses  en  dehors  de  a  peut  être  assimilé 
à  celui  d'une  couche  de  matière  distribuée  sur  g. 

En  effet,  ce  potentiel  satisfait  en  dehors  de  a  à  l'équation 

il  y   varie  d'une  manière  continue  avec  ses  dérivées,  et  il  s'annule  à 

J  Voir  le  cinquième  volume  tlesOEuvres  de  Gauss,  p.  ?3:i--i3r] ,  ou  l;i  traduction  dans 
ce  Journal,  t.  VII,  irc  série.  Green  a  aussi  donné  de  ce  théorème  une  démonstration, 
en  s'appuyant  sur  une  considération  tirée  de  la  théorie  de  l'électricité,  qui  n'est  pas 
préférable  .1  celle  de  l'équilibre  de  température.  {Journal  de  ('telle,  1.  XI.IV,  p.  367. 
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l'infini.  Or,  tant  que  l'on  n'a  à  considérer  que  le*  valeurs  de  v  a  l'ex- 
térieur de  a,  on  peut  imaginer,  d'après  le  théorème  dit  n°  •">,  que  v 
satisfait  à   l'intérieur  de  a  à  la  même  équation,  a    la   même  valeur  à 
celte  surface  et  varie  d'une  manière  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
Du  n"  2,  on  conclut  donc  le  théorème  cité. 

En  supposant  des  masses  à  l'extérieur  de  la  surface  ff,  on  démontrera 
de  nièine  que  le  potentiel  de  ces  masses  en  dedans  de  a  peut  être  assi- 
milé à  celui  d'une  couche  de  matière  distribuée  sur  a. 

o.  Si  i'  représente  la  température  d'équilibre  d'un  corps,  v  n'est 
plus  défini  qu'à  l'intérieur  de  la  surface  a  qui  limite  ce  corps;  mais, 
comme  on  peut  alors  définir  arbitrairement  la  fonction  v  en  dehors 
de  cet  intervalle,  nous  pouvons  supposer  qu'en  dehors  de  a  elle  satis- 
fasse à  Ai>=  o,  qu'elle  soit  nulle  à  l'infini  et  qu'elle  ait  la  même  va- 
leur sur  la  surface  a  à  l'extérieur  qu'à  l'intérieur;  nous  déterminons 
ainsi  v  à  l'extérieur  de  <j,  et  il  est  permis  encore  d'appliquer  la  for- 
mule (e)  du  n°  2. 

Mais  nous  pouvons  nous  représenter  v  physiquement  à  l'extérieur 
comme  à  l'intérieur  de  a.  Imaginons,  en  effet,  que  le  corps  homogène 
renfermé  sous  a  soit  prolongé  en  tous  sens  jusqu'à  l'infini,  et  conce- 
vons que  le  corps  T  renfermé  sous  a  soit  séparé  du  corps  extérieur  T' 
par  une  couche  infiniment  mince  qui  est  le  siège  d'une  source  de 
chaleur;  l'intensité  de  cette  source  est  fixe,  mais  varie  d'un  point  à  un 
autre  de  la  surface,  et,  par  conséquent,  la  température  est  la  même  à  la 
limite  de  l'espace  T  et  à  la  limite  de  l'espace  indéfini  T' ;  supposons 
de  plus  que  la  température  soit  maintenue  à  zéro  à  l'infini.  La 
température  d'un  point  quelconque  de  l'espace  T  ou  de  l'espace  T' 
sera  donnée  par  la  formule  (e).   Examinons  donc  ce  que  représente 

dv  dv 

Soit  ni  un  élément  de  la  surface  a.  En  cet  élément,  établissons  la 
continuité  de  la  matière  entre  T  et  T',  et  désignons  par  q  le  coefficient 
de  conductibilité;  alors  les  flux  de  chaleur  normaux  à  cet  élément 
seront  les  mêmes  dans  T  et  T'.  Ecrivons  doue 

dv  T_  dv 

'/,7^  =  lJ'       -'/^-Li; 
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ces  (lux  proviennent  de  la  source  de  chaleur  entretenue  à  la  surface  ff, 
diminuée  de  la  portion  infiniment  petite  qui  recouvre  l'élément  m. 
Or,  de  plus,  la  partie  de  la  source  de  chaleur  située  en  m  envoie  deux 
flux  normaux  de  même  intensité  am,  mais  de  sens  contraire  :  l'un 
à  l'intérieur  de  ff,  l'autre  à  l'extérieur.  On  a  donc 


do  do 


et  d  en  résulte 


dv  clv  2  (i 

dn  '  (In  y 


d'où  Ion  voit  la  signification  de  la  quantité  du  premier  membre. 

(>.  Beaucoup  de  théorèmes  sur  le  potentiel  deviennent  intuitifs  en 
leur  suhstitiiant  ceux  qui  y  correspondent  dans  l'équilibre  de  tempé- 
rature. 

Ainsi,  par  exemple,  concevons  des  masses  situées  à  l'extérieur  d'une 
surface  7;  si  leur  potentiel  est  constant  sur  la  surface,  il  aura  la  même 
valeur  constante  en  un  point  intérieur  quelconque. 

Ce  théorème  revient  à  celui-ci  : 

Si  la  surface  d'un  corps  est  entretenue  à  une  même  température  et 
qu'il  y  ait  équilibre  de  chaleur,  la  température  est  la  même  en  un 
point  intérieur  quelconque. 

Lorsque  des  masses  sont  situées  dans  l'intérieur  d'une  surface  fer- 
mée 7  ou  répandues  sur  cette  surface,  si  le  potentiel  a  une  valeur 
constante  A  en  chaque  point  de  la  surface,  il  a  en  tout  point  extérieur 
une  valeur  comprise  entre  A  et  zéro.  Elle  est  donc  constamment  nulle, 
si  A  est  nul. 

Cette  proposition  est  renfermée  dans  celle-ci  : 

Concevons  un  corps  homogène  entre  la  surface  <7  qui  est  intérieure 
et  la  surface  S  qui  le  limite  extérieurement;  on  entretient  la  surface  7 
à  la  température  A  fixe,  et  la  même  en  chaque  point,  et  la  surface  S 
à  la  température  zéro.  Alors  tons  les  points  intérieurs  seront  à  une 
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température  comprise  entre  A  et  zéro.  Ce  qui  subsiste  encore  quand  la 
surlace  S  s'éloigne  à  l'infini. 

Revenons  à  l'équation  AAu  =  o. 

Thc-ovinnc  sur  /'expression  AA/t. 

7.   Désignons   par  (te  l'élément  de  volume  d'un  corps  et  par  do 
l'élément  de  sa  surface;  d'après  l'équation  (c)  du  n"  2,  nous  avons 

(i)  /  vAudrû  —  !  uAvdzô  =  I  v  —  do  —  lu  —-do, 

u  et  v  étant  deux  fonctions  qui  varient  d'une  manière  continue  dans 
l'intérieur  de  o,  ainsi  que  leurs  dérivées,  et  dn  l'élément  de  la  nor- 
male comptée  vers  l'extérieur. 

Dans  cette  équation,  changeons  v  en  Au\  nous  aurons 

C  ,  i  C  ,  i  C.    ,  du  ■ ,  C    dAu'   , 

\ An  Au (te  =  I  uA  Au  (te  +  j  Au  —  do  —  j  n  — —  do. 

Le  premier  membre  de  cette  formule  reste  invariable  par  la  permu- 
tation des  fonctions  u  et  u'  ;  il  en  doit  donc  être  de  même  du  second, 
et  on  a 

j  u  A  Au' (te  -+-  j  Au'  -£-  do  —  lu  '—^-  do 

=  l  u'A  Au  (te  -+-  l  Au  —  do  —  j  u'  —j—  do 

l  u  A  Au!  (te  —  /  u'AAudzs 

CI     d\u'  ,d\ii\    .  PI  .      du'         .     ,  du\    . 

=j{u~dir-u  -dV.)da  +J  (*"*;-  Au  Tnjds' 


ou 


C») 


formule  qui  joue  le  même  rôle  dans  la  théorie  de  l'équation 

A  Au  =  o 

que  la  formule  (i)  dans  la  théorie  de  l'équation 

Au  =  o. 
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Dans  la  formule  (i),  u  et  v  étant  assujettis  à  varier  d'une  manière 
continue,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières;  dans  la  formule  (2),  \\ 
faut  supposer  que  m,  u'  et  leurs  dérivées  premières,  deuxièmes  et  troi- 
sièmes jouissent  de  la  continuité. 

Au  lieu  de  considérer  un  volume,  concevons  une  surlace  plane  dont 
l'élément  est  dtù  et  terminée  à  un  contour  dont  l'élément  est  ds;  si  u 
el  v  sont  des  fonctions  de  deux  coordonnées  rectangles  jc,  y  d'un 
point  de  ce  plan,  nous  aurons  la  formule  entièrement  analogue  a  la 
formule  (1) 

3)  j  v&udùù  —  /  u  Avdat  =  /  v  -y-  ds  —  /  u  '-r-  ds. 

Puis,  par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  nous  a  conduit  à  la 
formule  (2),  on  arrivera  à  celle-ci  : 

l    /  u  A  A  u!  d'j>  —  /  u'  A  A  u  r/co 

'  j  Cl     dSn'  ,dAu\    ,  CU       ''"'  v     ,du\    I 

formule  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  dans  la  théorie  des  plaques 
vibrantes.  Les  fonctions  sont  assujetties  dans  les  formules  (3)  et  (4) 
aux  mêmes  conditions  de  continuité  que  dans  les  formules  (1)  et  (2). 


Applications  de  la  formule  (2). 

8.  Désignons  par  /•  la  distance  entre  le  point  (•£",),  z)  extérieur  à 
la  surface  7  qui  limite  le  corps  et  le  point  variable  (a,  b,  c)  situé  dans 
ce  corps  ou  à  sa  surface,  de  sorte  que  l'on  peut  prendre  drz  =  dadbdc, 
et  que  l'on  a 

r*=(x  -  a)*+  {jr  -  b)*+  (z-  c)\ 

faisons  dans  l'équation  (2)  u'  =  r;  nous  avons 

d'r         1  (x  —  af 

dit'  r  r' 
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et,  par  suite, 

'y 

A/'  =  -     et      Aâr=o; 


r 


l'équation  (2)  devient  en  conséquence 
(5)    fr  A  Aucte  =f(r  ~  -  Au  d£  )  de  -j 

formule  clans  laquelle  le  point  (.r,  y,  z)  est  extérieur  au  corps; 
u  dans  cette  équation  est  supposé  une  fonction  de  a,  b,  c. 

Lorsque  le  point  (x,y,  z)  est  intérieur  à  la  surface  a,  l'équation  (2) 

n'est  plus  immédiatement  applicable,  parce  que  -  devient  infini  dans 

l'intérieur  du  corps  quand  a,  b,  c  se  confondent  avec  x,y,  z.  Mais 
imaginons  une  sphère  s  infiniment  petite,  qui  ait  son  centre  au  point 
(x,y,  z),  et  nous  pourrons  appliquer  la  dernière  équation  au  volume 
compris  entre  s  et  a.  On  voit  facilement  qu'il  faut  alors  ajouter  à  la 
seconde  intégrale  du  second  membre  cette  autre 


R'smQd^dS, 


R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  en  faisant  tendre  R  vers  zéro  elle  se 
réduit  à  l'expression  —  8nu  dans  laquelle  a,  b,  c  sont  remplacés  par 

Donc  si  le  point  (x,  y,  z)  est  situé  à  l'intérieur  de  la  surface  g,  on  a 


/' 


rAAudzs 


d1 


=m 


lAu  .       dr\    ,  I    (    1   du  r        , 

— Au  —    flî  +  2   /  \  - 11—  Ida  —  onu. 

in  dn  I  ,)     \r  dn  du  I 


Au  lieu  de  faire  u'  =  r,  prenons  généralement  pour  u'  une  fonction 
de  a,  b,  c,  qui  satisfait  par  rapport  à  ces  variables  à  AA«'=  o,  qui 
varie  d'une  manière  continue  dans  l'intérieur  de  a,  ainsi  que  ses  déri- 
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vées  des  trois  premiers  ordres,  excepté  au  point  (.r,  ;  ,  z)  aux  environs 
duquel  \u'  se  réduit  sensiblement  à  -•  On  déduira  de  même  de  l'é- 
quation (2),  pour  un  point  intérieur  {x,y,  z), 

l    /  u'âAudzs 

CI    ,  </M,  rfA«'\     ,       ,      fi  .      ,du  .       du'  .     . 

équation  que  nous  aurons  occasion  d'employer. 

Du  second  potentiel 
!>.   Considérons  le  potentiel  donné  par  l'intégrale  triple 
v=fff*{a<rb'r)dadbdc 

étendue  à  un  certain  volume  n,  et  dans  laquelle  /•  désigne  la  distance 
du  point  (x,  y,  z)  au  point  variable  (a,  b,  c).  On  sait  que  l'on  a 

Ai'  =  o     ou     \v  —  —  ^nf(x,  y,  z), 

selon  que  le  point  [x,  y,  z)  est  situé  en  dehors  ou  en  dedans  du 
volume  II 

Passons  de  cette  fonction  à  la  suivante  : 

w  =  fffi~'-p(a,  b,  c)dadbdc\ 
nous  aurons 

w       S  =/J>ta'  b>  C)[L-  -  '*^\  ''•""'•"' 

et,  par  suite, 
A  Ad'  =  2t>, 
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ainsi  que  l'a  remarqué  M.  Lamé  dans  sa  Théorie  de  l'Elasticité, 
fi'  Leçon. 

Il  faut  observer  que  l'équation  (a),  et  par  suite  l'équation  (b),  a  lien 
quand  le  point  (x,  r,  z)  est  intérieur  aussi  bien  que  lorsqu'il  est  ex- 
térieur au  volume  II,  parce  que  l'infini  qui  se  trouve  dans  l'intégrale 

«le  l'équation  [a)  est  d'un  ordre  moindre  que  —  >  etsi  l'on  applique  cette 

intégrale  au  volume  d'une  sphère  infiniment  petite  entourant  ce  point, 
on  obtient  un  résultat  nul. 

L'équation  (b)  étant  prouvée,  on  a,  en  prenant  le  A  des  deux 
membres, 

AAiv  =  o,  si  le  point  (x,  y,  z)  est  extérieur  au  volume  II , 
AAïv  =  —  8n<p[x,y,  z),  si  ce  point  lui  est  intérieur. 

Nous  appellerons  w  le  second  potentiel  de  la  masse  renfermée 
dans  II,  et  quand  nous  voudrons  distinguer  v  de  tv,  nous  lui  donnerons 
le  nom  de  premier  potentiel.  Les  dérivées  de  w  par  rapport  à  x,  r,  z 
sont  les  composantes  suivant  les  trois  axes  de  coordonnées  d'une  at- 
traction d'après  laquelle  deux  molécules  s'attireraient  suivant  ta  droite 
qui  les  joint,  mais  indépendamment  de  leur  distance. 

10.  Imaginons  une  couche  de  matière  infiniment  mince  répandue 
sur  la  surface  a;  en  désignant  par  p  la  densité  de  cette  couche,  on  aura 
pour  son  second  potentiel 

w  =  fprdtj; 

c.'  en  dedans  et  en  dehors  de  la  surface  a  satisfera  à  l'équation  AAiv  =  o, 
et,  de  plus,  dans  ces  deux  espaces  w  variera  d'une  manière  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres.  Si  l'on  appelle  v  et  v' 
le  premier  potentiel  de  cette  couche  à  l'extérieur  et  à  l'intérieur. 
on  aura 

I     Idv  dv'\  1     ;  '/Air  rfW  -, 

1  l\Tt\dn  r/n'  I  Bît  \    dn  <ln'   j 

Remarquons  aussi  que,  lorsque  le  point  [x,  y,  z)  traverse  la  couche, 
la  fonction  w  et  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  varient  d'une 
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manière  continue;  mais  les  dérivées  du  troisième  ordre  sont  en  général 
discontinues. 

Ici  il  nous  serait  facile  de  démontrer  ce  théorème  :  //  existe  tou- 
jours une  touche  de  matière,  et  une  seule,  distribuée  sur  la  surface  7 
et  dont  le  second  potentiel  a  une  valeui  donnée  en  chaque  point  de 
cette  surface. 

Mais  pour  le  prouver,  il  suffit  de  suivre  littéralement  la  démons- 
tration citée  an  n°  5  du  même  théorème  donné  par  Gauss  pour  le  pre- 
mier potentiel,  qui  compose  la  partie  la  plus  remarquable  de  son 
Mémoire.  Faisons  toutefois  observer  que  la  considération  du  minimum 
employée  par  Gauss  doit  être  remplacée  par  celle  d'un  maximum. 


Sur  une  solution  de  l'équation  AAm  =  o. 

1  i .   Je  dis  qu'on  peuLtoujours  trouver  une  fonction  u  qui  satisfait  à 
l'équation 

(1)  AA«  =  o 

à  l'intérieur  de  la  surface  a,  qui  y  varie  d'une  manière  continue  avec 
ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  et  dont  la  valeur  et  celle  de 
son  A  sont  données  à  la  surface. 
A  cet  effet  posons 

(  2  )  U  =  W  -+-  V , 


v=  I  —  do,     w  =  i  prdv, 


p  et  p'  étant  des  fonctions  des  coordonnées  de  chaque  point  (a,  b,  c) 
de  la  surface  a  et  r-  égal  à 

[x  -  a)-  +  [y  -  b'f  +  (z  -  cf); 

v  et  w  sont  par  conséquent  les  premier  et  second  potentiels  de  deux 
couches  de  matière  qui  recouvrent  cette  surface. 

D'abord,  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (1)  et  aux  conditions  de 
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continuité.  Il  faut  ensuite  que,  sur  la  sut  lace,  u  soit  égal  à  la  fonction  l 


et  Au  ou  An'  soit  égal  à  <p. 


D'après  cela,  /  =  Aîv  satisfera,  d'après  (i),  à  l'équation 

M  —  o, 

et  sera  une  fonction  donnée  à  la  surface;  elle  esl  donc  complètement 
déterminée  (n°  3),  et,  de  plus,  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

t=2   Cl  do; 

* 

et  si  l'on  prend 

w  =   /  prda, 

Aiv  sera  égal  à  <p  à  la  surface,  et  on  aura  bien  d'après  le  nu  î> 

A  iv  =  t. 

Connaissant  w,  on  aura  la  valeur  de  v  à  la  surface  en  retranchant 
celle  de  w  de  celle  qui  a  été  donnée  pour  u;  par  suite,  v  sera  complè- 
tement déterminé. 

Ainsi,  le  théorème  est  démontré,  et,  de  plus,  on  voit  comment  on 
peut  mettre  la  solution  sous  la  forme  (2). 

Des  conditions  aux  limites  qui  déterminent  parfaitement  la  solution 

de  Véquation  AAu  =  o. 

12.   Considérons  une  fonction  u  de  x,  y,  z  satisfaisant  à  l'équation 

AAk  =  o 

dans  l'intérieur  de  la  surface  a,  et  supposons  que  u  et  ses  dérivées  des 
trois  premiers  ordres  y  varient  d'une  manière  continue  ;  u'  étant  sup- 
posé une  fonction  semblable  à  u,  on  a,  d'après  la  deuxième  équation 
du  n°  7, 

I  uAAu'dzô  =    j  Au Au'da  —    /  Au'  —  f/cr-f-   /  >i-  ."   de 
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Faisons  ri  =  ri-,  et  nous  aurons 

o  =    j  [Au)2drs  -  j  Au'-da  +  j  u~ch; 

mais,  comme  u  n'est  défini  qu'à  l'intérieur  de  c,  il  convient  de  mener 
la  normale  vers  l'intérieur  et  de  la  compter  dans  cette  direction;  rem- 
plaçant dn  par  —  dn' ,  on  a 


o=   f{Au)2diz-i-  fàu^da-     fu^-dc 


Alors  supposons  que,  sur  la  surface  cr,  m  satisfasse  à   l'un  des  deux 
systèmes  de  condition  : 

1"  u  =  o,      Au  =  o; 

du 
2°  U  =  O,        — ;    ==  O, 

l'équation  précédente  se  réduira  à 

[Au)-  (Itô  =  o; 


/( 


on  en  conclut  que  Au  est  nul  en  tous  les  points  de  l'intérieur  de  <r,  el, 
par  suite,  u  est  lui-même  nul  dans  toute  cette  étendue.  Car  on  sait  que, 
lorsqu'une  fonction  u  satisfait,  à  Au  =  o  dans  l'intérieur  de  g  et  s'an- 
nule à  cette  surface,  elle  est  nulle  en  tous  les  points  intérieurs  (n°G). 

De  là  on  conclut  immédiatement  : 

Tl  ne  peut  exister  qu'une  fonction  qui  satisfasse  à  l'équation 

AAu  —  o 

dans  l'intérieur  de  la  surface  a,  qui  y  varie  d'une  manière  continue 
avec  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  et  pour  laquelle 


■v,     Au     ou     u, 


du 

dn' 


aienl  une  valeur  donnée  à  la  surlace. 
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Soient  en  effet  u  cl  u'  des  fonctions  qui  satisfont  tontes  deux  à  l'une 
des  h\  pothèses,  el  posons 

//      u'      5 . 

5  satisfera  en  tous  les  points  du  volume  ar  à  l'équation 

AAS  ~  o, 
et  on  aura  à  la  surface 

&  =  O,        A&  =   O  OU  6    —  O,  — ;  =   f), 

an 

et,  par  conséquent,   6  sera  nul  en  tous  les  points  intérieurs;  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Or,  nous  avons  vu  que  l'on  peut  toujours  trouver  une  fonction  de 
la  forme 


I  prit-  +   I  —  (h, 


dont  la  valeur  ainsi  que  celle  de  son  A  sont  données  à  la  surface  <r. 
On  en  conclut  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i°  //  eaisle  une  Jonction,  et  une  seule,  qui  satisfait  à  l  équation 

AAm  =  o 

dans  l'intérieur  de  la  surface  a,  qui  y  varie  d'une  manière  continue 
avec  ses  dérivées  îles  trois  premiers  ordres,  et  dont  la  valeur  et  celle  de 
son  A  sont  données  à  la  surface. 

2°  Toute  fonction  ' u  qui  satisfait ,  à  l'intérieur  de  a,  à  V équation 
AA^^=  o,  et  qui  est  assujettie  aux  conditions  précédentes  de  conti- 
nuité, est  la  somme  du  premier  potentiel  d'une,  couche  qui  recouvre  la 
surface  c ,  et  du  second  potentiel  d'une  autre  couche  recouvrant  la 
même  surface. 

Ce  second  théorème  donne  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation 
aux  différences  partielles,  intégrale  dans  laquelle  les  densités  des 
couches  sont  deux  fonctions  continues  quelconques  des  coordonnées 
de  la  surface  a. 

Tome  XIV  (?r  série).  —  Novembre  186g  30 
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15.    11  y  a   un   théorème  semblable  au  premier  dans  lequel  on  se 

donne  à  la  surface  u  et  ^,  au  lieu  de  u  et  Au,  et  que  nous  allons  dé- 

(iii 

montrer. 

Pour  éviter  toute  confusion,  continuai)!  à  poser 

(Vu  d'u  '/-a 

quelle  que  soit  la  fonction  u,  posons  de  (dus 

diu  d'u  d'à 

(l.r-  dy"  ilz  ■ 

et  l'on  voit  bien,  par  conséquent ,  ce  que  représentera  l'expression 
A'A'm;  puis  établissons  le  lemme  suivant. 

Lenime.  —  On  peut  toujours  trouver  une  fonction  U  de  x,y,  z  el 
de  x',  )',  z'  :  i°  qui  reste  invariable  quand  on  permute  x,  y,  z  respec- 
tivement avec  x',y',  z'  ;  2°  qui,  considérée  comme  fonction  de  x',  )',:'. 
varie  d'une  manière  continue  dans  l'intérieur  de  la  surface  a,  ainsi  que 
ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  excepté  au  point  (x,  y,  z),  aux 

environs  duquel  son  A'  se  réduit  sensiblement  à  —,  r  étant  la  distance 

entre  les  points  (x,  y,  z)  et  (x',  y',  z');  3°  qui  satisfait  aux  deux 
équations 

AAU  =  o,      A'A'U  =  o, 

quand  [x,  y,  z)  et  [x\  y',  z')  sont  deux  points  intérieurs  à  la  surface  a'; 
4°  qui  se  réduit  à  zéro  quand  le  point  (.r',  y',  z')  vient  sur  la  surface. 

Prenons  un  point  quelconque  P  (x,y,  z)  dans  l'espace  limité  par 
la  surface  a\  selon  ce  qui  a  été  dit  au  n°  10,  on  peut  toujours  couvrir 
cette  surface  d'une  couche  de  matière,  de  telle  sorte  que  le  second 
potentiel  de  cette  couche,  par  rapport  à  un  point  quelconque  M  de 
la  surface,  soit  égal  à  R  (P,  M),  en  désignant  par  R  (P,  M)  la  distance 
entre  les  points  P  et  M. 

Comme  cette  couche  dépend  de  la  position  du  point  P,  représentons 
par  p  (  P)  sa  densité;  le  second  potentiel  de  cette  couche,  par  rapport 
à  un   second   point  intérieur  P',   étant  désigné   par   F(P,   P') ,   nous 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  \g5 

aurons 

(r)  T(P,P')=   fp{P)R{da,V)dc, 

d'après  la  définition  même  du  second  potentiel;  et,   ».   ».  z'  étanl  les 
coordonnées  du  point  P',  on  aura,  d'après  un  théorème  connu  (n"ï>), 

(2)  A'AT(P,P')=p, 

et,  d'après  la  condition  admise  à  la  surface  7,  on  a 

fp(P)R(<fe,  M)<fo  =  R(P,M), 

M  étant  un  point  quelconque  de  cette  surface. 

Considérons  ensuite  une  seconde  couche  qui  soit,  par  rapport  à  I'-, 
ce  qu'est  la  première  par  rapport  au  point  P.  Suivant  les  notations 
précédentes,  p  (P')  sera  la  densité  de  cette  couche  dont  le  second  po- 
tentiel, par  rapport  au  point  G,  sera 


f?(P')R((fc',G)d<j', 


da'  étant  un  élément  quelconque  de  la  surface  a  ;  et  la  condition  a  la 
surface  donne 

Cp{V')R{d<r',  do)  do'  =  R  (P',  de). 

Portons  cette  valeur  de  R(P',  de),  dans  l'équation  (i),  et  nous  aurons 
T  (P,  P')  =   f  fp(P)  p  (  P')  R  {de,  de)  do  uV, 

d'où  l'on  conclut 

r(P,F)  =  r(F,p); 

ainsi,  cette  fonction  de  x,  y,  z  et  de  x',  y',  z'  reste  invariable  quand 
on  transpose  x,  y,  z  respectivement  avec  x',  y',  z';  et  comme  elle  sa- 
tisfait à  l'équation  (2),  elle  satisfait  aussi  à 


AAT(P,  P')  =  o; 


"m... 
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de  plus,  d'après  l'équation  (3),  elle  se  réduit  à  R  (P,  M),  si  le  point  1' 
vient  à  la  surface. 

Alors  considérons  la  fonction  de  .* ,  j \  z  et  de,*'.  ?  ,  z', 

U  =  R(P,  P')  -r(P,  F), 

elle  satisfait  aux  deux  équations  AAU  =  o,  A'A'U=  o;  elle  se  réduit 
à  zéro  quand  le  point  P' vient  a  la  surface,  et  elle  remplit  toutes  les  con- 
ditions du  lemme, 

I  i.   Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

II  existe  une  /onction,  et  une  seule,  qui  satinait  à  V équation 

I  AAu  =  o 

dans  l'intérieur  de  la  surface  a,  qui  y  varie  d'une  manière  continue 
avec  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  et  dont  la  valeur  est  donnée 

à  la  surface  ainsi  que  celle  de,      ,  ■ 

A  cet  effet  employons  la  fonction  U  du  lemme  précédent  ;  mais  rem- 
plaçons x,  y,  s  par  les  lettres  a,  b,  c,  que  nous  supposerons  désigner 
les  coordonnées  d'un  point  intérieur  à  la  surface,  et  posons 

cfu        tl2u        d'u 
dd1  dû''  de' 

La  fonction  U  satisfait  à  l'équation 

A'A'U^o 

dans  l'intérieur  de  a\  considérée  comme  fonction  de  a,  b,  c,  elle  est 
continue  avec  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  excepté  au  point 

[x,  r,  z),  aux  environs  duquel  AU  se  réduit  sensiblement  à  -,  en 
posant 

enfin,  U  est  nul  lorsque  le  point  [a,  b,  c)  est  à  la  surface;  donc,  en 
appliquant  l'équation  (7)  du  n°  8,  on  aura 


(s 


)    ...=:/(.^î-vd£)*+/a'.£*. 
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en  mettant  «,  b,  c  au  lieu  de  .*  ,  j-,  2  dans  la  fonction  k  sous  le  signe, 
intégral.  Quand  le  point  {■>-',  y,  z)  est  sur  la  surface,  cette  équation 
n'est  plus  applicable,  parce  que  la  sphère  infiniment  petite  que  l'on  a 
employée  au  numéro  cité  pour  obtenir  le  terme  du  premier  membre 
doit  être  remplacée  par  une  demi-sphère  intérieure  bornée  à  7  :  ce  qui 
conduil  à  remplacer  le  premier  membre  par  \-u.  On  a  donc 

(A)  tnu^ju-^ih-jA'U-ffth-i   JVu&th, 

quand  (•*,,;,  z)  est  un  point  de  la  surface. 

Au  moyeu  de  cette  équation  ,  u  étant  donné  à   la  surface  ainsi  nue 

. .  1  .    ,      du  . 

I  ^\iw  des  quantités—-,  et  A  u,  on  aura  I  autre. 
1  an 

Pour  le  prouver,  divisons  d'abord  la  surface  n  en  ww  nombre  A  de 
parties  très-petites  que  nous  désignerons  par  t,  et  écrivons  l'éqn 


<*>  *»  =  2'V'-2™£*  +  2*' 


'/A'I!  V^     A/TT     dU  ^      k,  dU 

"m- 


en  prenant  pour  toutes  les  quantités  du  second  membre  leurs  valeurs 
moyennes  sur  chaque  élément. 

U  est  fonction  de  x.  y.  z,  et  u,  dans  le  premier  membre,  est  fonc- 
tion des  mêmes  coordonnées.  Prenons  pour  le  point  ...  yy  z\  succes- 
sivement le  centre  de  chacun  des  k  éléments  de  surface,  nous  obtien- 
drons ainsi  k  équations.  Donnons  aux  k  quantités  A'«  telles  valeurs 
que  l'on  voudra,  et  nous  aurons  A"  équations  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  A' quantités —  •  Et  ces  —,  pourront  obtenir  telles  valeurs  que 
l'on  voudra;  car,   inversement,  ces  —étant  donnés,    on  pourra  tirer 

des  valeurs  convenables  pour  les  A'u. 

Imaginons  que  les  éléments  t  deviennent  infiniment  petits,  et  nous 

voyons  que,    lorsque—  sera   connu  a  la  surface,  lu  sera  détermine 

par  l'équation  (//),  et  si  l'on  suppose  que  l'on  en  déduise  sa  valeur,  on 
aura  u  par  l'équation  (g),  dont  le  second  membre  ne  renfermera 
plus  rien  d'inconnu. 
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I!  est  d'ailleurs  facile  de  prouver  que  la  fonction  u  donnée  par  cette 

formule  satisfera  à  l'équation  (/),  et  que  sa  valeur  et  celle  de  —,  sur 

li  surface  a  sont  les  fonctions  données. 

D'abord,  si  nous  prenons  le  AA  des  deux  membres  de  l'équation  (g), 
cette  opération,  dans  le  second  membre,  ne  pourra  porter  cpie  sur  les 
dérivées  de  U  qui  renferment  seules  x,j~,  z;  donc  le  AA  de  chacune 
de  ces  intégrales  sera  nul,  et  on  aura 

AAu  =  o. 
Reste  à  prouver  que  u  et  — ,  ont  les  valeurs  voulues  sur  la  surface  s. 

1  '  du 

Pour  cela  remarquons  que  nous  pouvons  former,  et  d'une  seule  ma- 
nière, une  fonction  u  satisfaisant  à  l'équation  AAu  =  o,  dont  la  valeur 
à  la  surface  soit  celle  qui  a  été  donnée  pour  u,  et  dont  la  valeur  du  A 
sur  7  soit  celle  qui  a  été  calculée  ci-dessus  pour  Au.  Et  de  même 
qu'on  a  posé  l'équation  (g),  on  peut  poser  celle-ci  : 

t  8.»=/«£?*-/A'u£*+fA'..2*. 

qui,  appliquée  à  la  surface,  donne 

Or,  si  on  compare  l'équation  ih)  à  l'équation  {h'),  on  voit  qu'elles 

>./v>.  i  i ,   .     ,       du      dv  ■      .  .  . 

ne   durèrent  que  par   les   dérivées  — , •    —  ;  par   la  comparaison   des 
1        '  dn      dre     '  ' 

A  équations  (À)  aux  A  équations  analogues  déduites  de  (h'),  on  voit 
que  l'on  a  ~r-,  =  -n   à   la    surface.   Les    seconds    membres  des  équa- 

^  il  n  an  ' 

tions    g)  et    g)  sont  donc  identiques,  ce  qu'il  fallait  démontrer 

■S'//,"  In   solution  de  l'équation  AAu  =  o  en  dehors  dune  surface 

fermée. 

15.  On  peut  toujours  trouver,  en  dehors  d'une  surface  fermée  7, 
une  fonction  de  x,  y,  z  qui  satisfait  à  l'équation  AAu  =  o  et  telle 
que  u  et  Au  aient  des  valeurs  données  sur  la  surface  a. 
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Il  suffit  de  prendre  pour  u  l'expression  trouvée  au  n°  11, 


k       ir  h-  i\     avec     ir 


/  rpda,     v  =   j  -  th. 


Car,  quoique  les  dérivées  du  premier  ordre  de  v,  et,  par  suite,  celles 
de  »  varient  d'une  manière  discontinue  quand  on  traverse  la  surface, 
Ai'  étant  nul  partout  au  dedans  et:  au  dehors  de  c,  il  s'ensuit  que  //  et 
AmoiU  les  mêmes  valeurs  à  la  limite  de  l'espace  intérieur  et  à  la  limite 
de  l'espace  extérieur. 

Supposons  que  l'on  prenne  le  point  (.r,  y,  z)  à  une  très-grande  dis- 
tance R  d'un  point  fixe  G  situé  dans  7;  soit  g  la  distance  du  point  G 
à  l'élément  (h,  et  w  l'angle  de  g  et  de  R,  on  aura 

et,  par  suite,  en  négligeant  les  termes  très-petits  multipliés  par  —, 

u  =   /  prtffe  =  R  /  pcfa  -+-    I  g  cosu>  pda. 

Or  on  a 

cosw  =  cos0cos(5' -f-  sinôsinS' cos(ij;  —  4*'), 

ty  et  <{/  étant  les  longitudes  du  point  {x,  y,  z)  et  de  l'élément  (h.  et  9, 
5'  étant  les  compléments  de  leurs  latitudes  par  rapport  au  point  G 
pris  pour  centre;  donc  le  second  terme  de  cette  expression  de  u  est 
de  la  forme 

A  cos#  +  Bcosô  cos|  +  Csin5  siii'-J/. 

Réciproquement,  si  une  fonction  satisfait  partout,  a  l'extérieur  île  7, 
à  l'équation  AAm  =  o,  qu'elle  soit  continue  avec  ses  dérivées  des  trois 
premiers  ordres,  et  que,  de  plus,  quand  R  est  très-grand,  elle  se  ré- 
duise à  la  forme 

MR  -4-  Acosô  -+-  Bsinô  cosi|<  -+-  CsinS  sinij/, 

M,  A,  B,  G  étant  des  constantes  et  R,  Q,  ijj  des  coordonnées  polaires 
prises   par   rapport  à  un   point    intérieur;  cette  fonction  est  alors  la 
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somme  du  premier  el  du  second  potentiel  de  deux  couches  qui  recou- 

\  1 1  ut  la  surface  a . 

Il  nous  serait  très-aisé  de  démontrer  ce  théorème  au  moyen  des  for- 
mules ("))  et  (G)  du  n°  8  ;  mais,  comme  il  est  beaucoup  moins  utile 
que  le  théorème  analogue  relatif  à  l'intérieur  de  a,  nous  nous  bor- 
nons à  l'énoncer.  Remarquons  aussi  que  toutes  ces  conséquences 
peuvent  s'étendre  à  l'espace  situé  en  dehors  de  plusieurs  surfaces  fer- 
mées que  l'on  recouvrirait  chacune  de  deux  couches. 


Sur  V équation  Av  =  o  réduite  à  deu.x  variables. 

Ri.   11   convient   d'étudier  à   part   le   cas   particulier   où   les   dvu\ 

équations 

Av  —  o,     AAu  =  o 

ne  contiennent  que  les  deux  coordonnées  rectangulaires  x  et  y. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  première  qui  se  réduit  à 

d !  v        /l-{> 
I  —  +  —  =    O. 

<l.(  (h  ■ 

D'après  l'équation  (3)  du  n°  7,  nous  aurons 

|  vAv'd'»  —  /  v' Avd'x)  =  /  v-y-ds  —   I  v'  —  ds, 

d',>  étant  l'élément  d'une  surface  plane  w  et  ds  l'élément  de  son  con- 
tour, et  v  et  v'  sont  deux  fonctions  de  x  et  y  qui  sont  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées. 
Posons 

r2  —  [x  -a)2  -h  [y  —  h)'2,     v'  =  logr, 

de  manière  que  r  représente  la  distance  du  point  {x,})  au  point  va- 
riable [a,  h).  Nous  aurons,  en  comptant  la  normale  vers  l'intérieur, 

(  2  J  log  r  Av  rfw  =  j  e^J-  ds  -  y logr^-,  afe, 
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si  le  point  (.r,  jr)  est  situé  à  l'extérieur  du  cylindre  parallèle  à  l'axe 
des  z  et  dont  la  section  droite  est  w. 

Supposons  le  point  (x,  y)  à  l'intérieur  de  ce  cylindre,  la  formule 
ne  peut  être  appliquée,  parce  que  logr  devient  infini  dans  l'intérieur 
de  la  courbe  s.  Imaginons  un  cylindre  circulaire  de  rayon  très-petit 
parallèle  à  l'axe  des  z  et  dont  l'axe  passe  par  le  point  (.r,  y);  nous 
aurons,  en  appliquant  la  formule  à  l'espace  compris  entre  les  (\cu\ 
cylindres, 


/ 


lozrAvdw  =  /  v'  '"f-  ds  ■+■  l       i>'   °^' a.dO 


-fio8rèds  -j      ^%a'~vdcj. 


«  étant  le  rayon  du  cylindre;  quand  a  tend  vers  zéro,  la  quatrième 
intégrale  tend  vers  zéro  et  la  seconde  vers  277e. 
Donc  si  le  point  (x,  jr)  est  intérieur,  on  a 


(3)  flogr  Avdu  =  fv  ^g^  ds  -  j*]ogr  ^  ds 


2  7ZV. 


17.  Supposons  ensuite  que  v  représente  le  potentiel  d'une  masse 
cylindrique  dont  la  densité  p  ne  varie  pas  avec  2;  v  en  dehors  de 
cette  masse  satisfera  à  l'équation  (1)  et  dans  cette  masse  à  l'équation 

d'i>         tl-r 

Concevons  que  ces  masses  soient  situées  à  l'intérieur  du  cylindre,  et 
voyons  ce  que  deviennent  les  équations  (2)  et  (3).  Or  on  a 

flogrAvdrj)  =  —f\o°r^7:pd'j)  =  —  [\nf\a%rç>d'i>. 

L'attraction,  suivant  la  loi  de  la  nature,  d'une  droite  homogène  dont 
la  densité  est  1  a  pour  valeur  -  à  la  distance  r,  et  on  en  conclut  faci- 
lement que  le  potentiel  des  masses  est  v  =-  —  2/log7'p  r/a>.  On  a  donc 

flogrAvdw  =  211V. 


Tome  XIV  (5e  série).  —  Novembre  1S69. 
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Doue,  si  le  cylindre  renferme  les  masses  cylindriques  attirantes,  on  a, 
en  appliquant  l'équation  (2), 

.  /  ',  dv     1  C    il  loe  /•     , 

1)  2t:p=     -  jlogr-^ds  +  jv-  -±    ds 

si  le  point  (.»-.  »  j  est  extérieur  au  cylindre,  et  en  appliquant  l'équa- 
tion    i 

/  ',  dv     ,  i'    'I  logr     , 

0  =  -Jl0*r  M*  +]"-<$■   A 

si  le  point  est  intérieur  au  cylindre. 

Au  lieu  d'un  cylindre,  imaginons  une  courbe  s  qui  renferme  des 
masses  attirantes  dont  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de 

masse  soit  égale  à  -;  en   désignant   par  v  le  potentiel.de  ces   masses 

planes,  on  aura  l'équation  (4)  si  le  point  (x,  y)  est  extérieur  à   la 
courbe,  et  l'équation  (5)  si  le  point  est  intérieur. 

18.   Démontrons  maintenant  ce  théorème  : 

Si  une  fonction  v  est  assujettie  à  satisfaire  à  l'équation 

d-v         dU> 

,l,r    +dj>  =  0 

dans  r intérieur  de  la  courbe  s  et  à  être  contenue,  ainsi  que  ses  deux 
dérivées,  elle  peut  être  regardée  comme  le  potentiel  d'une  couche  située 

sur  ta  courbe  s,  dont  l'attraction  est  représentée  par-- 

D'après  les  considérations  du  n°  3,  on  peut  démontrer  (pie  l'on 
peut  sur  un  cylindre  indéfini  distribuer  de  la  matière  d'une  manière 
uniforme  sur  chaque  génératrice,  de  telle  sorte  que  le  potentiel  ait 
une  valeur  donnée  sur  chaque  génératrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
on  peut  distribuer  sur  une  courbe  plane  de  la  matière  dont  l'attraction 

soit  représentée  par-  et  dont  le  potentiel   ait   une  valeur  donnée  en 

chaque  point  de  la  courbe. 
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Ensuite  remarquons  que  le  point  [x,  y)  étanl  intérieur  à  s  el  Ac 
nul  à  l'intérieur  de  cette  courbe,  on  a  d'après  (  > 


2-4'  =    |    IOS/'  -,    ,  rtJ  |  4'        ,    .      CIS 

i  '        '      a/2'  J         tin 


Cette  quantité  c  a  une  certaine  valeur  sur  le  contour,  el  nous  pou- 
vons imaginer  une  couche  dont  l'attraction  ait  lieu  suivant  la  loi  citée 
et  dont  le  potentiel  ait  sur  la  courbe  la  même  valeur  que  v.  Soit 
donc  V  le  potentiel  extérieur  de  cette  couche,  je  dis  qu'on  a  d'après 
l'équation  (5) 

/',  il  S     ,  C    <l\o«r     , 

o  =  /  losr  -r-  (h  --   \  v     -P—  as. 

J     l    <l"         J      d,t 

En  effet,  supposons  d'abord  la  masse  située  à  l'intérieur  île  la  courbe  .s  ; 

i         dV  ,      ,   ,  ris  .,  ,    .  .  ,  , 

alors  — -  est  égal  a  -         ,  et   il  est  évident  qn  on  a  celle  équation;  de 

plus,  cette  équation  subsiste  quelque  prés  que  les  masses  soient  de  la 

courbe,  et  par  suite  elle  aura  encore  lieu  quanti  elles  formeront  uwc 

.                         .      .        dV                    il-         rfv 
conçue  sur  7;  mais  alors  —  ne  sera  plus  ecal  a —  ■ 

iln  '  iln 

Ajoutons  les  deux  équations,  et,  en  divisant  par  in,  nous  aurons 


y  =  i/logr(«£  +  S)<^ 


dv      dv 


et  les  dérivées  — j  -7-  donnent  les  composantes  de  l'attraction  dune 

il.r      il  y  r 

couche  suivant  la  loi  indiquée. 

Soit  ensuite  une  fonction  v  qui  satisfait  à  V équation  Ae  =  0  dans 
tout  le  plan  à  l'extérieur  de  ta  courbe  s  et  qui  reste  continue  en  toute 
cette  étendue,  avec  ses  deux  dérivées  ;  supposons,  en  outre,  que  si  le 
point  (.r,  j)   va  à  une  distance  très-grande,  v  se  réduise  en  négli- 

%cant  —  a  I  expression 

(6)  AlogR  +  5, 

où  A  est  constant  et  R  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe  \x{,  >  , 

5... 


Zjo/,  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

situé  clans  la  courbes;  alors  v  pourra  être  regardé  comme  le  potentiel 
d'une  couche  située  sur  la  courbe  s  dont  l'attraction  varie  en  raison 
inverse  de  la  distance. 

Considérons  d'abord  l'espace  compris  entre  la  courbe  s  el  le  cercle  S 
dont  le  centre  est  au  point  (x,,  y{)  et  le  rayon  égal  à  R  ;  si  le  point 
x,  r)  est  situé  dans  cet  espace,  on  a  d'après  l'équation  (3) 

r,         'A'    ,         /'  d\oe.r  , 
o  =  —  I  losr  —  as  -t-  /  v  — 7^-  as 

J  't"  J       il" 

et  si  l'on  substitue  l'expression  [6)  dans  les  deux  dernières  intégrales, 
on  a  quatre  ternies,  dont  deux  se  détruisent  et  dont  les  deux  autres 
s'annulent  quand  on  fait  R  =  ao  ;  donc  l'équation  se  réduit  à 


P,  dv    ,  r    d\oar    . 

mv  =      lo»r  —  as  —  I  v  — ~  ds 

I         °      du  !  du 


Nous  pouvons  imaginer  une  couche  qui  recouvre  la  courbe  s  et  dont 
le  potentiel  ait  sur  cette  courbe  la  même  valeur  que  v .  Soit  V  le  po- 
tentiel intérieur  de  cette  couche,  on  a,  d'après  l'équation  (2),  qui  est 
applicable  puisque  le  point  [x,  j)  est  extérieur, 


r.  dV     .  f    d\oer    . 


En  ajoutant  les  den\  dernières  équations,  on  à 

1      /*,  fdv         (/V 


2n 


j]0ër[Tn  +  dï)dS> 
d'où  l'on  conclut  le  théorème. 

Sur  l'équation  AAm  =  o  réduite  à  deux  coordonnées . 
li>.   Soit  encore 


on   a 


Posons 
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A  ^z- logr-  Çj  =  4  logr,      AAJrMogr-  Ç  J  =  o. 


v  —  2         logr(p(a,  b)dadb,     w  —  f  I  (r2  logr  -   ÇVr  a,  A  rf«ûtë, 

et  regardons  ces  intégrales  doubles  comme  étendues  à  une  surface  12; 
r  est  la  distance  du  point  {oc,  j)  au  point  variable  (a,  b).  Comme  au 
n"  10,  nous  désignerons  v  et  w  sous  le  nom  de  premier  et  de  second 
potentiel.  Les  dérivées  de  w  par  rapport  à  x  et  y  représentent  les 
composantes  d'une  attraction  qui  varie  avec  la  distance  proportion- 
nellement à  r  logr. 

Si  le  point  (x,  jr)  est  situé  hors  de  la  surface  attractive  il,  on  a 

A  v  =  o  ; 
s'il  s'y  trouve  renfermé,  on  a  (n°  16) 

Ac  =  -+-  /i7r*p  (.r,   )  ). 
On  a  ensuite 

AîV  =    2  (', 

et  par  suite 

AAtv  =  o     ou     A Aiv  =  87np(x, j  ), 

selon  que  le  point  [x,y)  est  en  dehors  ou  en  dedans  de  Q. 

Les  définitions  précédentes  du  premier  et  du  second  potentiel  étant 
adoptées,  il  suffit  d'appliquer  les  raisonnements  des  nos  1 1 ,  12,  15,  14 
pour  retrouver  sur  la  solution  de  l'équation  AA«  =  o  réduite  à  deux 
dimensions  des  théorèmes  semblables  à  ceux  qu'on  avait  trouvés  pour 
trois  dimensions.  On  a  donc  les  théorèmes  suivants  : 

i  °  Toute  fonction  qui  satisfait  à  l'intérieur  de  la  courbe  s  à  l'équation 

d'il  d'à  el^u 


AA«  =  o     ou 


i/.i  '  dx'dy"  il)  ■ 


et  qui  y  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres, 
est  la  somme  du  premier  potentiel  d'une  couclie  qui  recouvre  la  courbe  s 
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et  du  second  potentiel  d'une  autre  couche  mise  sur  le  même  contour. 
Ainsi  elle  est  de  la  forme 

HrMogr    --)<p(a,b)ds+  j  logrty(a,  b)ds, 

a,  h  désignant  les  coordonnées  de  l'élément  ds  du  contour  et  y  et  ^ 
deux  fonctions  continues  quelconques  de  ces  coordonnées. 

2°  //  existe  une  /onction,  et  une  seule,  qui  satisfait  dans  l  intérieur 
de  la  courbe  s  à  l'équation  AAh  =  o  et  aux  conditions  précédentes 
de  continuité,  et  pour  laquelle 

du 

II.      \lt         OU         U,     -r-, 
an 

nient  des  valeurs  données  sur  la  courbe  s. 


Sur  l'intégration  de  V équation  AAm  =  o. 

20.   Imaginons  que  l'on  sache  trouver  une  fonction  v  satisfaisant  à 
l'équation 

(  i  )  A  v  =  o 

et  dont  la  valeur  est  donnée  arbitrairement  sur  une  surface  déter- 
minée s;  v  en  général  s'obtient  sous  forme  d'une  série  dont  les  coef- 
ficients sont  d'abord  quelconques  et  se  calculent  ensuite  d'après  la 
valeur  donnée  à  la  surface.  Si  donc  nous  prenons  v  à  la  surface,  nous 
aurons  la  fonction  la  plus  générale  d'un  point  de  cette  surface. 
Cela  posé,  la  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

(2)  A4h  =  o 

dans  l'intérieur  de  la  même  surface  est  de  la  forme 

u  =  v  -t-  fp  r  dv  ; 

v  sera  une  série  de  forme  connue,  ainsi  que  p  qui  représente  la  fonc- 
tion la  plus  générale  d'un  point  de  la  surface;  par  conséquent,  u  ren- 
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fermera  deux  séries  de  coefficients,  l'une  provenant  de  v,  l'autre  pro- 
venant de  p,  et  on  aura  à  les  déterminer  par  deux  conditions  ;i  la 
surface. 

Nous  venons  de  supposer  que  les  équations  (1)  et  (2)  se  rapportent 
à    trois   coordonnées   rectangulaires;    supposons   ensuite   qu'elles    ne 
dépendent  plus  que  de  deux  coordonnées  x  et  y.  Alors  l'équation    1 
sera  remplacée  par  cette  autre 

d'v       d'v 

l3;  Z    +^  =  °' 

à  laquelle  v  devra  satisfaire  dans  l'intérieur  d'une  courbe  s.  Cette 
courbe  pourra  toujours  être  considérée  comme  appartenant  à  une 
famille  de  courbes  isothermes,  c'est-à-dire  à  une  famille  de  combes 
sur  chacune  desquelles  la  température  peut  être  la  même  dans  un 
certain  équilibre  de  température.  Et  d'après  un  théorème  de  M.  I.aniè. 
la  famille  de  courbes  orthogonale  à  la  première  sera  elle-même  iso- 
therme. Substituons  aux  coordonnées  x  et  y  les  coordonnées  ther- 
mométriques a.  et  /3;  nous  aurons 

tl-v  d-f 

an  lieu  de  l'équation  (3),  et  la  courbe  s  sera  représentée  par 

j3=  B, 

li  étant  une  constante,  et  par. conséquent  une  fonction  d'un  point  de 
la  courbe  s  ne  dépendra  que  de  a. 

La  recherche  île  la  fonction  v  n'offrira  pas  en  général  de  difficulté, 
et  la  solution  de  l'équation  (2),  qui  peut  s'écrire 

,  ,. ,  il  '  II  d'u  d'  Il 

(5)  ^  +  i;^^  +  ^z=°' 


sera 


u  =  v  H-  |  (V2log/-  --  '-)r/s, 
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p  étant  une  fonction  d'un  point  de  la  courbe  s,  et  par  suite  une  fonc- 
tion de  a,  qu'on  saura  mettre  sous  la  forme  d'une  série. 
On  a  d'ailleurs 

ds=T  avec  *=v/'(£)2+($)2' 

et  comme  h  doit  être  pris  sur  le  contour,  il  est  une  fonction  de  «  et 
de  H;  on  a  donc 


u=  v  -+-  /  fra  log/'  —  -  \  (p(x)dx. 


o(«)  n'est  pas  une  fonction  absolument  arbitraire  de  «;  mais  elle  peut 
avoir  telles  valeurs  que  l'on  veut  dans  l'étendue  où  il  suffit  de  faire 
varier  a  pour  obtenir  tous  les  points  du  contour. 

Proposons-nous  de  trouver  l'équilibre  d'élasticité  d'une  plaque 
homogène  plane  et  dont  l'épaisseur  est  partout  la  même.  Il  s'agit  de 
trouver  les  déplacements  normaux  d'un  point  quelconque  de  la, sur- 
face médiane,  connaissant  ceux  de  son  contour  et  les  inclinaisons  des 
normales  au  contour  sur  leurs  directions  primitives.  Ce  déplacement  u 

.,..,..,  . .  ,  t  \  i  du  du  .  du 

satisfait  a  I  équation  (o    et  on  se  donne  u  et  —  ou  u  et  —■>  puisque 

1  (tn  dp      '  ^         iln 

est  égal  à  h  —  et  que  h  est  une  fonction  connue.  Ces  deux  conditions 

au  contour  permettront  de  déterminer  les  deux  séries  de  coefficients 
qui  se  trouvent  dans  v  et  <p(a).  Nous  allons  appliquer  cette  méthode 
aux  cas  de  la  plaque  circulaire  et  de  la  plaque  elliptique. 


Equilibre  d  élasticité  d'une  plaque  circulaire. 

'11.  La  courbe  s  est  un  cercle  dont  on  prend  le  centre  pour  l'ori- 
gine des  coordonnées,  et  on  substitue  aux  coordonnées  x  et  y  les 
quantités  %  et  /3  ou  a  et  R  liées  aux  premières  par  les  équations 

x  =r  R  cosa  =  ae$  cosa,     y  =  R  sin«  =  ae^  sine. 
Le  premier  potentiel  d'une  couche  distribuée  sur  le  cercle  R  =  a 
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ou  |3  =  o  satisfait  à  l'équation 

—  -t =  o, 

d-j?        dp  ' 

el  il  est  donné  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  par  les  deux  formules 

v  =  M0logrt  -t-  (M,cosa  4-  N,sin«)  — K  . . 

4-  (M„cosrca  4-  N„sin.«a)  —  -+-..., 
V  =  M„logR  4-  (M,  cos?  +  N,  sina)  ^  4-.  .  . 

-1-  (M„cos«a  -f-N„sin««)  —  + 

En  faisant  dans  ces  deux  formules  R  =  a,  nous  aurons  la  forme 
de  la  fonction  (p  (a)  qui  se  trouve  dans  la  formule  (G),  et  nous  pren- 
drons 

<p(a)  =  A0  4-  A,  cosa  4-  B,sin  a  4-  A2cos  2  a  4-  B2sin2  a  4- ... , 

comme  cela  est  d'ailleurs  évident,  puisque  la  fonction   9  (a)  ne  doit 
être  assujettie  qu'à  posséder  la  période  271. 

a,  et  a  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  contour,  a,  R  celles 
d'un  point  de  l'intérieur,  on  a,  pour  la  distance  qui  les  sépare, 

/•  =  (R2  —  2rt  Rcos  (a  —  a,)  4-  a2)' , 
ou 

Prenons  les  logarithmes  en  appliquant  le  développement  de 
log(i-.r)=-.r-  ~  -..., 


et  nous  aurons 


1  1  R        /  \       •  R2  /  \       '  R3        •* 

logr  =  loga  —  —  cos(a  —  a,) ,cos:>.  (a  —  a,)  —  ^  —  cos5(a  —  «,)  — ... 


Tome  XIV  (2e  série).  —  Décembre  1869. 
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Pour  R  =  a,  u  et  —  sont   des  fonctions  données  0(a)  et    y  (a); 

an 

voyons  donc  ce  que  deviennent,  pour  R  =  a,  les  deux  formules 

u  =  o  4-  J[r'\o%r-  r-j<p{a)da, 
+  2  l  log /•  [  R  —  a  cos  (a  —  a, )]  <f  (a)  c/a . 


du  dv 

<7ïï  ~~  <7ïï 


Remplaçons  a  —  v.,  par  Q,  désignons  par  U  ce  que  devient  r2  (log/'  ■ ) 

quand  on  fait  R  =  a,  et  nous  aurons 

U  =  2(1-  (i  —  COS0)  (  logez cos 9 cos 2  5  —  ^cos3  0  —  ...  j 

=  wr    logrz  —  (  logrt  -+-  y  J  cos  Q  -+-  -r  cos  2  0  +  -j  cos  'SO  +  . . . 

H 7-z ;  cos  n  0  -h  . . .  \. 

«(«-  — i)  I 

Alors,  en  ayant  égard  aux  formules 

/2  71  r>27! 

cos2  nocda  =  n,        /       cos//  a  cos//' «(/a  =  o, 
o  «/o 

où  «  et //'  sont  des  nombres  entiers  différents,  on  trouve  pour  la  pre- 
mière condition  au  contour 

M0  logrt  +  l\v.d1\o^)ak 

-t-    M,  —  arc  a2  (logrt  -t-  -)  A,    cosa, 

-+-     N,  —  in  a-  (logrt  -t-7  j  R,     sinrt,  -+-  ... 


M»+^=TjA»)cos"a« 

N„  -+-     'lr'"    -n„)siii7ig,  -+-...  =  0 (a,). 

D'une  semblable  manière  on  obtient,  pour  la  seconde  condition  au 
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contour, 

f\ar.  (log<7  4-  '-  )  A„  •+■     —  —  2«7T  (logrt  -4-  -  j  A,     cosa, 
4-       -  —  2an(\oga  4-  -)  B,     sina, 

2  M ..  ?.rnr.     \ 

4 r-  A  2     COS  'A  a,  4-  .  .  . 

«  (>  "/ 


«M„  2  «7T 

A„    cos  n  a, 


■i  n[n: —  i; 

/  n  N„  2  a  k 


Dans  chacune  de  ces  équations  on  sait  calculer  le  coefficient  de 
cos  «a,,  ce  qui  permet  de  déterminer  M„  et  A„,  et  on  obtient  de  même 
N„  et  B„.  Les  deux  séries  de  coefficients  qui  entrent  dans  la  formule 
qui  lionne  «sont  donc  connues. 


Équilibre  tV  élasticité  d'une  plaque  elliptique. 

22.  La  courbe  s  est  une  ellipse  dont  on  prend  les  axes  de  symétrie 
pour  axes  des  x  et  des  y,  substituons  àxet  y  les  coordonnées  ther- 
mométriques a,  fi  données  par  les  formules 

c?  h-  e~t                                 et  —  e_i>     . 
,x  =  c cosa,      y  =  c sina, 

2  2 

où  c  représente  la   demi-distance  focale  et  e  la  base  des  logarithmes 
népériens. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  potentiel  d'une  couche  distri- 
buée sur  l'ellipse  du  contour,  que  nous  supposerons  avoir  pour- 
équation 

p  =  B. 

D'après  les  formules  précédentes,  x  et  y  ne  changent  pas  :  i°  quand 
on  remplace  a  par  a  +  2  7r;  2°  quand  on  !  emplace  a  et  f>  par  —  a  et  —  fi; 
il  en  résulte  que  le  potentiel  intérieur  v  doit  satisfaire  à  la  même  con- 
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dition,  et  on  en  conclut  aisément 

v  =  ka  +  A-,  cos  a  é  +  e_t  +  i,  sin  a  <lt  _  g_t  -+-... 

+  k„  cos  n  a  <M  +  ^  +  /„  sin  »  a  ^^^  ■+- . . .  ■ 

Au   teste,  on  verra  facilement  qu'on  arrivera  au  terme  général  de 
cette  formule  en  le  prenant  d'abord  égal  à 

T=  cos««(He"^  +  Ie-BP)+  sinna(Re"P+  Le-;'P), 

el  exprimant  que  I,  —  s  --  enflèrent  tres-peu  pour  deux  points  symé- 
triques par  rapport  à  la  distance  des  foyers,  et  qui  en  sont  très-rap- 
prochés. 

On  a  ensuite,  pour  le  potentiel  en  un  point  extérieur, 

ce? 

V  =  ka —b  +  (A,  cos  a  -t-  /,  sin  a)  e~^~b)  +  .  . . 

logi- 

-+-  (A„cos««  -+-  Z„sinn«)e~"n(P_6)  +  ,..., 

et  les  deux  séries  se  confondent  pour  /3  =  6. 
Venons  à  la  formule  qui  donne  «, 


"  =  «'+ J(/,2logr-    £)?(«) 


la. 


y  (a)  n'est  assujetti  qu'à  posséder  la  période  271,  et  par  conséquent  on 
prendra 

•p(a)  —  A0  -+-  A,  cos  a  -+-  B,sina  -+-  A  2  cos  2  a  4-  B2sinaa  -+-...; 

oc,,  b  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  contour,  et  «,  ]3  celles  d'un 
point  intérieur,  on  a,  pour  le  carré  de  leur  distance, 

/•2  =  -j  [(e^  +  e_p)  cos  a  —  (e6  -+-  e~b)  cos  a,  ]2 


4 


[(eP  _  e-P)sin«  -  (c*  -  <r*)sin*,J5 
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Ordonnant  par  rapport  à  e~b,  on  a 

r2  =  '—j-  j  1  —  a[(eP  -+-  e~P)  cosa  cosa,  H-  (e15  —  e~P)sin«  sin  a,]e~* 


•i-  (e2P-+-  e~2P  +  2  cosa  + 


2  cosa,    e" 


24 


—  2[(eP-f-e~P)cosacosK,-  (e^— e-P)sinasina,J  c~3'+  e-**.  j 
<  )n  peut  décomposer  le  second  facteur  en  quatre  autres,  et  on  obtient 

x  f  i  -  ePfi^<8-"»)vCïtf-*]  [  i  —  e-îV*-^'^1  e-4 1  ! , 

et  en  prenant  les  logarithmes,  on  a 

.  .        ccb         à  +  e~?  '"'  —  p~f    . 

log/'  =  log -j —  cosa  cosa,  —  j —  sina  sma,  —    ... 

■ ; —  coswa  cos/za,  — -. sin/za  smwa,  —  . .  . . 

Pour  |3  =  è,  les  quantités  /'2  et  logr  prennent  les  valeurs  suivantes  : 

r-  —  ——  [i-r-<?~2''cos2a,  +  e-''b  —  (  i -+-  e~2J)2cosa,  cosa 
—  (i  —  e-2*)2  sin  a,  sina  +  e-2*  cosa  a], 

cf,b 

logr=  log (i  +  e-2  )cosa,  cosa  —  (r  —  e-2*)  sina,  sina  —  . . . 

-  cosna,  coswa snuix,  sin  h  a  —  


Désignons   par  U  ce  que  devient  la   quantité  /M  log/ •—  -)    pour 

fi  =  b,  et  par  un  calcul  long,  mais  qui    n'offre  pas  de  difficulté,  on 

c1  e26 

trouve,  pour  le  quotient  de  U  par  - — > 

C2ell 

U  : =  L0  ~t-  M0  cosaa,  +  (E,  cosa,  +  M,  cos3a,  )  cosa 

+  (K2+  E2  eos2a,  -+-  M,  cos4a,  )  eos2a  -h  ... 

-+- 

-t-[K„cos(«— 2)a).4-L/icosn«,-f-M„coi(«-|-2)al]cos««+... 

-4-  (P,  sina,  +  Q,  sin  3a,)  sin  a 

-i-  (P2  sin  2a,  +  Q2  sin /ja,  )  sin  2a  -+-... 


-t-[N„sin(H—  2)«1  +  P„sinna,+Q„sin(rt  +  2  a,|s'iw;< 
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en  prenant  pour  les  coefficients  les  valeurs  que  nous  allons  indiquer. 
On  a  d'abord,  pour  les  premiers  coefficients  de  la  série  de  cosinus, 


ri 


J> 


L0  =  (,  +  <r«»)log^+«r«»,     M0=e^log-  + 
L,  =  -  (i  +  e^r  log~  -  \  ~  e-*b  -  \<r»-  \e 

L,  = 71 '     Mo — 


24 

A  partir  de  «  =  3,  les  coefficients  de  celte  série  sont   donnés  par 
[\ne  même  formule,  et  on  a 

K„  =  -~  '  <'-*'--, y, -e-^-'i'H ! e--M^t» 

II    II—  i)    «  —  2t  2(/î —  l)f«  —  2)  'Il    n —  I) 

j  _i_   c—\b  e~2"l>  ^— 2(n+2)6 

'"         n{n  —  i  )  ( «        -      r  «  (n  —  i  i         «  (  «  H-  i   ' 

M„=Kn+2. 

On  a  ensuite,  pour  les  premiers  coefficients  de  la  série  de  sinus, 

P,  =  -  ( ,  -  e-*>f  log  £  -  I  +  ar»  -  |  «-'  +  i  «r-*, 

i  —  2r,s+ri6       „  -  e-24  -l-  2r'(-r"J 

iJ2  =       —s—       -    y}?  — 


6  ^  -  24 

et  les  coefficients  qui  suivent  ont  pour  valeurs 

J^     _-  _    _  '  e-î*H - g-2(n— 1)4 '  c-ltn+t)i 

ll{/l  —  l){/l  —  2)  2(/J  —  I  )  (  n  —  2  ?.«(/!  —  I  ) 

j    _|_  e— <î6  r  —  .'iib  e—l[n-*--2)b 

l   /J 


«  (  n  —  i )  [n  ■+■  l )  «   «  —  1  )  n[n  —  i  ) 

Q"  =~  -V,    -•• 

Cherchons  maintenant  l'équation  aux  limites  qui  exprime  que  u  est 
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égal  à  la  fonction  0  (a,)  sur  l'ellipse  du  contour.  Pour  jS  =  /;,  la  secondi 
partie  de  u  qui  se  réduit  à 

sera  donnée  par  la  série 

rV267r 

— —  [(L0  4-  M0  cos2«,)2A0  4-  (L,  cosa,  -+-  M,  cos3*,)  A, 
4-  (K2  4-  L2  cos2«,  4-  M2  cos4«()  A,  +  . . . 


4-  (P,sin«,  +  Q,  sin3a,)  B,4-  (P2sin2*,  +  Q2sin  4  a,  |B24-...J. 

Reportons-nous  à  la  valeur  de  i',  faisons-y  ]3  =  è,  et  nous  avons, 
pour  première  équation  aux  limites, 


À„  +  ^  (aL„  A04-  K2  A,)  4-  [A-,  4-  -^  (L,  A  ,  4-  K;1  A3 


c<  is  a, 


[i 


aMn  4-  LA,  4- 


K4A,)] 


COS2K, 


+     '"  H T~  (M»-2  A»-2"t"  fj»A»+  R«+2  A„+2)    cosra; 


+  [^  +  II^L  (P(  b,  4-  N3B,)]  sina, 

+  ["/,  +  Cl£!^(P2B24-  N,P.4)lsin2^,  +  ... 

/«  H 2—  (Q,,-2  B»-2  +  P«B„  4  N„+2B„+2 1    sin  «a,  4- . .  .  =  0|  «,). 

Formons  ensuite  la  seconde  équation  aux  limites,  en  exprimant  que, 
sur  le  contour,  —  est  une  fonction  donnée  X(a).  On  a 

rhl  ftv  f     .  rlr  . 

_  =  _  +  2JHogr-?(a)r/«. 

Si  l'on    différentie  r2   par   rapport   à  |3    et   qu'on   fasse  fi  =  /;,   on 
trouve 

rlr 


2r 


—  =  —  (i  —  e         i  —  cosa,  cosy  —  sina.sina). 
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Posons,  pour  abréger, 

et  pour  (3  =  b,  on  trouvera 

-^-—  =  L'0  +  M'0cos2a,  4-  (L',  cosa,  h  M',  cos3a,)cos«  -+-... 
-h  [K.'„cos(n  — 2)at  -hL'„cos/za,  4-M'„cos(«4-2)«,]cos«a- 
+  (P',  sin  a,  -+-  Q',  sin3«,)sin«  -+-... 


-+-  [N'„  sin(n  —  2)  «,  -f-  Pj,  sin  «« ,  +Q'„  sin  («  -+-  2)  a,  ]sin  n«- 
en  prenant  pour  les  premiers  coefficients 


L'( 

= 

.        ce6 

'og- 

-!- 

1 

—  j 
2 

I', 

= 

-log 

ce* 

2. 

— 

3 

4 

P', 

= 

-log 

ce6 
*■> 

— 

.3 

7 

M'0  =  — , 
0         2 


<r*      M'1=^-, 


+  e-26,    qt  = 


4 
A  partir  de  //  =  2,  les  coefficients  suivent  une  loi  générale,  et  l'on  a 

rr'     "  T  '      _ 

"   ""   1  («  —  !)'  "   "      «(«  — l)(«  +  l)   "        n     ' 

K  =  K+,  = 


K  = 


p 

-2(n- 

i)4 

p;, 

2 

[*- 

')' 

q; 

= 

*',.+, 

2(/?  - 

I  g~u 

n[n  —  i](«  +  l)  n 

c-1(n+\)b 


2(«  +  l) 

De  là  il  résulte  que  pour  [i  =  b  l'intégrale 

2  /  rIoêr5pf(a)rfa 
devient 

7T/[(L'„  H-  M'0  cos  2  a,)  aA0  -+-  (L',  cosa,  -t-  M',  cos3«,  )A, 
-+-  (Kg  -+■  L'j  cos 2  « ,  -l-  M'2  cos  4«(  )  Aa  +  .  . . 
4-  (P'jsina,  4-  Q',  sin3a,)B,  +  (  P'2siii2a,  +  Q'2sin4«,)B2  -+-  .    .  ], 
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et  Ton  a  pour  la  seconde  équation  aux  limites 

nj  ■).  1  /„  A „  -i-  EL'2  A2)  4-  [tt  k,  +  nj  (  L,  A ,  4-  K'3  A ,  j  ]  cos  a , 
4-  [2/2A2  +  jy'(2M'0  -+-  L'„  A,,  4-  K.    \ ,     .osa  «,  4- . .  . 
4- 1  nt„k„  +  nj{M'n_,\„_.2-h  \:„  \„  4-  K.'„+,  A„+2)]cos7i«,  4- 

4-  (jl,  +izj(V\r>l  -f-N!,B,))sina,-t-... 


4'7 


-  /„  4-7r/(Q'„.  ,B„_,4-  P'„  B„  4-  N;,.,B„^))  sinna, 
en  posant  en  général 


i  -+-«- 


=  /„ 


a  a,  , 


ir>.  Il  nous  reste  maintenant  à  déduire  de  ces  deux  équations  aux 
limites  les  valeurs  des  quatre  séries  de  coefficients  k0,  A,,...; 
/,,  /2, . .  .  ;  A0,  A,,  A,,  .  ..  ;  B,,  B2, ....  Il  nous  suffira  de  nous  occuper 
des  coefficients  A(1,  A,,  A2,...,  A0,  A,,  A2,...,  parce  que  les  autres 
s'obtiendront  de  la  même  manière. 

Posons 

-  I      8{a)cosna(ia  =  <p„,  /      X(a  comc/dv  =  ip„, 

et,  d'après  un  théorème   bien  connu,  nous  avons   les  deux  séries  d'é- 
quations suivantes  : 

2*0  4-  c2eî67r(2L0Ao  +-  K2A,j  =  p0, 

A,  4-  — —  (L,  A,  4-  K3  A,)  =  <p,, 


\ 


A2  +  -: — -  (îM0  4-  L2A2  4-  K4A4)  =  i .. 


A„  4-  '-— -  (M„_8AB_a  4-  L„  A„  4-  K„+ï  A,J+,)  =  s„. 


l'orne  Xl\     j'  série).  —  Décembre  iS6y. 
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I   R/(aL'0A,  +  K'2A2)  =  «|i0J 
/,/.,  +  */(!,>,  +  K'3A:1)  =  «|»„ 

(B) 

I  «/„/,„  -+-  7i/(M'„_,A„_2  -h  L'„  A„  +  K',„,  \,,   2     =  <j>„, 


Ces  équations  déterminent  les  coefficients  cherchés.  On  pourrait 
croire,  au  premier  coup  d'ceil,  qu'il  est  permis  d'après  ces  équations  de 
se  donner  arbitrairement  A,0  et  A,,  et  qu'alors  seulement  ou  peut  ob- 
tenir les  autres  coefficients  ;  mais  nous  allons  voir  qu'ils  sont  entière- 
ment déterminés. 

24.  Le  calcul  des  coefficients  est  beaucoup  plus  facile,  lorsque 
l'excentricité  est  peu  considérable,  et  nous  allons  d'abord  considérer 
ce  cas. 

Alors  nous  poserons 

a  ,2// 

/3  =  £  +  logT, 

//  étant  une  constante.   Soit  x  la  valeur  de   i  sur   l'ellipse  de   contour 
fi  =  />,  nous  aurons,  en  posant 


*  -  w 

les  égalités 

b  =  t  +  log  — ,     e-26  =  qe--\     c2eib  =  4AaeaT 


Le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  au  paramètre  ]3  est 

«P-t-iï-P        ,  ,  .  .. 

c =  «(e'  -t-  7«-c); 

si  donc  nous  désignons  par  x  le  demi-grand  axe  de  l'elli|)se  de  cou 
tour,  nous  aurons 
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4 19 


el  par  suite 


2 


le    second    nombre  est    une    quantité    connue   que  nous   désignerons 
par  yj  ;  ainsi  nous  avons 


// 


,(" 


*3,     <:r»  =  4„»,     /  =  au*( 


7 


</'<' 


Remarquons  encore  que,  si  l'ellipse  se  réduit  à  un  cercle,  c  et  '/  sont 
nuls,  et  que,  si  l'ellipse  est  très-peu  excentrique,  q  est  très-petit. 

D'après  les  transformations  précédentes,  les  équations  (A)  devien- 
nent, en  remettant  pour  les  quantités  K,  I.,  M  leurs  valeurs 


•n- 


_(,+9e-^»log„_I_7C-**_-9»e-«_i9»e-«jA1 


?^e-«  +  -9'e-»jA3  =  —  ?lf 


a  >-'- 


«(»+l)(«-|-2 


7  g- 


2(n —  i)(n — 2 


c/"-'  e-=c-<n 


— r/"+V 

>.  11  (  n  —  1 ,  ' 


-2("+l)T  ]  i 

J  ""J 


I  4-  r/!c-iT'  <i"e-l"~  r/»+!r!f»+:h| 

L"("  — !)(«  +  ')  «(«  — i)    ~  »(«+!)      J       " 


(  «  +  2  )  (  n  +  1 1  //  '  2  ( 

2(n  -+-2)(«  +  i/  ' 


fl«  +  '  g-2(/H-l)T 

«  -4-  [  1  /?  ' 


(jf-.-t-3e-2(«+3)T"|An+2=_i_0 


Nous  transformerons  de  même  les  équations  (B);  mais  nous  suppose- 
rons y  remplacé  par  sa  valeur  numérique,  qui  est  connue;  de  sorte  que 
q  n'y  entrera  pas  explicitement,  et  nous  ferons  de  même  pour  les  /,.  ; 
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elles  deviendront  ainsi 

(2logjj4-i)A04-  ±qe-2xA2  =  -J-.<{/0, 


itj 


~ttk{  -  (logvj-l-  -  +  qe'2A  A,  +i<y2e-1TA3=:  -^-.  i|>, 


7 V  &"  '  4     7      r  '     4'        3     ^ 

—  Tit„k„  -+- - —  A„_„  +  .,  - A„ 

r.j  2(«  —  i)  -        \_n{n  —  i)(«-MJ  «      .] 

+  — -, — r^  A"+=  =  ~i  +»» 


Désignons  le  premier  système  d'équations  par  (A')  et  le  second  par(B'). 
Si  l'on  néglige  d'abord  les  termes  multipliés  par  7,  la  première  équa- 
tion (A')  et  la  première  équation  (B')  ne  renferment  que  ka  et  A0;  les 
deuxièmes  équations  (A')et(B')  ne  renferment  que  A,  et  A,,  etc.;  on  peut 
par  conséquent  avoir  ainsi  des  valeurs  approchées  de  ces  coefficients, 
et  c'est  ce  qui  fait  le  succès  de  la  forme  donnée  à  ces  équations. 

Pour  calculer  ces  coefficients,  on  posera 

kg  —  jc0  •+  x-i7  -+-  x.2q2  -+-...,  A0  =  a„  -t-  atq  +  a2q2  +■ . . ., 
k,  —  p-o  +  tJ-,<]  -+-  ^2<?a  -+-  •  •  • >  A,  =  b0  4-  b{  q  +  A^2  ■+-..., 
/.-2  =  v0  +  v,7  +  v^2  +  . . . ,     A2  =  c0  +  c,q  -t-  c2q2  -+- . . ., 


et  on  substituera  dans  les  équations  (A')  et  (B').  En  égalant  les  termes 
indépendants  de  7,  dans  les  premiers  membres,  aux  quantités  des  se- 
conds membres,  on  aura  des  couples  d'équations  qui  renfermeront  des 
couples  d'inconnues 

/  „ ,  a  „  ;      p.0 ,  o0  ',      v0 ,  c0  ;      . . . , 

et  permettront  de  les  déterminer. 

Ces  quantités  étant  calculées,  on  égalera  à  zéro  les  termes  qui  sont 
multipliés  par  la  première  puissance  de  q  dans  les  premiers  membres, 
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et  on  aura  des  couples  d'équations  qui  renfermeronl  'les  couples  d  in- 
connues 

nM  «,;     ".,,  b{;     v,,  c,;     . .., 

qu'on  obtiendra  immédiatement.  Puis  les  termes  eu  q*  donneront 

y..,,  ar.      tj..,,  b2;      va  r2;     ..., 
et  ainsi  de  suite.  Le  problème  est  donc  entièrement  résolu. 

'i'i.  Considérons  ensuite  le  cas  où  l'excentricité  de  l'ellipse  est  trop 
considérable  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  méthode  précédente. 

Reprenons  les  équations  (A)  et  (B).  Le  calcul  des  coefficients  à  in- 
dices pairs  est  indépendant  de  celui  des  coefficients  à  indices  impairs; 
prenons  donc  les  équations  de  rang  impair,  qui  renferment  seulement 
les  coefficients 

"o>  "-m  "41  ■  •  ■  !      A o,  A2,  A4,   .... 

Or  on  reconnaît  facilement  que,  si  n  est  un  nombre  pair  suffisam- 
ment grand,  on  pourra  calculer  avec  suffisamment  d'approximation 

/,-„,  A.,,  ...,  A,,.*;  A0,  A,,  ...,  A„_s,  au  moyen  des  ^  premières  équa- 
tions des  deux  systèmes  indiqués,  en  supprimant  dans  les  dernières  les 
termes  multipliés  par  A„  et  A„+2.  On  calculera  donc  successivement 
/.„_2  et  A„_o,  puisA„_„  A„_4;  A„_6,  A„_0,  ...,  jusqu'à  A0,  A„.  Les  pre- 
mières de  ces  quantités,  qui  sont  très-petites,  seront  calculées  évidem- 
ment avec  beaucoup  d'inexactitude;  mais  l'erreur  qui  en  résultera  sur 
la  solution  du  problème  sera  très-faible. 
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Vote  sur  des  appareils  hydrauliques  fonctionnant  au  moyen 
de  l'aspiration  résultant  du  m  Hivernent  acquis  d  une  colonne 
liquide  :  addition  à  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI  de  ce 
Journal  en  1866,  p.  283; 

Par  M.  Anatole  DE  CALIGNY. 


La  seconde  de  deux  nouvelles  machines  proposées  spécialement 
I  our  les  épuisements,  sur  lesquelles  j'ai  publié  un  Mémoire  clans  le 
tome  XI,  ae  série,  1866,  de  ce  Journal,  peut  être  disposée  de  manière 
à  tuer  l'eau  avantageusement  du  bief  supérieur.  On  pourra  au  besoin 
diviser  en  plusieurs  parties  la  hauteur  à  laquelle  on  doit  élever  l'eau, 
de  manière  à  la  faire  monter,  en  définitive,  à  d'assez  grandes  hauteurs 
an  moyen  de  petits  aspirateurs, étages  comme  dans  l'appareil  décrit  pat- 
divers  Traités  de  mécanique  sous  le  nom  de  de  Trouville.  J'ai  expliqué, 
dans  le  Mémoire  précité,  comment  les  soupapes  latérales  de  ces  petits 
aspirateurs  peuvent  être  remplacées  par  des  colonnes  liquides  alternati- 
vement suspendues,  sans  pièce  mobile,  par  la  pression  atmosphérique [*J. 

Je  me  propose  de  taire  quelques  études  nouvelles  sur  cette  disposi- 

!  *  1  Le  chemin  parcouru  dans  les  siphons  renversés  que  je  rappelle  doit  être  moindre 
que  celui  qui  le  serait  dans  d'. mires  siphons,  si  l'extrémité  inférieure  de  chaque  tube 
d'aspiration  portait  un  siphon  renverse  ayant  aussi  pour  but  d'éviter  l'emploi  d'une 
soupape,  mais  par  d'autres  principes  Ainsi  il  faudrait  que  ce  qui  resterait  d'eau  dans 
chaque  tube  d'aspiration,  pour  ne  pas  retomber  seulement  au  niveau  immédiatement 
inférieur,  si  l'on  supprimait  chaque  clapet  de  retenue,  pût  n'y  arriver  qu'en  produi- 
sant une  oscillation  au  dessous  de  ce  niveau.  Quoique  les  variations  de  la  tension  de 
l'air  se  fassent  graduellement  dans  cet  appareil,  il  est  difficile  de  se  rendre  bien  compte 
à  priori  de  ces  oscillations  et  de  celles  qui  peuvent  en  èire  la  conséquence  dans  diverses 
hypothèses,  même  pour  le  cas  précité,  qui  est  cependant  plus  simple.  Il  est  donc  bien 
entendu  que,  tout  en  indiquant  des  dispositions  intéressantes  pour  la  théorie,  je  ne 
propose  encore,  en  général,  pour  la  pratique  de  cet  appareil,  que  l'emploi  des  sou- 
papes; ce  qui  restreint  provisoirement  la  hauteur  à  laquelle  on  pourra  s'en  servir  pour 
élever  l'eau  sans  trop  de  complication. 
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lion.  J'ajouterai  seulement  ici  que  la  soupape  annulaire,  seule  piè<  i 
mobile  indispensable  du  système,  et  qui  peut  d'ailleurs  être  modifiée 
'le  diverses  manières,  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  débiter  plus  d'eau, 
si  la  chute  motrice  diminue.  Sans  entrer  ici  dans  des  détails  sur  cette 
propriété  essentielle,  dans  beaucoup  de  circonstances,  j'ai  pensé  qu'il 
pourrait  être  intéressant  de  signaler  succinctement,  à  celte  occasion, 
comme  propres  à  éclairer  la  question  dont  il  s'agit,  quelques  expé- 
riences sur  un  des  moteurs  hydrauliques  fonctionnant  an  moyen  du 
mouvement  acquis  d'une  colonne  liquide  que  j'ai  publiés  dans  le 
tome  XII,  ie  série,  de  ce  Journal,  18/17. 

En  signalant  un  résultat  assez  important,  je  rappellerai  d'ailleurs, 
en  peu  de  mots,  en  quoi  consiste  cet  appareil. 

Il  résulte  de  ces  expériences  que  ce  système,  indéfiniment  aban- 
donné à  lui-même,  fonctionne  sous  des  chutes  motrices  extrêmement 
variables  en  faisant  toujours  marcher  une  même  pompe  élévatoire, 
plus  ou  moins  vite,  il  est  vrai,  selon  que  la  chute  motrice  est  plus  ou 
moins  grande.  Dans  ces  expériences,  la  chute  a  varié  de  3m,  5o  a 
1  mètre,  à  mesure  que  l'eau  montait  dans  un  des  bassins  de  Chaillot  [*], 
la  pompe  élévatoire  élevant  l'eau  à  plus  de  10  mètres  au-dessus  du  ni- 
veau du  bief  supérieur.  Les  variations  dans  les  hauteurs  des  niveaux 
semblent  pouvoir  être  encore  bien  plus  grandes  sans  que  l'appareil 
s'arrête,  et  c'est  peut-être  le  seul  des  moteurs  hydrauliques  essa\<> 
jusqu'à  ce  jour  un  peu  en  grand  qui  soit  dans  ce  cas. 

Il  se  compose  :  :°  d'un  tuyau  fixe  descendant  du  fond  du  bief  supé- 
rieur et  plongeant,  par  son  autre  extrémité,  au-dessous  du  niveau  du 
bief  inférieur;  20  d'un  corps  de  pompe  fixe  alternativement  réuni  au 
tuyau  fixe  inférieur  dont  on  vient  de  parler,  au  moyen  d'une  soupape 
annulaire,  ou  tuyau-soupape,  du  genre  de  celles  dites  de  Conuvall ,■ 
3°  d'un  piston  fonctionnant  dans  ce  corps  de  pompe  et  attelé  à  la  ré- 
sistance à  vaincre,  qui  était  ici  une  pompe  élévatoire  ordinaire  à  réser- 
voir d'air. 

Quand  la  soupape  établit  la  communication  entre  le  bief  supérieur 
et  l'intérieur  du  système,  il  s'engendre  de  la  vitesse  dans  le  tuyau  infé- 


[*]  Toutes  les  expériences  que  j'ai  faites  aux  bassins  de  Chaillot  avaient  un  luit 
scientifique.  Il  ne  s'agissait  nullement  d'en  faire  des  applications  dans  celte  localité. 
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rieur.  Lorsqu'elle  interrompt  ensuite  cette  communication  en  réunis- 
sant ce  tuyau  au  corps  de  pompe  qui  est  en  dessus,  de  manière  à  ne 
former  qu'un  seul  et  même  tuyau,  il  résulte  de  celle  vitesse  acquise 
une  cause  de  succion  qui  fait  agir  le  piston  d'une  manière  analogue  à 
celle  dont  agit  le  piston  d'une  machine  à  vapeur  atmosphérique.  Mais, 
si  le  piston  est  plein,  il  peut,  si  l'on  veut,  rester  au-dessous  de  lui  une 
colonne  d'air  qui  sera  dilatée  à  l'époque  dont  il  s'agit,  et  qui  sera  en- 
suite comprimée  lorsque  la  vitesse  sera  éteinte  dans  la  colonne  liquide 
inférieure.  En  effet,  celle-ci  reviendra  ensuite  en  arrière,  étant  à  son  tour 
aspirée  en  vertu  de  cette  dilatation.  Or  la  vitesse  ascensionnelle  engen- 
drée à  celte  époque  est  y\ne  cause  de  compression,  d'où  il  résulte  que 
le  piston  peut  se  relever  même  sans  contre-poids.  Mais  on  conçoit  qu'il 
peut  être  ulile  qu'un  balancier  à  contre-poids  soit  disposé  de  manière 
a  l'empêcher  de  se  relever  plus  haut  qu'on  ne  veut.  La  soupape  de 
Cornwall  s'ouvre  ensuite  d'elle-même;  mais  il  est  intéressant  de  remar- 
quer que  c'est  seulement  après  rpie  le  piston  a  été  relevé  à  une  hauteur 
convenable.  Ainsi  la  vitesse  ascensionnelle  exerce  d'abord  son  action  de 
l.i  manière  la  plus  directe  avant  sa  réaction  latérale,  qui  n'apparaît  ici 
qu'après  un  temps  appréciable.  Celte  dernière  observation  n'a  encore 
été  faite  que  pour  le  cas  où  une  soupape  analogue  à  celle  de  Cornwall, 
mais  d'une  disposition  particulière,  était  convenablement  équilibrée 
par  un  contre-poids  alternativement  prépondérant,  en  vertu  des  divers 
phénomènes  précités,  cpù  faisait  ouvrir  la  soupape,  et  était  périodique- 
ment soulevé  par  un  principe  de  succion  de  l'eau  en  mouvement. 

il  résulte  d'ailleurs  d'expériences  faites  depuis  ces  dernières  qu'une 
soupape  de  Cornwall  plus  légère,  s'ouvranl  au  contraire  de  haut  en 
bas  et  se  relevant  d'elle-même,  peut  marcher  sans  conlre-poids,  au 
moyen  des  phénomènes  de  succion  développés  dans  le  mouvement  de 
la  colonne  liquide,  et  redescendre  ensuite  d'elle-même,  en  vertu  de 
son  propre  poids,  quand  la  pression  intérieure  est  rétablie  par  le  retour 
de  cette  colonne,  bes  mouvements  de  celte  soupape  sont  alors  en  sens 
contraire  de  ceux  qui  se  présentaient  dans  la  conslruclion  où  elle  avait 
un  balancier  à  contre-poids;  mais  je  renvoie,  pour  ces  détails,  au  Mé- 
moire précité  de  1866. 
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NOTE 


/  f 


LES  SINGULARITES  ELEVEES  DES  COURBES  PLANES; 
Pau   M.    DE    LA    GOURAEKIE 


AVANT-PROPOS. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  VIIe  volume  du  Quarterly  Journal, 
M.  Cayley  a  établi  que  tonte  singularité  d'une  courbe  plane  est  équi- 
valente à  des  nombres  déterminés  de  points  doubles,  de  rebrousse- 
ments,  de  tangentes  doubles  et  d'inflexions,  de  telle  sorte  que  lorsque 
ces  quatre  nombres  sont  connus  pour  toutes  les  singularités  d'une 
courbe,  on  peut  immédiatement  appliquer  à  cette  courbe  les  trois 
équations  de  Plùcker,  et  aussi  savoir  à  quel  genre  elle  appartient 
d'après  sa  déficience  (dejïciency),  c'est-à-dire  d'après  la  différence  qui 
existe  entre  les  deux  nombres  de  points  doubles  que  son  ordre  com- 
porte et  qu'elle  possède  réellement.  M.  Ca\!ey  a,  de  plus,  donné  des 
formules  pour  calculer  les  quatre  nombres  qui  représentent  une  sin- 
gularité, lorsqu'on  connaît,  pour  les  différentes  branches  qui  la  con- 
stituent, des  équations  distinctes  résolues  par  rapport  à  l'une  des 
coordonnées.  Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  déduire 
ces  équations  de  l'équation  générale  de  la  courbe. 

Je  donnerai  ensuite  quelques  résultats  sur  les  rayons  de  courbure 
à  un  point  multiple,  et  sur  les  contacts  que  les  différentes  branches 
peuvent  avoir  les  unes  avec  les  autres. 

Cette  Note  est  composée  de  deux  Parties;  la  seconde,  entièrement 
consacrée  à  des  applications,  a  été,  faute  de  place,  rejetée  au  numéro 
de  janvier  du  volume  suivant. 
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PREMIERE   PARTIE. 

Equations  caractéristiques  des  différentes  branches  qui  passent 
à  un  point  multiple. 

î.  Je  considère  une  courbe  algébrique  ayant  un  point  multiple,  et 
je  suppose  qu'en  ce  point,  où  je  place  l'origine  des  coordonnées,  plu- 
sieurs branches  ont  des  contacts  de  divers  ordres  avec  une  même 
droite,  qui  sera  notre  axe  des  abscisses. 

Je  choisis  pour  variables  l'abscisse  x  et  le  rapport  u  de  l'ordonnée 
à  l'abscisse.  Quand  x  est  infiniment  petit,  u  a  des  valeurs  infiniment 
petites  de  divers  ordres,  qui  correspondent  aux  branches  tangentes  à 
l'axe  des  abscisses,  et  des  valeurs  finies  qui  déterminent  les  tangentes 
des  autres  branches  à  l'origine. 

Si  l'on  sait  que  u  a  des  valeurs  de   l'ordre -1  on  les  obtiendra  eu 

supposant  dans  l'équation  x  et  u  infiniment  petits  des  ordres  i  et  -j 

et  ne  conservant  que  les  termes  de  l'ordre  le  moins  élevé.  L'équation 
réduite  sera  de  la  forme 

(i)     xsu'[aum'  -\-  al.vpu"-^+  a2x2pu("-*)9  +  .  .     +  anx"P]  =  o. 

Tous  les  termes  sont  de  l'ordre  (s  -I —  i  -+-  pn 
En  désignant  par  k  une  des  n  racines  de  l'équation 

'(7  \"  I  u'I   i  ""'  /  ll'l  \"- 


I  U'I  \"  /  ICI   \"~'  /  II'   \"—' 

(■»)  a(-)    -v-a,  [-)        H-«,^J        +...-+- *„=0 


on  aura 


('-))  ll?—kxp=0. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  les  nombres  p  el  q  seront  considérés  comme 
premiers   entre  eux,  et,  par  conséquent,  les  facteurs  communs  qu'ils 
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pourraienl  contenir  doivent  être  reportés  dans  les  exposants  tle  l'é- 
quation (2). 

L'expression  (3)  indique  une  branche  composée  de  7  branches 
partielles  [*]  tangentes  à  l'axe  des  abscisses. 

J'ai  supprimé  les  ('acteurs  xs  et  u'.  Le  second  montre  que  u  a  /  va- 
leurs d'ordres  supérieurs  à--  Les  valeurs  de  u  d'ordres  inférieurs  à 

celte  quantité  doivent  être  considérées  comme  infinies,  et  les  abscisses 
qui  leur  correspondent  comme  nulles.  Le  facteur  xs  indique  donc  que 
les  branches  pour  lesquelles  les  valeurs  de  u  sont  d'ordres  inférieurs 

à  -  possèdent,  sur  l'axe  des  abscisses,  s  points  coïncidant  avec  l'ori- 
gine, indépendamment  de  ceux  qui  forment  la  multiplicité  de  ce  point 
singulier. 

Si  la   variable   u   n'avait    pas   de   valeur   de   l'ordre  -»   le  premier 

q  I 

membre  de  l'équation  (1)  se  réduirait  à  un  seul  terme  ax'u'.  Les 
exposants  s  et  t  conserveraient  d'ailleurs  les  significations  que  je  viens 
d'indiquer. 

2.  Dans  la  seconde  Partie,  en  discutant  des  courbes  particulières, 
je  montrerai  que  les  résultats  obtenus  à  l'article  précédent  permettent 
de  déterminer  facilement  les  grandeurs  principales  des  valeurs  de  di- 
vers ordres  que  prend  u  quand  x  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  ; 
mais,  pour  connaître  la  nature  d'une  branche,  il  est  quelquefois  néces- 
saire d'avoir  le  second  terme  du  développement  de  u.  Afin  de  pouvoir 
l'établir, nous  devons  d'abord  nous  rendre  compte  de  la  composition 
de  l'équation  générale,  lorsqu'on  y  suppose  les  variables  x  et  u  infi- 
niment petites  des  ordres  1  et  -• 
1  '/ 

Celte  équation,  ne  contenant  que  des  puissances  entières  de  .r  et 
de  u,  dans  l'hypothèse  que  je  viens  de  faire  les  ordres  des  différents 

termes  sont  des  multiples  de  -•   Je   vais  rechercher  s'il   peut   exister 

des  ternies  de  tous  ces  degrés  fractionnaires,  à  partir  du  plus  petit, 


[*]  L'expression  de  branches  partielles  a  été  introduite  par  M.  Cayley. 

5A. 
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qui  est     H — /  -+-  pn  )  •  Pour  abréger,  je  désignerai   celte  quantité 

par  -• 

1      y 

Il  s'agit  de  reconnaître  si  l'on  pourra  toujours  trouver  deux  expo- 
sants entiers  et  positifs  y.  et  vtels,  qu'un  terme  x^u'  soit  de  l'ordre  — 

i  étant  un  nombre  entier  déterminé. 
On  doit  avoir 

P      S  ■+-  ' 

1  '/  7 

En  appelant  ^  l'avant-demière  réduite  de  la  fraction  continue  dans 
laquelle  on  peut  développer ->  on  a 

pq'-qp'=  ±  ,, 

et  les  valeurs  de  p.  et  de  v  sont  données  par  les  relations 

f*  ===  +  /y(#  +  0  +  fy»     v  =  —  l'ig  +  0  -  57- 

Le  nombre  entier  6  doit  être  tel  que  (J.  et  v  soient  positifs.  Afin  de 
faire  la  discussion  sans  confusion,  il  faut  examiner  successivement  les 
formules  qui  repondent  aux  deux  signes.  Dans  le  cas  du  signe  supé- 
rieur, les  limites  de  9  sont 


9>^(8+ih     *<7 


lg  +  ')■ 


La  seconde  inégalité  revient  à 


9  <  -(g  -+-  0  +  — +  —  • 
p   °  p<i      p<i 

En  ayant  égard  à  la  valeur  de  -■>  on  voit  immédiatement  que  les 

deux  limites  de  0  comprennent  entre  elles  au  moins  un  nombre 
entier.  On  arrive  au  même  résultat,  quand  on  considère  le  signe  infé- 
rieur. Il  résulte  de  là  que  l'équation   peut  contenir  des  termes  des 
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ordres  - — — >- -j J'appelle  -      -  l'ordre  des  ternies  les   moins 

élevés  qu'elle  renferme  effectivement,   après   ceux    de   l'ordre  -•  Je 

représenterai  leur  somme  par  Tg  +  t,  et  la  somme  des  termes  d'un  ordre 

i 
quelconque  //  par  Tfl. 

3.   Nous  allons  maintenant  chercher  le  second  terme  dans  le  déve- 
loppement de  uq. 

En  désignant  par  r  la  multiplicité  de  la  racine  k  dans  l'équation    ! 
et  négligeant  les  termes  élevés,  j'ai 

{ta -  kxP)'Tg _  r  +  Tg+j  =  o. 

Je    suppose    que   le   polynôme   Ts  +  <    ne    contient    pas    en    facteui 

'/ 
( //7  —  kx1' ) ;  j'examinerai  plus  loin  (n°5)le  cas  que  j'éloigne.  J'ap- 
pelle ui  la  grandeur  principale  de  »,  et  j'obtiens 

(4)  u\  =  kxP, 

r    j 

u?  —  u'',  -f- 


La  quantité  sous  le  radical  est  fonction  de  x  et  de  «,  mais,  comme 
nous  ne  devons  en  conserver  que  le  terme  de  l'ordre  le  moins  élevé, 
nous  pouvons  y  remplacer  u  par  u,. 

Tg+i  représente  une  somme  de  termes  de  la  même  forme  que  le 

premier  membre  de  l'équation  (i).  On  en  éliminera  les  puissances 
entières  de  u\  par  la  relation  (4):  'es  ternies  ne  contiendront  [tins 
cpie  des  puissances  de  u,  inférieures  à  <y,  et  seront  tous  composés  de 
la  même  manière  en  x  et  en  u,.  Leur  somme  algébrique  donnera  une 
expression  ax*u\,  les  exposants  c/  et  /5  étant  soumis  à  la  condition 

a  +  p!L  =  l±l. 
1  '/  1 

On    opérera   de  la   même  manière  sur  le  dénominateur,  et,  après 
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avoir  effectué  la  division,  on  aura,  en  désignant  par  b  un  coefficient 
numérique, 


(S) 

u*  =    .-.■; 

-ivre  1 

i  condition 

(6) 

a  +  fl* 

1    V 

Je  prends  la  racine  q,  et  ne  conservant  que  les  deux  premiers  termes 
du  développement,  j'obtiens 

La  branche  déterminée  par  la  racine  multiple  A  se  décompose  en 
iji  brandies  partielles  réparties  eu  q  groupes. 

L'abscisse  x  étant  prise  pour  infiniment  petit  du  premier  ordre,  les 

ordonnées  seront  infiniment  petites  de  l'ordre  I  -  -+-  i  )•  La  différence 

des  ordonnées  de  deux  branches  partielles  d'un  même  groupe  est 


<•>  ï+'+K-1-^) 


/'■ 


En  vertu  de  l'équation  (6),  cette  expression  se  réduit  a 

/'  ' 

-  +   H 

y  v 

Nous  connaissons  maintenant  l'ordre  de  la  différence  de  deux 
ordonnées  infiniment  petites  de  deux  branches  partielles  appartenant 
soit  à  un  même  groupe,  soit  à  deux  groupes  différents,  et  par  suite  il 
serait  facile  d'appliquer  les  formules  de  M.  Cayley  à  une  courbe 
donnée. 

Si  l'on  suppose  i  égal  à  l'unité,  on  aura  la  plus  petite  valeur  que 
puisse  avoir  l'ordre  de  la  différence  des  ordonnées  de  deux  branches 
partielles  d'un  même  groupe,  et  notamment  des  deux  branches  d'un 
rebroussement  de  seconde  espèce. 
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Si  l'on  vonlaii  avoir  le  troisième  terme  (\u  développement  de  u,  il 
faudrait  poser 

„  =  „,  +^(ôaf«-^«»fH-ii„ 

porter  celte  valent-  de  u  dans  l'équation  générale,  el  déterminer  ta 

valeur  de  u2. 

t.  La  branche  considérée  est  imaginaire  quand   A  est  lui-même 

imaginaire.  Je  supposerai  /.  réel  et  je  distinguerai  deux  cas  principaux, 
suivant  que  r  sera  impair  ou  pair. 

I.  /■  unpmr.  —  A.  p  impair  et  q  pair:  rebroussement  de  première 

espèce. 

B.  p  pair  et  </  impair  :    brandie  traversée  par  sa  tangente. 

C.  p  et  </  impairs  :  branche  sans  singularité  apparente. 

fl.  r  pair.  —  D.  p  impair,  q  pair,  /3  pair  :  rebroussement  (réel  ou 
imaginaire)  à  quatre  branches,  dont  deux  de  chaque  coté  de  la  tan- 
gente commune. 

E.  Un  rebroussement  de  seconde  espèce  dans  trois  cas  : 
i°  p  pair,  ij  impair,  a  impair. 

2°  p  impair,  q  impair,  a  et  [i  l'un  pair  et  l'autre  impair; 
3°  p  impair,  q  pair,  /3  impair. 

F.  Deux  arcs  (réels  ou  imaginaires)  ayant  l'un  avec  l'autre  un 
contact  plus  intime  qu'avec  leur  tangente  commune  dans  i\eun  cas  : 

i°  /;  impair,  q  impair,  a  et  [i  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  im- 
pairs ; 

2"  /;  pair,  q  impair,  a.  pair. 

Pour  les  rebroussemenis  de  première  espèce  avec  point  double,  / 
et  q  sont  respectivement  égaux  à  i  et  à  2;  p  est  un  nombre  impair 
quelconque.  L'ordre  de  l'ordonnée  infiniment  petite  est  -f,  f,  l,.... 
suivant  la  valeur  de  p. 

Pour  les  rebroussements  de  seconde  espèce  avec  point  double,  /  et  q 
sont  respectivement  égaux  à  2  et  à  1  ;  p  est  un  nombre  entier  quel- 
conque. L'ordre  de  l'ordonnée  infiniment  petite  est  1 ,  2,3, suivant 

la  valeur  fie  p. 
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5.  Lorsque  la  quantité  («7  —  Lrp),  se  trouvera  en  facteur  dans  le 

polynôme  Tg+i,  on  examinera  si  les  polynômes  suivants  la  renferment 

i 
également,  et  on  ne  conservera  avec  eux  que  le  premier  de  ceux  cpii 

ne  la  contiendront  pas.  On  aura  alors  une  équation  entre  trois  infini- 
ment petits  {u'1  —  kxp),  u,  et  x  :  les  deux  derniers  étant  connus,  le 
problème  pour  obtenir  les  diverses  valeurs  du  premier  est  exactement 
le  même  que  celui  qui  s'est  présenté  pour  les  valeurs  de  u,  et  dont  la 
solution  a  donné  la  valeur  kxp  de  iâ ' .  Je  donnerai  plus  loin  un  exemple 
de  ce  calcul. 

6.  La  méthode  est  applicable  pour  la  recherche  des  valeurs  de  u 
dont  la  grandeur  principale  est  finie,  c'est-à-dire  du  degré  zéro.  On 
peut  aussi  l'employer  lorsque  l'équation  contient  des  termes  irra- 
tionnels. 

Le  même  mode  d'investigation  peut  servir  dans  plusieurs  autres 
circonstances,  notamment  lorsqu'on  veut  reconnaître  si  l'équation 
donnée  d'un  lieu  représente  une  seule  courbe  ou  plusieurs  courbes 
distinctes.  Alors,  en  supposant  que  l'on  connaisse  un  point  du  lieu, 
on  pourra,  sans  résoudre  par  rapport  à  une  variable,  composer  l'équa- 
tion d'une  courbe  ayant  en  ce  point  un  contact  de  plus  en  plus  élevé 
avec  la  courbe  représentée,  et  on  verra  si  l'on  est  conduit  à  prendre 
toute  l'équation  donnée,  ou  si  le  calcul  se  termine  en  donnant  une 
équation  d'un  degré  moindre. 

Courbure  d'une  branche  à  un  point  multiple. 

7.  On  déterminera  les  rayons  de  courbure  des  différentes  branches 
partielles  qui  composent  une  branche,  à  l'aide  de  son  équation  ca- 
ractéristique, en  y  considérant  les  variables  comme  des  coordonnées 
finies.  L'équation  que  l'on  obtient  ainsi  représente  en  effet  une  courbe 
ayant  avec  la  branche  un  contact  élevé.  Si  la  brandie  est  tangente  à 
l'axe  des  abscisses,  les  axes  étant  d'ailleurs  supposés  rectangulaires, 
l'expression  du  rayon  de  courbure  p  sera 

T 
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Le  rayon  de  courbure  est  nul  ou  infini,  suivant  que  p  esi  plus  petit 
ou  plus  grand  que  q.  Il  a   une  grandeur  finie   quand   ces  exposants 

sont  égaux  entre  eux  et,  par  suite,  à  l'unité,  puisque  la  fraction      est 

irréductible. 

Le  rayon  de  courbure  à  un  point  de  rebroussement  de  seconde 
espèce  peut  avoir  une  grandeur  finie;  mais  il  est  nécessairement  nul 
ou  infini  dans  le  cas  d'un  point  de  rebroussement  de  première  espèce, 
car  p  est  alors  impair  et  q  pair. 

Je  dois  rappeler  qu'un  rayon  de  courbure  nul  n'indique  pas  néces- 
sairement une  singularité  apparente.  M.  Cayley  a  fait  cette  remarque 
à  l'occasion  de  la  courbe  qui  est  parallèle  à  l'ellipse,  et  qui  passe  par 
deux  des  points  de  rebroussement  de  sa  développée  (Annali  di  Matc- 
matica,  1860,  p.  3 1 4 )- 

8.  En  réalité,  nous  avons  q  rayons  de  courbure  qui  correspondent 
aux  q  brandies  partielles  ['].  D'après  l'équation  (3),  la  brandie  a 
sur  sa  tangente  à  l'origine  (p  +  q)  points  réunis  en  un  seul.  On  doit 
regarder  que  chaque  branche  partielle  a  en  commun  avec  cette  droite 

un  nombre  de  points  égal  à  t±-l.  Suivant  que  p  est  plus  grand  ou 

plus  petit  que  7,  le  contact  d'une  branche  partielle  avec  l'axe  des 
abscisses  est  plus  intime  ou  moins  intime  que  celui  d'une  courbe  or- 
dinaire avec  sa  tangente.  Lorsque  p  et  7  sont  égaux,  une  branche  est 
semblable  à  un  arc  ordinaire  de  courbe  pour  toutes  les  affections  qui 
ne  dépendent  que  du  premier  terme  dans  le  développement  de  l'or- 
donnée infiniment  petite  j,  et,  par  suite,  le  rayon  de  courbure  doit 
avoir  une  grandeur  finie. 

9.  Tout  cercle  passant  par  un  point  multiple  de  l'ordre  q  a  en 
commun  avec  la  courbe  q  points  réunis  en  un  seul,  et  doit  être  con- 
sidéré comme  oscillateur  si  q  est  plus  grand  que  2.  Quand  un  point 
de  rebroussement  est  simplement  double,  pour  qu'un   cercle  y  soit 


[•]  Si  le  point  considère  étail  multiple  de  l'ordre  qr,  le,  q   rayons  de  courbure 
correspondraient  aux  q  groupes  de  branches  partielles. 

5  o 

Tome  XIV  ('2e  série).  —  Décembre  1869. 
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oscillateur,  il  faut  qu'il  touche  la  tangente  de  rebroussement,  mais  son 
rayon  reste  arbitraire.  La  longueur  p  donnée  par  l'équation  ci-dessus 
est  le  rayon  de  développée  qui  tonne  transition  entre  les  rayons  de 
courbure  des  points  situés  en  deçà  et  au  delà  du  point  singulier. 

Cette  considération  a  quelque  importance;  elle  explique  certaines 
transformations  de  courbes  lieux  de  centres  de  courbure.  Ainsi, 
quand  on  coupe  une  surface  réglée  par  des  plans  perpendiculaires  à 
une  génératrice  singulière,  les  centres  de  courbure  des  sections  poul- 
ies points  situés  sur  la  génératrice  forment  une  hyperbole;  et  si  l'on 
rend  la  surface  développable  en  introduisant  entre  ses  paramètres 
une  relation  convenable,  l'hyperbole  se  réduit  à  deux  droites  dont 
une  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  la  section  qui  a  un 
rebroussement  au  point  même  de  rebroussement  [']. 

A  un  [joint  de  rebroussement,  l'indétermination  du  centre  de 
courbure  est  t\a  même  genre  que  l'indétermination  de  la  tangente. 
Celle-ci  amène  un  abaissement  dans  l'ordre  de  la  polaire  réciproque; 
la  première  doit  produire  un  abaissement  dans  l'ordre  de  la  déve- 
loppée. 


f  *]   Traité  rie  Géométrie  descriptive,  ait.  8/|0. 
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Note  sur  un  appareil  à  élever  de  Veau  an  moyen  des  vagues 

de  la  mer  ou  des  grands  lacs; 

Par   M.   Anatole  DE   CALIGNY. 


J'ai  publié  dans  le  tome  XIV  de  ce  Journal,  2e  série,  t86g,  la  des- 
cription d'un  appareil  à  faire  des  épuisements  au  moyen  des  vagues. 
M.  Moro  m'a  fait  l'honneur  de  me  consulter  sur  un  autre  sujet.  Il 
s'agit,  au  contraire,  d'élever  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  de  la  mer 
pour  des  salines.  Il  a  déjà  employé  pour  cela  une  disposition  intéres- 
sante qu'il  croit  avoir  retrouvée  dans  des  travaux  de  l'antiquité,  et  à 
laquelle,  par  cette  raison,  il  donne  le  nom  de  Bocca  Etrusca.  Les 
vagues  de  la  mer  s'élèvent  le  long  d'un  plan  incliné,  derrière  lequel 
elles  versent  de  l'eau  que  ce  plan  empêche  de  retourner  dans  la  mer. 

Je  propose  à  M.  Moro  d'employer  un  appareil  en  quelque  sorte 
inverse  de  mon  appareil  précité.  Il  suffit  de  disposer  la  soupape  de  ce 
dernier,  de  manière  à  s'ouvrir  de  dedans  en  dehors,  au  lieu  de  s'ou- 
vrir de  dehors  en  dedans.  On  conçoit,  en  effet,  que,  si  un  tuyau  en 
forme  de  L,  ouvert  à  ses  deux  extrémités,  est  convenablement  évasé 
du  côté  de  la  mer,  et  si  sa  partie  verticale  est  convenablement  rétrécie 
d'une  manière  suffisamment  graduelle,  il  n'est  pas  même  nécessaire 
qu'il  y  ait  une  soupape  pour  qu'on  puisse  élever  de  l'eau  par  le  sommet 
de  la  partie  verticale  quand  les  oscillations  résultant  de  l'action  des 
vagues  sur  la  bouche  évasée  seront  assez  grandes.  Mais  il  est  bon  de 
pouvoir  profiter  au  besoin  des  moindres  oscillations  pour  élever  de 
l'eau,  quand  on  vomira,  par  une  soupape  latérale  qui  empêchera  l'eau 
élevée  de  rentrer  dans  la  mer.  On  pourra  ainsi  faire  monter  de  l'eau 
à  des  hauteurs  variables,  par  exemple  pour  commencer  à  remplir  un 
réservoir.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  qu'on  pourra,  si  l'on  veut, 
au  moyen  de  quelques  dispositions  particulières,  empêcher  quelquefois 
cette  soupape  de  s'ouvrir,  afin  de  faire  verser  l'eau  par  le  sommet  du 
tube  vertical,  quand  on  aura  besoin  d'élever  l'eau  plus  haut  qu'à  l'or- 
dinaire, avec  des  vagues  d'une  force  suffisante. 
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Il  parait  que,  dans  la  localité  dont  il  s'agit,  les  longueurs  succes- 
sives des  vagues,  prises  de  crête  en  crête,  sont  trop  variables  pour 
qu'on  puisse  compter  bien  sérieusement  sur  les  accumulations  d'oscil- 
lations dont  le  principe  est  décrit  dans  mon  Mémoire  précité.  Cela 
simplifie  d'ailleurs  la  construction  pour  la  machine  élévatoire.  En 
effet,  pour  la  machine  d'épuisement,  il  est  toujours  essentiel  que  l'éva- 
sement  se  fasse  d'une  manière  assez  graduelle  pour  éviter  autant  que 
possible  la  perte  de  force  vive  de  l'eau  à  la  rentrée  de  l'oscillation  dans 
la  mer.  Or  si,  pour  la  machine  élévatoire,  on  doit  compter  principa- 
lement sur  l'action  directe  de  chacune  des  vagues,  il  n'y  a  plus 
autant  à  se  préoccuper  de  rendre  aussi  graduelles  les  variations  de 
section  de  la  bouche  évasée,  et  il  n'est  pas  nécessaire  non  plus  que  le 
tuyau  formant  cette  bouche  ait  une  aussi  grande  longueur.  On  peut 
même  donner  à  ce  bout  de  tuyau  une  longueur  aussi  petite  que  le 
comporteront  celles  des  vagues  les  plus  ordinaires. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  si,  pour  la  machine  d'épuise- 
ment, on  peut  employer,  comme  je  l'ai  expliqué,  la  force  centrifuge 
pour  faciliter  l'entrée  de  l'eau  à  épuiser  dans  le  système,  on  pourra, 
au  contraire,  pour  la  machine  élévatoire,  employer  la  force  centrifuge 
à  faciliter  l'expulsion  de  l'eau  qui  doit  être  élevée,  parce  que  la  soupape 
pourra  alors  être  disposée  dans  une  chambre  en  dehors  de  ce  qu'on 
est  convenu  d'appeler  la  partie  extérieure  du  coude.  Je  n'entrerai 
pas  ici  dans  les  détails  de  ce  genre;  mais  il  y  aura  lieu  d'examiner 
si  un  tuyau  coudé  à  angle  droit,  avec  une  soupape  extérieure  à  l'angle, 
n'offrirait  pas  une  disposition  convenable,  à  cause  des  effets  du 
mouvement  dans  le  tuyau  horizontal  [*]. 

[*]  Depuis  que  ce  qui  précède  est  écrit,  j'apprends  que  M.  Moro  a  employé,  outre 
la  Bocra  Etrusca  fixe,  des  soupapes  s'ouvrant  aussi  du  côté  de  la  terre,  de  manière 
à  permettre  d'élever  l'eau  à  des  hauteurs  variables.  Elles  sont  d'ailleurs  combinées  avec 
des  espèces  de  barrages  automoteurs;  ce  qui  présente  une  disposition  générale  inté- 
ressante. Mais  les  pièces  fixes  que  je  propose  ont  l'avantage  de  n'être  pas  sujettes  à  se 
déranger,  de  garder  l'eau  élevée  d'une  manière  plus  sûre  et  de  faire  au  besoin  monter 
l'eau  à  des  hauteurs  beaucoup  plus  grandes. 

FIN     DU     TOiME    QUATORZIÈME    (aeSERIE). 


TARIS.    —     IMPRIMERIE    DE    GAl'THIER-VILLARS,    SUCCESSEUR    DE    M  AI.LET-BACHEI.IER, 
rue  de  Seine-Saiut-Germain,  10.  près  l'Institut. 
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